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Vorwort zur dritten Aufk^e. 

Ziel und Inhalt dieses Buches waren in der ersten Auflage so Um- 
rissen: „Es soll in der Form eines Nachschlagewerks möglichst nlles das 
enthalten, was von Nutzen sein kmn, wenn man eine gegebene Differential- 
gleichung zu lösen oder ihre Lösungen näher zu untersuchen hat. 

Der vorliegende Band behandelt die gewöhnlichen Differential- 
gleichungen und enthält: 

A. Allgemeine Lösungsmethoden und Angaben über die Eigenschaften 
der Lösungen allgemeinerer Typen von Differentialgleichungen. 

B. Theorie und Lösungsmethoden für die Rand- und Eigenwertauf- 
gaben. 

G. Rund 1500 Einzel-Differentialgleichungen in lexikographischer 
Anordnring mit ihren (nachgeprüften) Lösungen, Hinweisen für die Auf- 
stellung der Lösungen und Literaturangaben.** 

Da seit dem Erscheinen der ersten Auflage noch nicht zwei Jahre 
vergangen sind, habe ich mich wie bei der zweiten Auflage im wesent- 
lichen auf die Berichtigung der mir bekannt gewordenen Fehler be- 
schränkt. Hinzugekommen sind dieses Mal einige Nachträge am Ende des 
Buches, die vor allem die linearen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung betreffen. Die Anzahl der behandelten Einzel-DifferentialgleiohuBgen 
ist dadurch auf rund 1600 gestiegen. 

Für die Nachträge stand mir ein Manuskript des verstorbenen Pro- 
fessors Franz Ooldscheider vom Luisenstädtischen Realgymnasium in 
Berlin zur Verfügung, das Herr Prof. O. IFitt-Berlin bei der Zerstörung 
seiner Wohnimg durch einen Luftangriff retten konnte und mir zur 
Verwertung übergeben hat. Ich danke Herrn WiU auch an dieser Stelle 
dafür. Das Manuskript Ooldacheider enthält nahezu 400 lineare Differmtial- 
gleichungen zweiter Ordnung mit ihren Lösungen. Ein grosser Teil 
dieser Differentialgleichungen fand sich schon in meiner Sammlung. Wo 
es nötig sdiien, habe ich die aufgenommenen Lösungmi Oddacheiders 
mit methodischen Bemerkungen versehen. Einen Teil von ihnen habe 
ich zu allgemeineren Typen zusammengefaBt. In diesen Fällm habe ich 
von einer ürqirungsangabe abgesehen. 
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Vcnrwort snr dritten Auflage* 


lA danke wied«*iim allen Benutzern dea Buches, die mich auf dieses 
oder jenes aufmerksam gemacht haben, und bitte, mich auch fernerhin 
bei der weiteren Verbesserung und Ergänzung des Buches zu unterstützen. 
2>abei sei auch hier auf die in der Zeitschrift für angewandte Mathe- 
matik und Mechanik 22 (1942) 233 abgedruckte Einladung zur Veröffent- 
lichung weiterer Einzel-Differentialgleichungen mit ihren Lösungen hin- 
gewiesen. 

Tübingen, im Dezember 1943, 

Eßlinger Str. 16. 


E. Kamke. 
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A. Allgemeine Lösungsmethoden. 

§ 1. Differentialgleichungen erster Ordnung. 

1. Explizite Differentialgleichungen y); allgemeiner TeiL 

l'l. Beseicbnangen und VeranschanlichnDg der D i«er ftntiii.i giM‘rihiing . 

Lösung, Integral, Integralkiirve (IKurve) der Differentialgleichung 

(1) y'=/(*.y) 

heißt jede differenzierbare Funktion y = q>(x), welche diese Gl erfüllt, 
d. h . für welche 

=/(*. 9 >(?)) 

identisch in x gilt. Ist / in dem betrachteten Bereich stetig, so hat jede 
Lösung (p (x) stetige Ableitungen. Man findet auch die Bezeichnung Stamm- 
gleichung oder allgemeines Integralfür eine nicht identisch erfüllte Gl 

(2) 0(x, y, C) == 0 oder 0(x, y) = C 

von der Art, daß die Integrale von (i) gerade die differenzierbaren Funk- 
tionen y = ^(x) sind, die man durch Auflösung dieser Gien nach y für 
einen gewissen Bereich der Konstanten C erhält ; 0 selber wird dann 
eine Stammfunktion oder ebenfalls ein allgemeines Integral der DGl 
genannt^). 

Wird zu jedem Punkt x, y des betrachteten Bereichs in der x, j^-Ebene 
ein Winkel a bestimmt, für den 
tgx =f(x,y) 

ist, so heißt der Punkt x, y nebst der 
durch a festgelegten Bichtung ein Linien- 
element. Die Gresamtheit der Linien- 
elemente bildet ein Bichtungsfeld, da« 
die DGl veranschaulicht (Fig. 1). IKurve 
ist jede mit stetigen Tangenten versehene 
Kurve, die auf das Richtungsfeld paßt, 

Die Bezeichnungen „StammGP^ und „Stammfunktion** entstammen der 
älteren Literatur und sind dort wie auch in der obigen Einführung mcht präzis 
genug definiert. Vgl. hierzu 2*6 und 4-12. 

Bd. ^IVIII: K»mke, Dttferenüslgloichwnssn 1. 
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A. S 1. DifEerentialgleichnngen erster Ordnung. 


d; h. die in jedem ihrer Punkte die durch das Bichtungsfeld vorgesohriebene 
Sichtung (Tangente) hat. 

1*2. Existenz und eindeutige Bestimmtheit der Lösungen. Weiterhin 
wird (neben gel^entlichen anderen Voraussetzungen und wenn nichts 
anderes gesagt ist) stets vorausgesetzt, daß / (x, y) in einem Gebiet 
^{x,y) der 2 ;,y-Ebene stetig ist. Dann gilt der Existenzsatz von Peano : 
Durch jeden Punkt f , rf von ® gibt es mindestens eine IKurve, und diese 
kann nadi beiden Seiten bis an den Rand von ® fortgesetzt werden^). 

Durch einen Punkt r} kann mehr als eine IKurve gehen, wie das 
Beispiel C i «57 zeigt *). 

Durch den Funkt ^ gehen dann zwei IKurven (Maximal- und Minimal-Integral), 
so daß alle durch ri gehenden IKurven zwischen jenen beiden liegen und das Ge- 
biet zwischen ihnen vollständig überdecken. Für weitere Eigenschaften solcher 
Bündel von IKurven s. P. Montel, Bulletin Sc. math. (2) 60 (1926) 206—217; 
P. Kamke, Acta Math. 62 (1929) 327-339. 

Es gibt sicher nur eine IKurve, wenn /in ® stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung hat oder eine Lipschitz- Bedingung 

(3) \f(x.ya)—f{x,yi)\^M\yi—yi\ (M konstant) 

erfüUt»). 

Für den Fall, daß /(x, y) an der Stelle t] unstetig ist, liefert 5-3 z. B. 
noch folgendes: Ist f(x,y) für 0<|x — ^|^a, \y — ri\^b stetig 
(Stetigkeit auf der Geraden x = | wird also nicht verlangt) und ist dort 

\S(x,y)\-^M(x), |/(a;,y*)— /(*, yi)|^ |y* — »il 

WO M(x) und N{x) im ganzen Intervall | x — f | ^ a integrierbar sind, so 
gibt es genau ein Integral der DGl, das für x -► f gegen rj strebt. Die Inte- 
grierbarkeit von M{x) und N(x) ist z. B. gesichert, wenn M{x) und 
jV (x) < -4 (x — f )"“• für ein 0 < a < 1 sind. 

^) Vgl. z. B. 0. Perron^ Math. Annalen 76 (1916) 471—484. Kamket DGlen, 
S. 59 _ü6, lb—11, M, FukuharOy Japanese Journal of Math. 6 (1928) 239—261. 
Einen Bericht über Ezistenzsätze und ihre Beweise findet man bei M, MüUery 
Jahresbericht DMV 37 (1928) 42f. 

*) Es können sogar durch jeden Punkt des betrachteten Gebiets unendlich 
viele IKurven gehen; vgl. M, Lavrentieff, Math. Zeitschrift 23 (1926) 197—209. 

*) Vgl. z. B. Kamkty DGlen, S. 98. Für weitere Eindeutigkeitssätze s. Jlf. Müller, 
Sitzungsberichte Heidelberg 1927, 9. Abhandlung und Jahresbericht DMV 37 
(1928) 46—48 sowie E. Kamke, Sitzungsberichte Heidelberg 1930, 17. Abhand- 
lung. Auch später ist noch eine Reihe von Arbeiten zur Eindeutigkeitsfrage er- 
schienen. Z. B.; H. Okamura, Memoirs Kyoto A 17 (1934) 319—328; s. dazu das 
Referat von M. Müller im Jahrbuch FdM 60n (1934) 1093f. A. Marchaud, Mathe- 
matica 10 (1936) 1-31. 
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Ist f(x, y) von der Gestalt /(x, y) = A (x, y)jg (x, y), so laßt sich die 
D 61 in der Gestalt 

9(Xyy)t/ ==h (x, y) 

oder auch als System 


schreiben. Für diese Gestalten der DGl s. auch 3, 4‘I2, 4*13, 7*2. 

Über die Änderung der Integrale mit dem Anfangswert und mit der 
DGl selber s. 2*7 und 5*4. 

Für die Untersuchung von Funktionen, die durch DGlen erster Ordnung be* 
stimmt sind, s. z. B. P. BouirouXy Le^ons sur les fonctions d4finies par les ^quations 
differentielles du premier ordre. Paris 1908. 


2. Explizite Differentialgleichungen = jf); 
Losungsverfahren. 

21. Erste Orientierung und Methode der Polygonzttge. Hat man 

für die DGl l (i) das Richtungsfeld gezeichnet (vgl. auch 30*1), so kann 
man IKurven leicht ungefähr hineinskizzieren und damit eine ungefähre 
Übersicht über den Verlauf der IKurven gewinnen. 

Es ist dabei oft nützlich, die sog. „Wendepunktskurve“ zu zeichnen, d. h. die- 
jenigen Punkte der IKurven, in denen y" = 0 ist. Bei stetig differenzierbarem 
f{x, y) ist für jede Lösung von 1 ( 1 ) 

y" = fx + y'fy==fx+ffv* 
so daß die Bedingung y" = 0 zu der Gleichung 

n /* + //y-0 

führt. Da die Bedingung y'^ = 0 nur eine notwendige, aber keine hinreichende Be- 
dingung für einen Wendepunkt ist, kann die „Wendepunktskurve“ (♦) auch Punkte 
enthalten, die keine Wendepunkte sind. • 

Beispiel: Für die Biocatische DGl y' = x — y* [zu dieser s. 0. Perron^ Math. 
Annalen 76 (1916) 480] ist die Wendepunktskulve 2y(x — y*) = 1. 

Die Genauigkeit der Zeichnung läßt sich in naheliegender Weise steigern 
durch Vergrößerung des Maßstabes der Zeichnung und durch Vermehrung 
der Punkte, die Träger von Linienelementen sind. Abgesehen davon, daß die 
Vergrößerung des Maßstabes ihre Grenzen hat, ist einer der Hauptnachteile 
dieses Verfahrens, daß man, wenn man nur eine einzige IKurve benötigt, 
überflüssige Linienelemente zeichnen muß und daß deren Gewinnung aus 
einer analytisch gegebenen DGl garnicht imm er hinreichend einfach ist. 

Bei der Methode der Polygonzüge geht man daher, wenn man eine 
IKuiVe durch einen gegebenen Punkt f , rj konstruieren soll, von dem 
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A. § 1. BilPerentialgleiGhimgen erster Ordnung. 


Punkt f , fj ein Stück in der Richtung des zu f, rj gehörigen Linienelements 
weiter, etwa bis zu einem Punkt sodann von tji wieder ein Stück 

wbiter in der Richtung des zu gehörigen Linienelements, etwa bis zu 

einem Punkt (2^^ erhält so einen Polygonzug, der die gesuchte 

Kurve approximiert (Fig. 2 zeigt 
den entstehenden Polygonzug für 

die D61 y' = — ^ , wenn f = 0, 

= 1 ist und wenn längs der 
o;- Achse die feste Schrittlänge 0,1 
gewählt wird; vgl. auch 30-3). 
Diese geometrische Formulierung 
läßt sich auch ins Anal3^ische 
übertragen, so daß das Verfahren 
auch zur numerischen (genäherten) 
Berechnung des Integrals dienen 
kann. Erfüllt / (x, y) eine der in 1-2 
genannten Eindeutigkeitsbedin- 
gungen, so konvergieren die Poly- 
gonzüge bei unbegrenzt fortge- 
setzter Verfeinerung des Verfahrens, d. h. bei unbegrenzter Verkleinerung 
der Schrittlänge (und Vergrößerung der Schrittzahl) gegen die durch f, rj 
gehende IKurve^). Wenn damit auch theoretisch gesichert ist, daß man 
durch Wahl einer passenden Schrittlänge eine hinreichend genaue Ap- 
proximation der gesuchten IKurve bekommt, so können doch selbst 
Näherungskurven, die einen sehr glatten Verlauf zeigen, immer noch be- 
trächtliche Abweichungen von der wahren IKurve aufweisen; z. B. hat 
die wahre IKurve (ein Halbkreis) zu der Fig. 2 für x = 1 die Ordinate 0, 
während die Näherungskurve 0,4 liefert. Für den weiteren Ausbau dieses 
Verfahrens und seine Verbesserung s. 30*4. 

Das Itezationsverfaliren von Picard-Lindelöf (Verfahren der suk- 
zessiven Approximation oder der schrittweisen Näherung). In dem 
Rechteck 

|x — f|<a^oo, |y — »yi<6 <cx> 

mit dem Mittelpunkt erfülle fix^y) eine lipschitz-Bedingung i (3) 
und sei dort beschränkt, etwa \f\^A; wählt man irgend eine durch f , rj 
gehende stetige Kurve y ^ q>^(x), z. B. 9 ?^ = 9 ;, und setzt man weiter 

Vgl. z. B. M. Müller, Sitzungsberichte Heidelberg 1927, 9. Abhandlung. 
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X 

9>i(*) =V+ jfi^y 9’o(*)) . 

X 

(*) = »; + ^ /(». . 


SO konvergieren die für n-^oo mindestens in dem Intervall 

|a: — f I <Mm 

gegen die durch gehende IKurve (p(x)^). Hat man gewählt, 

so gilt die Fehlerabschätzung 



Haben /(x, 17 ) und der Differenzenquotient 

Vt — 91 

inf^x^{-f-a ein festes Vorzeichen, so gilt 

VnC*) > für D > 0, /(*, 1 }) ^ 0 , 


(Vt =*= y>) 


falls ^0 : 


VinW $»’(*)> 9’i*+i(*) für i)< 0 , /(*,»?) ^ 0 , 
^ 17 ist*). 


Erfüllt /(x, 2^) nur die Voraussetzungen des zweiten Existenzsatzes von 
1-2, so ist das Iterationsverfähren zur (jewinnung der Lösung ebenfalls noch 
anwendbar. 

Das Verfahren ist auch zur genäherten numerischen Berechnung der 
Lösung brauchbar^). Man wertet dabei die vorkommenden bestimmten 
Integrale durch die Methoden der numerischen Integration aus, z. B. 
mittels der Trapezformel 

ar+* 

J g{x)dxp^~ [g(x) + g(x + A)] 

X 

oder mittels der Simpsonschen Regel 

x+2k 

J flr(a:)da:«:-|t^(x)-f 48r(a; + A) + 2A)]. 


Für den weiteren Ausbau dieses Verfahrens s. 28*2. 


. Vgl. z. B. Aamib«, DGlen, S. 63ff. 

*) M.Oajcu, Bulletin Sc. math. (2) 58 (1934) 236— 240; mit veTeiniachtem Be- 
weis im Referat von Jf. MüUer, Jahrbuch FdM BOj (1984).374f. 

*) Vgl. z. B. Kamke, DGlen, S. 58, Aufg. 18 nebst der Lösung auf 8 . 426. 
Run^e-König, Numerisches Rechnen, S. 238— 262, 300—311. 
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Geometrisch bedeutet das Iterationsverfahren folgendes (Fig. 3): Kennt man 
die Näherungskurve y = bo werden ihre Punkte durch die Richtungskoeffi> 

zienten /(x, ^n(^)) Linienelementen ergänzt. Diese Linienelemente werden 
längs ihrer Ordinaten so parallel verschoben, daß sie sich zu einer stetig differenzier- 




Fig. 4. 


baren Kurve p = zusammenschließen. Wie L, Vieioris^) gezeigt hat, kann 

die Verschiebung auch längs anderer Kurven erfolgen, z. B. senkrecht zur Richtung 
des einzelnen Linienelementes; die Konvergenz kann dabei besser werden, aber man 
bekommt die neue Nähemngsfunktion in einem veränderten Intervall (Fig. 4).. 

2 * 8 . Ansetzen einer Potenzreihe. Ist f(x, y) für 

Ix — f|<o^oo, |y — jjl<fc<oo 
in eine Potenzreihe 

/(®. y) = — f)'’ (y — »?)* 

P.9 

entwiokelbar, so ist auch die durch gehende IKurve y ^ {p(x) der 
DGl I (i) in einer Umgebung der Stelle x = f durch eine Potenzreihe 

9)(x) = jj + ^c,(x — f)’ 

darstellbar. Die Reihe konvergiert mindestens für 

(x-f(<Min(o.l), 

wenn A eine obere Schranke von j/(x, y)| in dem vorher angegebenen 
Bereich ist. Die KoefiBzienten lassen sich durch Vergleich entsprechender 
Potenzen von x — f in 

I M ~ f)'“* 

jp, g l »-1 / 

der Reihe nach berechnen*). 


1) Monatshefte f. Math. 39 (1932) 16-50; 41 (1934) 384-391; 48 (1939) 19-26. 
Dort werden auch noch Verschiebungen mit Richtungsänderungen der Linienele- 
mente behandelt. 

>) Vgl. z. B. Bom, DGlen. S. lOlff. 
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2*4. Allgemeinere BeihenentwieMnngen. 0 . Perrm^) hat gezeigt, daß 
man noch in anderen, ziemlich allgemeinen Fällen die Lösungen der D 61 1 (i) 
in Gestalt von Reihenentwicklungen erhalten kann. Ist die DGl 

(1) y’ = EfA^)ir 

r— 0 

gegeben, so gehe man mit dem Ansatz 

oo 

(2) y = i7 ?’»(*) 

IN-1 

formal in die DGl (l) hinein. Man erhält 


( 3 ) 





v\ 


p *1 




Die rechte Seite bringe man irgendwie durch formale Umordnung der 
Glieder in die Gestalt einer einfach unendlichen Reihe, so daß die obige Gl 


oo oo 

( 4 ) 

*-l »-1 

lautet; dabei soll in jedem eine endliche oder unendliche Anzahl von 
Gliedern der rechten Seite von (3) zusammengefaßt sein, und zwar so, 
daß (Ol kein enthält und im übrigen jedes co^ nur q>i, .. >9 90;-! ^thält. 
Die Gl (4) und damit auch (i) ist dann formal erfüllt, wenn 


% = 0), (v = 1, 2, . .) 


ist. Wird eine Lösung y{x) mit dem Anfangswert y(a) =97 gesucht, so 
b»*aucht man z. B. nur 

X X 

9^i(®)= Tj + foDidz und = Jcu^dz für v > 1 

a a 


zu setzen. 


Die mit diesen Funktionen gebildete Reihe (2) konvergiert nebst der 
Reihe der ersten Ableitungen für a^x<6 absolut und gleichmäßig 
und ist eine Lösung von (i) mit dem Anfangswert y(a) = tj, wenn fügende 
Bedingungen erfüllt sind: 

W ^p{^) stetig für a^z^b^ und F^(z) wächst mit 

X monoton (Konstanz zugelassen); 

00 

(^) ^ konvergiert för F ■■= r > 0 g^eichm&ßig in x^b 

p-o 


(C) die DGl 


Y'==E^Ax)Y^ 

r-0 


hat eine Lösung, die den Anfangswert r(a) =:|i;| hatundfürdie] r(x)|^r 
(also »uoh \ri | ^ r) gilt. 


Bitzungsberiohte Heidelberg 1919, 12., 2. und 8. Abhandlimg mit Berich- 
tiguna ebenda 1920, 9. Abhandlung, Fuasnote auf S> 10. 
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A. i 1. DifieIentia4ßeiohllnge^ erster OrdnuQg. 


Durch SpezialiBieraiig ergibt sich hieraus: 

(A) F^(x) =^KJMr (K und M positive Konstanten): 

Wenn die Koeffizienten / (x) der D61 (i) für a^x^b stetig sind und 
den Ungleichungen 

|/.(*)|<jsr if' (v = o. 1, 2....) 

genügen und wenn Jf |iy| < 1 ist, so liefert die vorhergehende Methode 
die Lösung in Gestalt der Reihe (2) mindestens in dem Intervall 

wobei e > 0 beliebig klein sein darf. 

(B) = 0, JT'* für v ^ 2, also auch /o =/i = 0: 

Wenn die Koeffizienten f^{x) der DGl 

y' = i7/r(*)y' 

r-2 

für a^x^h stetig sind und den Ungleichungen 

\Mx)\^Kir-‘ (r = 2, 3,4,...) 

genügen, und wenn ist, so liefert die vorhergehende Methode 

die Lösung in Gestalt der Reihe (2) mindestens in dem Intervall 

o^a:^Min|h, o +^[log(M|;;j) 1 — ejj. 

Dieses Lösungsverfahien ist auch noch auf DGlen anderer Bauart 
anwendbar, wenn man folgende Transformationen anwendet: 

Aus y' = 27 /»(*) y' *' = 27 /» 

r-»l w—i 

für y = zie, 2? = exp J/, dx\ 
aus y' = g{x) y + ^7/, y'” wird z' = — Ä*" f 

für y = ^ , E = exp f gdx. 

2-6. BeOuaaitwiidJiiiig nach einem Faiameteri). In der von dem Para, 
meter q aUi&ngenden DGl. 

(5) y'(*)= i74.,(»)e'y* (p^o,g^o) 

P+ffSl 


1) Versoh&rfong eines Satzes von Poiwcar^ durch 0. Perron, Math. Annalen 118 
(1936) 292- 303. 



2 . E^linte Difiereiitialgleiohuiigen y'=/( 9 :,’y); LgeangBveriUiKii. 9 

seien die KoefBzienten , (x) für 0 ^ x a stetig und mögen dort für 
feste Zahlen ^ > 0, r > 0, « > 0 die UnGlen 

I ^ I ^ * 
fPgi 

erfüllen, so dafi die redite Seite der DGl für 0^x^o, jß| < r, |y| < s 
konvergiert. Dann hat die Lösung y{x) der DGl mit dem Anfangswert 
y (0) = 0 eine Entwicklung 

(6) y (*) = i7 V, (*) e' (»Ue ip, (0) = 0) , 

»•1 

die für 0^ x^a und 

»-1 

konvergiert; die Funktionen {z) erhalt man, indem man ( 6 ) in ( 5 ) ein- 
trägt imd die Koefßzienten gleiohhoher Potenzen von q gleichsetzt. Für 
den Fall eines beliebigen Anfangswertes y (0) = c s. 6 * 3 . 

2*6. Begjfthnng an partiellen INfterentialaleichnngen. Die DGl i (i) 
steht in enger Beziehung zu der homogenen linearen partiellen DGl 

(7) |+/(*.y)| = o- 

Einer der grundlegenden und leicht zu beweisenden Sätze über diese 
DGl lautet^) : Ist /(a;, y) in dem Gebiet <5 (x, y) stetig, so ist eine Funktion 
z =yf{x, y), die in (b stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat, 
in $ genau dann eine Lösung von ( 7 ), wenn y> (x, y) == const ist für jede 
IKiirve y =z(p(z) der DGl i (i) (die Konstante darf mit wechseln), 
d. h. anschaulich ausgedrückt: wenn für die Fläche z =y}{z, y) die Pro- 
jektionen der Höhenlinien auf die x, y-Ebene gerade die IKurven von i (i) 
sind. 

Kennt man umgekehrt für die partielle DGl ( 7 ) eine Lösung z = yf(x, y), 
die in 6 stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat und für die über- 
dies I V« I + 1 V’ir I > 0 (abgesehen höchstens von isoliert liegenden Ausnahme- 
punkten in <B) ist, so kennt man damit auch die Lösungen von i (l); 
sie sind nämlich die stetig differenzierbaren Lösungen y der Ol 

y» (a;, y) = (7 für alle mögliche Werte der Konstanten (7. Die Funktion 
y) (z, y) ist dann also eme Stammfunktion im Sinne von l*l. 

Aber selbst wenn f(x^y) beliebig oft differenzierbar ist, braucht es 
nicht inuner für das volle (Gebiet <B eine solche Stampfunktion zu geben*). 
Hat jedoch /(x, y) in ft^eine stetige partielle Ableitung /^ , so gibt es für 

^) Vgl. z. B. Kamkt, DQlen, S. 297ff. 

*) ffoistptib', Mathematica 8 (1983) lOdff. 
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A. { 1. Differentialgleiohungen enter Ordnung. 


jedes Teilgebiet g, das mit (b keinen im Endlichen gelegenen Bandpunkt 
gemein hat und in dem/ beschränkt ist, eine stetig differenzierbare Lösung 
tp (z, y) von (7), für die sogar stets > 0 gilt und die somit eine Stamm- 
funktion von I (l) ist^). 

(a) Ist g (x, y) ebenso wie / (x, y) in ® (x, y) stetig und erfüllt / dort 
eine lipschitz- Bedingung mit der lipschitz-Konstanten Jf, ist weiter in ® 

\f{x,y) — g(x,y)\<d 

und ist y ^rp{z) eine durch den Punkt gehende IKurve der DGl 

l/ — g{x,y), 

so folgt aus (b) für die durch tj gehende IKurve y = q>(z) der DGl l (i) 
die Abschätzung^) 

I <p{x) — ip(x)\^^ (e" — 1) . 

Man hat hiernach die Möglichkeit, kompliziertere DGlen dadurch genähert 
zu lösen, daß man zu passend gewählten benachbarten DGlen übergeht, 
die man leichter lösen kann. Davon wird schon bei der Aufstellung von 
DGlen, die technischen oder physikalischen Problemen entsprechen, 
weitgehend Gebrauch gemacht, indem bei dem mathematischen Ansatz 
mancherlei vernachlässigt wird. 

(b) *) In dem Gebiet ® (x, y) sei / (x, y) beschränkt und erfülle eine 
Lipschitz-Bedingung : 

l/(*. y)\^A, j/(x, yg) —S(x, yj)| < M l'y* — y^l . 

Weiter seien y = <p(x) imd y = y(x) für a< z <b zwei stetig differen- 
zierbare Kurven, die dem Gebiet ® angehören, durch Punkte f , t] bzw. 
I, ^ gehen und in dem Sinne ungefähr die DGl I (i) erfüllen, daß 
\g>'{x)—f{x,q>(x))\^ei, I n/ (x) — /(x, f (x)) | ^ c, 
ist. Dann ist im ganzen Intervall a< x <b 
I y (X) - V (X) I ^ (e" l*-*l - 1) 

+ [\V - v\ + (^-tei + e,) II - II] . 

(e)*) Die Funktionen /(x, y) und g (x, y) seien in dem Gebiet (b (x, y) 
stetig und mögen dort die UnGl 
(8) f(x,y)< 

S. Kamke, Jahresbericht DMV 44 (1934) 156—161. 

*) KamkCt DGlen, S. 94f. 

*) Kamktt DGlen, S. 94. 

*) Kamke, DGlen, S. 82, 91. 



2. Explizite Difierentialgleiohiingen y’ =^f{,x,y)i LSsungsverfzliieii. 11 

erfüllen. Sind (p (x), y> (x) zwei Integrale der BGlen 

y>'=^9{x,fp) 

mit Anfangswerten (p(i)^yf ({), so ist 

(9) für f ^ a: . 

Erfüllt mindestens eine der Funktionen /, g eine der Eindeutigkeitsbe- 
dingungen von 1-2, so kann in (8) das Zeichen < C jch ^ ersetzt werden; 
es ist dann auch in (9) das Gleichheitszeichen zuzulassen. 

(d) ^) In dem (Sebiet ® (x, y) sei/(x, y) stetig; rj sei ein Punkt in ®. 
Weiter seien y>,(x) (v = 1, 2 ) stetige Funktionen, die in jedem Punkt des 
Intervalls f ^ x < a eine vordere und eine hintere Ableitung T>^% bzw. 

haben; das zwischen den Kurven y = y)^ und y =: liegende Ge- 
biet soll zu ® gehören. Ist dann 

(f ) (f ) 

und für f < x < a 

ipiix) ^f{x, {X)) , % (*) ^ Vt (*)) . 

SO existiert jede durch den Punkt f , ly gehende IKurve y = q>{x) von l (l) 
in dem ganzen Intervall f < x < a, und es gilt dort 

y>^(x)^q^x)^y)2(x); 

y>i, ip2 keißen Unter- und Oberfunktionen. Ist yfi(^) = v*2(^) 
sind die obere Grenze aller yj^ und die untere Grenze aller ^^2 Integrale 
von I (i) mit dem Anfangswert tj an der Stelle x = f . 

(e) *) Ist y(x) für a^x<,b stetig und nach rechts diflBerenzierbar, und 

gilt f^ zwei Konstante Af > 0, ^ 0 die UnGl 

|y+(x)l< Jf |y(a:)| + i\r, 

SO ist für je zwei Zahlen x, f des obigen Intervalls 

1 y (*) I ^ I y (I ) I e- '*-« + 1 (e- l*-«l - 1) . 

2*8. Verhalten von IfiemigKi Ifir gioBe x^. 

(a) y' = y(*)y+/(x.y)- 

Hierin dürfen y, g,f komplex sein. In dem Bereich 

B: . |y|ö* 

M 0. Perron, Blath. Annalen 76 ( 1916 ) 471 £F. 

') Kamke, DGlen, S. 93. 

•) 0* ÄBcolif Berzolari Scritti, S. 617 — ’ 636 . Vgl. auch das Eeferat von 
if. MaUer im Jahrbuch FdM 62 n> S. I 260 f. Für lineare DGlen s. 4*4. 
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A. § 1. Difiterentialgleichangeii erster Ordnung. 


seien / und g stetig, ferner sei 

flri(x) = Ry(x)>0. = 

\f(x, Vt) —f(x, yi) 1 ^ ö ffi (*) I y, — yil für ein 0 < 0 < J . 


Dann hat 4ie 1^61 genau eine Lösung, die für alle hinreichend großen x 
existiert, dem Bereich B angehört und für x oo gegen 0 strebt. 


Ist 


( 10 ) 


oo 

/ 9i (*) dx 


divergent, so gibt es keine weitere Lösung, die in B für alle hinreichend 
großen x existiert. Ist (lo) konvergent, so existiert die durch Xq, gehende 
IKurve für alle hinreichend großen x und zeigt das asymptotische Verhalten 


(II) lim {y (a;) — c exp / gr (t) cft] = 0 

x-*oo J 

mit einer passend zu wählenden Konstanten c, falls x^^ hinreichend groß und 
1 ^ 0 ! hinreichend klein ist. 

(b) y' = — y(*)y +/(*. y). 

WO g und / die Voraussetzungen des ersten Teils von (a) erfüllen. Für alle 
hinreichend großen x^^ und hinreichend kleinen | y^ | existiert die durch Xf ^ , y^ 
gehende IKurve für alle x^Xq imd liegt in B. Ist ( 10 ) divergent, so streben 
alle diese IKurven für 00 gegen 0 . Ist ( 10 ) konvergent, so gilt für die 
Lösungen wieder (ii), jedoch mit — g statt g. 


(e) Die Ergebnisse gelten bei passenden Voraussetzungen auch für 

=F(x,y). 

Ist z. B. F in B stetig, zweimal nach y differenzierbar und 


^ ,-ooRi'„(x,0) HJ’„(x,0) 


beschränkt in B , 


so gibt es genau eine Lösung, die für alle hinreichend großen x existiert 
und mit x oo gegen 0 strebt. 


2-9. Weiten Lßcongsmetboden. Für diese s. § 8. 


3. Implizite Differentialgleichungen F {y', y, x) xsO. 

81. Über Löningen and Löinngnnethoden. Bei der impliziten DGl 
(I) (y'. y, *) = 0 

können schon für sehr einfiushe Funktionen F die Verhältnisse ganz anders 
li^n als bei der expliziten DGl i (i). Z. B. hat die DGl 
y/s_2y'+y* + l =0, d.h. (y'_l)2_l.yS = 0 



3* Implizite Difierentialgleichiingen F {y\ y, x) = 0. 
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überhaupt keine (reelle) Lösung; für ^ = 1 sind die Lösungen die Ge- 
raden ^ = db ^ ^ durch jeden Punkt zwei sich rechtwinklig 

schneidende IKurven gehen. 

Man hat daher auch nicht Lösungsmethoden von dersdben Allge- 
meinheit wie bei der expliziten DGL Idan kann natürlich auch hier die 
Linienelemente x, y, t ^tgcL bestimmen, die der Gl F {t, y, x) =0 ge- 
nügen, mit ihnen nach dem Muster von i*i und 2-1 das der DGl ent- 
sprechende Bichtungsfeld aufbauen und durch dieses auf graphischem 
Wege zu Näherungslösungen gelangen. 

Dabei kann wieder die „Wendepunktskurve“ (vgl. 2 -i) von Nutzen sein, 
die hier durch die beiden Gien 

jP = 0, F^y'+F^^O 

gegeben ist, wobei als Parameter anzusehen ist. 

Läßt sich F (t, y, x) in eine Potenzreihe entwickeln, so kann man nach 
dem Muster von 2*3 für die Lösung y (x) eine Potenzreihe ansetzen, mit 
dieser in die DGl hineingehen und durch Vergleich entsprechender Po- 
tenzen von x die Koeffizienten der Reihe bestimmen; anschließend muß 
natürlich noch die Konvergenz der für y{x) erhaltenen Reihe untersucht 
werden. 

In manchen Fällen läßt sich die DGl auch in der Gestalt 
ö {y\ yyX)-H (y\ y, ar) = 0 

schreiben (zerfallende DGl); dann liefert jede Lösimg einer der beiden 
DGlen 

Ö (y\ y, x) = 0, U (y\ y,x) = 0 

natürlich auch Lösungen von (i) ; es ist dann jedoch noch zu untersuchen, 
ob sich aus Stücken der Lösungen dieser beiden DGlen noch weitere Lösun- 
gen zusammensetzen lassen. 

Im allgemeinen führt man die DGl auf eine explizite DGl y' =/(x, y) 
zurück, wo t =/(«, y) eine Lösung von F (t, y, x) = 0 ist. Diese Re- 
duktion ist nach einem bekannten Satz über implizite Funktionen in 
der Umgebung einer Stelle f t möglich, wenn F (t, f ) = 0 und 

f ) =4= 0 isf • Jedoch köimen bei diesem Verfahren Lösungen der 
DGl verloren gehen^). 

Weiter gibt es das Verfahren der sog. Integration durch Differentiation 
(vgl. 4 * 14 ) und für einige besondere Typen noch andere Lösungsverfahren 
(Tgl. 4)«). 

>) Vgl. O. Perrm, Jahiesbericht DMV 22 (1913) 366ff. 

*) Für einen allgemeineren Existenzsatz s. auch B. Maniä, Eendioonti Istitnto 
Lombarde (2) 69 (1936) 461—476 und das Referat von Jf. MiiUer im Jahrbuch FdM 
62n, S. 1258-1260. 



14 


A. f 1. Di&erentialg^iohungen erster Ordnung. 


8*2* Begüläre und äagaUxe Unianelemente; Distaiminantenkorve and 
tingoläre Lösongen« In älterer Bezeichnung heißen die Linienelemente 
Xy y, t, welche die Gl F(t,y,x) =0 erfüllen, regulär oder singulär, 
je nachdem für sie außerdem Ft (t, y,x) 4=0 oder = 0 ist^). Die Punkte 
X, y, die Träger von singulären Linienelementen sind, bilden die sog. Dis- 
kriminantenkurve. Eine IKurve wird regulär oder singulär ge- 
nannt, je nachdem sie ganz aus regulären oder singulären Linienelementen 
aufgebaut ist. 

Beispiel 1: xy* ^ y. Die singulären Linienelemente sind x = 0, y = 0, 
% beliebig; die Diskriminantenkurve besteht nur aus dem einen Punkt 0,0. Die 
Integrale der DGl sind die Geraden y ^ C x. Durch den die Diskriminantenkurve 
darstellenden Punkt gehen alle IKurven. 

Beispiel 2: =s 4 x*. Die singulären Linienelemente sind x = 0, y beliebig, 

/ SS 0. Die Diskriminantenkurve ist demnach die y-Achse. Die Integrale der DGl 
sind die Parabeln y sss a;* -j- C und y = — x* + C und die aus Stücken von diesen 
zusammengesetzten differenzierbaren Funktionen. Durch jeden Punkt der Dis- 
kriminantenkurve gehen genau zwei der obigen IKurven (Fig. 5). Die Diskrimi- 
nantenkurve ist selber keine IKurve. Keine IKurve ist, wenn sie hinreichend weit 
fortgesetzt ist, regulär. 

yW üül 

W nfx 

Fig. ö. Fig. 6. Fig. 7. 

Beispiel 3: y'* = 4 jy|. Die Diskrimiziantenkurve ist die x- Achse, die singu- 
lären Linienelemente sind x beliebig, y = 0, ( = 0. Die Diskriminantenkurve ist 

Vgl. hierzu etwa Serret-Sche/ferSf Diüerential- und Integralrechnung III, 
S. 118—134; Kamke, DGlen, S. llÖff. Gegen die obige Definition ist einzu- 
wenden, daß nach ihr bei dem Beispiel F = (< — x)‘ jedes der DGl genügende 
Linienelement singulär ist; die DGl ist aber völlig gleichwertig mit der sehr ein- 
fachen expliziten DGl y' ^ x. Die obige Unterscheidung zwischen regulären und 
singulären Linienelementen erklärt sich daraus, daß in der Umgebung eines regu- 
lären Linienelements auf Grund des im vorletzten Absatz von 3*i erwähnten Satzes 
über implizite Funktionen die DGl (i) nach y' aufgelöst werden kann. Der er- 
wähnte Satz liefert aber nur eine hinreichende, keine notwendige Bedingung für 
die Auflösbarkeit, die Auflösung kann also auch in der Umgebung von singulären 
Linienelementen möglich sein. Daher hat Kamke a. a. O. die ältere Definition der 
singulären Linienelemente abgeändert. Für eine andere Abänderung s. 8. K. Za- 
remba, Bulletin Aoad. Polonaise Cracovie A 1931, S. 289—321 und das Referat von 
Kamke im Jahrbuch FdM 57j, S. 606. 
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ein Integral, und zwar ein singulüres. Die Diskriminantenkurre berührt die 
IKurven y = ± (ä + C)* (Fig. 6 ). IKurven erhält man daher auch noch, indem mftn 
auf einer dieser Parabeln bis zu ihrer Berührung mit der a;- Achse geht, auf dieser 
ein beliebiges Stück fortschreitet und dann auf eine neue Parabel übergeht. 

.Beispiel 4: y'* = 4 |y|*. Singuläre Linienelemente und Diskriminantenkurve 
sind dieselben wie bei dem vorigen Beispiel. Die Diskriminantenkurve ist singuläres 
Integral. Die sämtlichen übrigen Integrale sind 

diese sind sämtlich regulär und haben die Diskriminantenkurve zur Asymptote 

(Fi|. 7). 

Für weitere Beispiele s. 4*18 und Kamke, DGlen, S. Il9f. 


4 . Lösungsverfahren für besondere Typen von 
Differentialgleichungen. 

41. Diffotentialgleichangen mit getrennten Vstiabeln ,y'ssf(x); 
y'-9(y)i «/'=/(*)»(»)• 

(a) y' =f{x). Dieses ist der einfachste Typus einer DGL Für stetiges 
/(x) ist die durch den Punkt r) gehende IKurve 

X 

y = ‘n + //(*) • 

i 

(b) y' =f(x)g(y)y wobei auch / = 1 sein kann. 

Für stetige Funktionen /(a:), g(y) und g{rj) =^0 erhält man die durch 
den Punkt f , rj gehende IKurve aus der Gl 

durch Auflösung nach y ; ist y {rj) = 0 , so ist y = 7^ eine IKurve. Es können 
auch Lösungen auftreten, die aus den beiden Arten von IKurven zu- 
sammengesetzt sind. 

Vgl. Kamke, DGlen, S. 5—21. 

•» 

4-2. y'ss f{ax + ö y 4 - c). Ist 6 = 0, so liegt der Fall 41 (a) vor. Ist 
6 4= 0, so ist die DGl auf 4-1 (b) zurückführbar, und zwar durch die Trans- 
formation tt{a;) = aa: + 6 y + c. Für stetiges f(u) und a + 6 /(v) 4 0 
erhält man daher die durch den Punkt rj gehende IKurve aus 

f d« _ _t 

J a + 6/(tt) * * 

durch Auflösung nach y. 

Vgl. z. B. Kamke^ DGlen, S. 21. 
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A. { 1. IMfieientialgleichangen enter Ordnung. 


4*8. Lineare DüSterentialgleicbimgen Sind f(x) 

und g{x) für a <x <b stetig, so ist die durch den Punkt f , rj gehende 
IKurve 

y = L + J g{x) dxj mit F(x)=: f f{x) dx . 

Diese hat, wenn öf(x) 4= 0 ist, höchstens einen Punkt mit der x- Achse ge- 
meinsam, da die Klammer dann eine eigentlich monotone Funktion ist. 

Es durchläuft y — 9?o(^) + <p{^) genau die sämtlichen Lösungen der 
D61, wenn eine feste Lösung ist und q>(x) alle Lösungen der zugehörigen 
homogenen D61, d. i. der DGl mit g = 0 durchläuft. Für je drei ♦er- 
schiedene Lösungen der DGl ist (g >3 — q>^HsP 2 — konstant. 

Die Zeichnung des Bichtungsfeldes der DGl wird dadurch erleichtert, 
daß die den Punkten einer „vertikalen^' Graden x = Xq zugeordneten 
Richtungen sämtlich auf denselben Punkt P(Xq) mit den Koordinaten 


weisen. 




2^0 + 



y(go) 

/(»o) 


Diese Punkte P(Xq) bilden die Leitkurve. 


Ist z. B. die DGl 


2^ + 


2 X 

W+1 


y == 


2x* 

««-fl 


gegeben, so erhält man für die Leitkurve die Parameterdarstellung 




3x;-f 1 

2 xq 




*'0 » 




III/- 

/ / / /- 

- \ \ 

-W' — A 

— ^/i 

— 0.1 


-/ / / / 


-// / / 


-/ / / / 

-'^W- 

-/ 1(1 

^\\\- 

■{ U !. 

^ N\\\^ 

■1 1 1 1 


Pig. 8. 


d. h. die Hyperbel — 37y* = l; vgl. Fig. 8, die an der Hyperbel 
stehenden Zahlen sind die Zahlen Xq 

E. CzvheTt Zeitschrift f. Math. Phys. 44 (1899) 41— 49. Oder z. B. Kamht^ DGleu, 
S. 29-34. 
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44. AimvtotiMdiM Yahattaa der Lamaceii liaeeiw Datsrential- 
gleidniiigen'^) 

(A) y' 4 - a y = g(x) mit g(z) b für x oo. 

Da nach 4-3 

y = c“®* (0 + f g(x) e®* dx) 

ist, ergibt die BemouUi-rHospitalsche Regel, daß im Falle R a > 0 Jede 
Lösung für 2 ; 00 gegen ^ strebt. Im Falle R a < 0 strebt nur die eine 

Lösung 

y = —e—* j g(x)dx 

X 

ft SN 
gegen -.») 

(B) xy' + {ax+ b)y= x“ wo P{x) ein Polynom, P( 0 ) 0, 

a eine ganze Zahl, a 4 und a-j- ist. 

(a) a < 0. Damit die auftretenden Integrale konvergieren, wird x- 
auf den Bereich x > 0 beschränkt. Die Lösung 

y=ir'’e-‘*^C-Je'“‘Q(x)dxj mit g(a:) = p|i| 

hat die Eigenschaft, daß 

ya^e®*-^C für x-^c» 

ist. Durch partielle Integration ergibt sich für beliebiges m ^ 0 




(*)'**• 


Jf-0 ® - X 

und hieraus durch Abschätzung des Integrals bei festem m 

I < A x*"®*“^ . 


y - C e “ - ^ 

lr«0 


Da A aus dem Integral der vorangehenden 61 näher bestimmt werden 
kann, ist diese Formel zur genäherten Berechnung von y für große x brauch- 
bar, auch wenn die Reihe 

divergiert. 


Vgl. auch 2*8. 

*) 0. Perron^ Math. Zeitschrift 6 (1920) 158—160. H. Späik, ebenda 30 (1929) 
487ff. 


Bd. XV III: X«mke« Bifferentialgleiehii&gen I. 
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A. $ 1. Bilkrentiai^chiingen erster Ordnung. 


(b) a > 0. JetsBt soll x <0 sräi. Es ergibt sieb dann entsprechend 

, i.r - c - 1)*^’ + <*> ^ ■ 

WO jetzt 

ist. Hieraus folgt bei festem m 


|*|-*e-*-27(- 1 / 

t-o 


Ö(»(x) 

«*+> 


<A\ 




Beispiel; x y' x y = 1. The genaue Lösung ist 

y = e'*(^ + /?***) . 

Nach (b) erhält man für (7=0; 


y_ fJL <(J!!±i)! 

^ " Jk+1 ^ 


i-0 


lian schreibt hierfür auch 


k\ 


oo 

■'i7 jhT 
*-0 » 


obwohl die Reihe nicht konvergiert. Man nennt dieses eine asymptotische 
Entwicklung^) und versteht daruntei.den vorher geschilderten Sachverhalt. 


(C) a;*y' — {6a? + o)y = <labei sollen P, a, b, ac dieselbe 

Bedeutung haben und denselben Beschränkungen unterliegen wie bei (B). 

Für y{x) = tj (f ), f = — entsteht die DGl (B) mit f , r/ statt x, y. Durch 

Rüc^transformation der dort au^estellten asymptotischen Entwicklungen 
erhält man die im vorliegenden Fall geltenden asymptotischen Entwick- 
lungen für kleine \x\. 

Beispiel; y x. Mit (B), (a) ergibt sich for kleine x>0 


fe-O 

(D) Über das Verhalten der Lösungen von 


für « 0 8. «f. jEfom, Journal für Ifoth. 120 (1899) 1 — 26; 122 (1900) 
73—83; 143 (1913) 212—240. 


^) Für derartige Entwicklungen s. Knapp, Unendl. Reihen, S. 554ff. 
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4-6. BwBoolliwhe DttlnratialglMohaiigm y' 4 >/(«) y j|i(«) y*ssO. 

Für »(*) = y*"* entsteht die liiteare DGl 4-3 , 

«'+ (1 — a)/(x) M + (] — a) g(z) = 0 . 

4-6. Homogeiie and verwandte Ditterentialslnchnncen. 

(») »'*/(!)• Für y = xu(x) entsteht die DGI mit getr^mten Ver« 
änderlichen 


XU* =f(u) — u . 


Die durch den Punkt f , rj gehende IKurve erhalt TnA.n alsop jajl« / 4 = 


ist, aus 


/ du , X 


nli 

indem man die Gl nach y auflöst. I8t/|yj = so ist y = y x eine Lösung. 

Es kaun auch Lösungen geben, die aus den beiden Arten zusammengesetzt 
sind. 

Vgl. Kamke, DGlen, S. 24. 

Die DGl 

P(Xfy)y'^Q (X, y ) , 


wo P, Q ganze rationale und homogene Funktionen desselben Grades 
sind, geht in den Typus (a) über, wenn man durch die höchste vorkommende 

Potenz von x und durch P |l, dividiert. 

(b)F(y',|)aO. In vielen Fällen wird man die DGl auf den Typus (a) 

zurückführen können. Man erhält aber auch alle Lösungen mit stetiger 
Ableitung y*, die ständig 4 = 0 ist, indem man alle stetigen Funktionen 
(p{u) und alle stetig diSerenzierbaren Funktionen fp(u) bestimmt^ für die 
F(ip{u)y yf{u)) = 0 und ständig y/ 4 = 0 , tp ist; dann lirfert 

z = expj^^du, y = zf(u) 


die Lösungen der DGl in einer Parameterdarstellung. 


<') 

Für ^ =aß — & a4=0 geht die DGl durch die Transfomiation 
au -i- bv = a z + b jf + e, au + ßvssaz-j-ßff-i-y 
d. h. durch 

» = «+ ^ . y = »(«)+— j — 
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A. § 1. Differentialgleichimgen erster Ordnung. 


über in den Typus (a) 

dv _ ./ gte-f . 
du 

für J == 0, 6 =# 0 durch v{z) = az+by-{-c in den Typus 4-1 

für A = 0, / 8=#0 durch v{z)=^ aLZ + ß y + y in die D61 der- 
selben Art 

dv , 6 y\ 

— rv — r 

Vgl. z. B. Kamke, DGlen, S. 27—29. 


(d) »'=s| + g(*)/(j). Für y—X u(x) 
Typtis 4-1 


xu' = g{x)f(u). 


entstellt die D61 vom 


(«) [/ ( J) + ®‘ * (J)] iT* ff (J) + !f »“■’ fc (f ) . Wird i, = X u(x) 

gesetzt und nachher u als unabhängige Veränderliche gewählt, so erhält 
man die BemouUische DGl 

[y{M) — «/(«)] ^ = */(«) + . 

Die DarbouzacYnd DGl 


[P (x, y) + X P (x, y)] y' = e (iP, y) + y-B (a?; y) , 

wo P, Q, P gcmze rationale und homogene Funktionen sind und P, Q den- 
selben Grad haben, geht in den obigen Typus über, wenn man durch die 
höchste, in P vorkommende Potenz yon x dividiert. 

Zu dieser DGl vgl. auch Jnce, Diff. Equations, S. 29—31. 

4*7. Gleidigradige Diitereniialgleichnngen. Die DGl 

P (y'y y, x) = 0 

heißt gleichgradig^), wenn P(u, e, ti;) eine ganze rationale Funktion 
od^r allgemeiner eine Summe von Gliedern von der Art ist, daß 

für passend gewählte Zahlen r, k mit |r| + |A;| > 0 alle Glieder in 
P {x*'”’’, af ) von gleichem Grad sind*). 


Oder auch eindimensional {Jacobsthal), 

*) Die Methode, die Berührungspunkte mit 4*6 hat, ist auch noch in anderen 
Fällen anwendbar. Z. B. kann man die DGl y^ = ebenfalls nach (a) be- 
handeln. Für y(z) ~ -i fjii), { — log « wird aus der DGl 17 ' = jy + 

X 



4« LösungsTerfahren für besondere I^pen von Differential^eichnngen. 21 


(a) r =t= 0; es kann dann stets r = 1 gewählt werden. Die D61 gebt 
bei der Transformation 

y(x) = |*|* 7 ?(f), | = log|x| 
in eine DGl über, in der f nicht explizite vorkommt. 

(b) r = 0. Die DGl geht für u{z) = — in eine algebraische Gl für tt 

y 

über. Nachdem man diese gelöst hat, hat man also nur noch die DGl 
y' = y mit getrennten Variablen zu lösen. 


4-8* SpezieUe Biccatigche Difbrentialgleichiingeii y 4 - o =s b x*. 

Lit.: F. Isdi, Die Biccatische Differentialgleichung, Diss. Bern 1909. Kamke, 
DGlen, S. 37—41. J. E. Btff^Bulletin Americ. Math. Soc. 33 (1927) 61—67. ITatoon, 
Bessel functions, S. 86—91, 111—123. Vgl. auch 4*9. 

Für u(x) = ay, c =ab, q = ^ cil+ 1 nimmt die DGl die Gestalt 

1^' -f. u® = c 


4 n 


an. Für andere Gestalten der DGl s. C 1*30, 99, 107. 

Für a = 0 s. C 1-23. Für a = — 2 s. C 1143. Für o« = — gVZ: 1 
(n eine ganze Zahl) wird die DGl durch die Transformation 




m 


. + 3 




.+ 3 




übergefiihrt, und durch 




in 




n® = - 


- — f «« l 


a« 4 - 1 ' 

(D. Bemoidli), Durch mehrfache Anwendung der ersten oder zweiten 
Transformation, je nachdem n > 0 oder < 0 ist, läßt sich die DGl also 
für Zahlen a der obigen Art auf den Fall a = 0 zurückfuhren. In allen 
andern Fällen ist die DGl nicht durch Quadraturen und die elementaren 
Funktionen in „geschlossener** Form lösbar (J, Liouviüe), 

Die DGl ist (vgl. 4-9) auf die lineare DGl zweiter Ordnung y'' = a 6 z* y 
zurückfuhrbar; zu dieser s. C 2*14. Die Lösungen dieser DGl lassen sich 
nach C 2*162 (lO) auch durch die Bessdschen Funktionen darstellen. 


4*9. AUgemtine Biooatisohe INltorentialgleidiiingen 

- /(») »• + sr(») »+*(*)• 

lat.: Kamke, DGlen, S. 41—46. WaUon, Bessel functions, S. 93f. 
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A. § 1 . DifierenÜalg^eichimgen eister Ordnimg. 


Durch die Transformation 

y = E(z) u(x) mit E(x) = exp j gdx 
nimmt die DGl die Gestalt 

an, d. h. das lineare Glied ist fortgefallen. Ist / =# 0 und sind /, g stetig 
differenzierbar, so erhält man für u(x) = y + gßf eine DGl derselben 
Gestalt, nämlich 

«'=/«*+ 1^) -^ + h. 

Für y = E(x)T}{i) , f = — / f{x) E(x) dx 

erhält man die DGl 

fE^(ri' +»?*) + * = 0 , 

bei der x in /, h, E nun noch durch ( auszudrücken ist. 

Ist ä = 0, so ist die DGl eine Bemoullische und für u (rr) = 1 /^ entsteht 
die lineare DGl 

+ gu+f^ 0. 

Die allgemeine Bicoatische DGl steht in enger Beziehung zu den linearen 
DGlen zweiter Ordnung. Sind g, h für a<,x<.h stetig und ist/differenzier- 
bar, so wird jedes in einem Intervall a<a;</?(o<a</ 9 ^ 6 ) exi- 
stierende Integral y{x) durch 

u{x) = exp J fy dx) 

übergeführt in ein von Null verschiedenes Integral der linearen DGl 
fu"^{r + fg)u' + Phu = 0 

(für die spezieUe Bicoatische DGl 4*8 lautet diese: w" = abx'^u), und 
umgekehrt geht jede Lösung tc 4= 0 dieser DGl, falls / #= 0 ist, durch 

uf{x) 

in eine Lösung der Bicoatischen DGl über. Diese Transformation ist wichtig, 
weU die lineare DGl in manchen Fällen leichter zu lösen ist als die ursprüng- 
liche Bicoatische DGl. 

Kennt man für a < x < 6 eine Lösung <p{x) der Biccatischen DGl, 
so braucht man nur noch eine lineare DGl erster Ordnung zu lösen: y{x) 
ist für a^oL <Zx <,ß^b genau dann ein von g>{x) verschiedenes In- 
tegral, wenn 

0(X) = r— fÜT OL < X < ß 

' ' y{x)^<p(x) ^ 

ein nirgends verschwindendes Integral der DGl 

«'+ + 0 

ist. 
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Für je vier Terschiedene Losungen %{x) der Riccatischen DGI ist das 
DoppelverhältniB 

. y» Vt 
^4 - yi >4 - yt 

konstant. Kennt man drei Lösungen, so. kann man weitere Lösungen finden, 
indem man das obige Doppelverhältnis gleicn versc^edenen Konstanten 
setzt. — Haben vier Funktionen %{x) für a<i x<cb stetige Ableitungen 
und ist <pi <p^ — ys ys 4= ^ genügt die Gesamtheit der Funktionen 

1/ = yi + ^ yi 

einer Riccatischen DGI. 

Wegen der engen Beziehung der Riccatischen DGI zu den wichtigen 
linearen DGlen zweiter Ordnung ist immer wieder nach Fällen gesucht 
worden, in denen man eine oder sogar alle Lösungen der DGI leicht an- 
geben kann. Dieses tri£N) z. B. in folgenden Fällen zu* 


(a )/+(7 + Ä=0: 


C j {f h) E dz — E 
^ "" C+ / (/ + + Ä 


mit 


E = exp J (f --h)dx , 


M. Kourm$kyt Proceedings London Math. Soc. (2) 24 (1926) 202— 210, 
insbes. 207. 


(b) Ist allgemeiner 

für passend gewählte Konstante a, 6 mit \a\ -}- 1^1 > 0, so ist die DGI 
für 6 = 0, d. h. für /= 0 linear und geht für 6 =# 0 durch y = y 4* w(a:) 
in die Bemoullische DGI 

«' =/«*+ |y/+ « 

über, ist also in jedem Falle leicht lösbar. 

(c) Für h = Olf exp 2 J gdx und fh>0 sind 

^^e(fYndx + c) 

Lösungen; ist /Ä < 0, so ist ^ = |/ — j ttg (/ V—Jh dx + c) zu setzen. 
Abel, Oeuvres II, 8« 230. 

(d) Ist 

für eine passend gewählte Funktion 0{®) und V == offenbar 

y eine Lösung der DGI. Die obige Bedingung ist z. B. erfüllt, wenn 
zwischen den Koeffizienten eine der folgenden Gien besteht: 
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A. $ 1. Difierentiaigleichangeii enter Ordming. 


4ä=^-2(1)' (<P = 0); 

2g=i]7h+j-^j (<P = ff-2>7Ä); 


D. Mitrinoviteh, C. R. Feris 206 (1938) 411—413. R. Ouigue, Bulletin Sc. math. 
(2) 62 (1938) 166-171. 

(e) Sind Q{x), H(x) Polynome, so hat 

y' = y* + ö(x) y + J? (a?) 
kein Polynom als Lösung, wenn der Orad von 


J =0«->2O'~4J5r 


ungarade ist; ist der Orad gerade, so sind Polynom-Lösungen höchstens 
die Funktionen 

(I) y = -|(ö±[V4]), 

wobei [j^] der ganze rationale Teil in der Entwicklung von nach 
fallenden Potenzen von x |also z. B. x^ — 22:*+ ^ ^ ^ 

ist. Beide Funktionen (i) sind genau dann Lösungen, wenn J konstant ist. 
F. 2). BainviUif Ameiic. Math. Monthly 43 (1936) 473—476. 

Für weitere Untersuchungen über „elementar integrierbaie*' Fälle s. M, Kau- 
renaky, a. a. O. sowie Atti Acoad. lincei (6) 9 (1929) 4p0— 457. R. Lagrange, Bulletin 
Sqc. Math. iVanoe 66 (1938) 156—163. Chieüini, Rendiconti C!agliari 9 (1939) 
142-155. L. Tckacaloff, Giomale Mat. 63 (1925) 139-- 179. 

8 

4-10. Abdsdie DüferantialglMclniiigen erster Art y'— JJfA^) iT* 

»»0 

Idt.: P. Appell, Journal de Math. (4) 6 (1889) 361—423. R. LiouvilU, Acta 
Math. 27 (1903) 56- 78. P. Boutroux, Annals of Math. (2) 22 (1920- 21) 1-10. 


(a) Sind stetig, /j und /, stetig differenzierbar und /, =# 0, so geht 
die D61 

(2) y' = tf 

r-0 

durch die Transformation 

y = io(x)t;(f) — A, f = 

mit 

w(x) = exp J (/i — Aj dx 

über in die Normalform 

(3) 


if=^r^ + l(x) 
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mit 


^ /t /i/i I 2/5 


(b) Ist u(a;) eine Lösung der ursprünglichen BGl, so geht sie durch 
die Transformation 

y = u(x) + mit E(x) = exp / (3/j «* + 2/, « + /i) dar 
Über in die D6) 


<4) 

mit 


*' +-^ + = 0 


0i(x)=f^E*, tf>,(x) = (3/,« + /,)Ä. 


Zu dieser DGl vgl. 4«ii. Ist 0, = 0, d. h. ist li = — /g/S/j eine Lösung 
der ursprünglichen DGl (2), so kann man (4), also auch (2) lös^. Dieses 
ist der Fall bei 

(c) y' =/,»»+/, + /i y - ^ (/i — I7J : 

man erhält die Lösungen 

y{x) = E,{C-2 //, El dxyi - A 

mit 

Ei{x) = exp / — AJ ix , 

P. Sealizzi, Atti Accad. linoei (5) 26 (1917) 60— 64. 

(d) Ist /q = 0, d. h. ist die DGl 

y'=/8y*+/«y*+/iy 

gegeben und ist /, =# 0, so geht die DGl durch die Transformation 
y{x) = u{x)t } (f ), i = f uf, dx, tt = exp //i d* 

Über in 

( 5 ) = y(f)i?* + »7* mit y(f) = «(»)^5- 

Weiter geht ( 5 ) dnroh 



über in 

(7) <»r + y(« = o. 

Kann man {(() ans (7) berechnen, so fährt (6) zu der Funktion 

E. LknunBe, a. a. O. H. Lemke, Sitzungsberichte Beriin. Ibtii. Ges. 18 
(1820) 26f. 
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A. § 1. Bif^eren^alj^eicbungen enter Ordnung. 


(e) Ist /0 s 0 und ~ 0, so ist die DOl eine Bemouilische DGl und 
geht durch 

y = u{x) exp j fidx 

über in die DOl mit getrennten Variabeln 

fl' = fl® exp 2 J fidx y 
und aus dieser erhält man 

— 2 J exp (2 J dx) dx + C . 

(f) Ist /o = 0, /i = 0 und == a/j für eine gewisse Konstante a, 

so geht die DOl durch y = — «(a:) über in die DOl mit getrennten Va- 

/a 

riabeln 

^ (u* + u* — au) . 

f% 

A. ChieUini, Bolletino Unione Mat. ItaUana 10 (1931) 301—307. 

(g) Genügt die Funktion (Invariante) 

=/o^ + y(y$/3-/,^-/i/*/,) + 

für eine passend gewählte Konstante a der DOl 

./.<*>'+ (/I - SA/s - 3/;)0 = 3 aiJrf , 


_ 3 


WO ~ u(x) durch 


f i 4.i -+g== 

Jti*-au-f-l j/a 


bestimmt ist. Ist 0 ^ 0 , so ist y eine Lösung; die DOl geht 

durch 


über in die Bemouilische DOl 


«'=/8«*+ 


M. Chini, Rendiconti Istituto Lombardo (2) 67 '(1924) 606ff. 

4-11. AMfche l>iltemtia]gleichaiig«i cwdter Art. 

(») [»+»(*)]»' = /*(*) »* + A(») y +/o(») 

Lit.: Abely Oeuvres II, S. 236—245. B, Lioutnüey Acta Math. 27 (1903) 55—76. 
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Für u(x)^(y-\-g)E mit E exp(-- f f^dx) 

nimmt die D61 die speziellere Gestalt 
(8) uu'=={f^ + g^--2Ug)Eu+{f^^f,g + f^^)E^ 

an> und durch die Transformation 

geht sie, soweit y + =4= 0 ist, über in die D61 4*10 

«'+ (/,?* — /ifl' + /o)«*+ (A — 2/*y+y') «*+/,«== 0. 

Die DGl (8) ist von der Gestalt 

yy'=/i(*)y+/o(*). 

und diese DGl geht durch die Transformation 

y ^ u(x) F{x) mit F(x) = J/jd® 
in 

(u F) tt' = 

über. Ist /o =4= 0, so ergibt sich hieraus für 

«(»)=»?(f). f = //o<*a' 

noch 

(?7 + JP)»7'== 1 . 

Für einzelne DGlen dieser Art hat Abd Lösungen angegeben, außerdem 
zu Multiplikatoren von gegebener Beschaffenheit zugehörige DGlen. Ist 
z. B. in der DGl (a) 

/i==2/3g-~ör', 

so ist 

y = — ^4-®[2/(/o + ffff'— mit J5 = exp//,tl®. 
Die DGl 

(y + fl') y'=/t +/i y +/i ? — /»?* 

hat die Lösungen 

y — — fl' + jB/(/i + fl''— 2/,g)Ä~'d* mit E = exp f f^dx . 

(•») [9i (*) y + 9o(*)] »' = /*(*) y* + fl (») y + /o(*)- 

Ist 9oi^ft + 9i) = 9i{fi + 9o) und gl 4=0, 

so ist 

giy*±Jg«y = 2|4d»+c mit / = exp J^dx, 

/«lia, Ezercioes d' Analyse 111, 8. 82— B6. 
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A. $ 1. Difierentialgleichimgen enter Ordmmg. 

(e) Iflri(»)!f + flro (»)!»'* 27 a (*)»'• 

»-0 

Sind differenzierbar und ist g^ 4= 0, so geht die DGl für die Lö- 
sungen y{x), für welche fifi y + ^ durch die Transformation 

in eine DGl der Gestalt 4*10 über^). Ist speziell /q = 0 , so entsteht für 
y = ~ die DGl (a) 

(yo^ + ^i) ^'+/itt® + /2*^+/3== ö. 

Vgl. auch E, HfteniziKhüt Journal für Math. 112 (1893) 148 — 156, wo man 
weitere Literaturangaben findet. 

4* 12. g (x, y) - 1 - li(x, y) = 0 als exakte Ditlerentialgleichuiig. 

Die DGl heißt exakt, wenn es eine Stammfunktion gibt, d. i. eine 
mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung versehene Funktion 
F(Xy y), für die F^ = gy F^ — h ist. Kennt man eine Stammfunktion F 
(in der älteren Literatur allgemeines Integral), so sind die Lösungen 
der DGl, gerade die differenzierbaren Funktionen y = 9? (x), für die F (x, (p (x)) 
konstant ist. 

Sind y, Ä, y^, in dem einfach zusammenhängenden Gebiet (5 (x, y) 
vorhanden und stetig, so ist die DGl genau dann exakt, wenn y^ = A, 
ist. Eine Stammfunktion ist bei beliebigem 97 in $ 

*.if 

y) = J (yda;+ Ädy) , 

t! 

wobei über eine beliebige stetige, rektifizierbare Kurve integriert werden 
darf, die in (b von rj nach x, y führt. Bequemer ist es jedoch im allge- 
meinen, erst eine Funktion 0 (x, y) so zu bestimmen, daß 0^^ = y ist, 
und dann in F = 0 + ?F(y) noch so zu bestimmen, daß auch Fy = A ist. 

Couranty D- u. IRechnung II, S. 240ff. Kamke, DGlen, S. 45—60. 

4- 18. y'^ f{Xy sf); g(x, y) 4 - h(x, y)y'ssO; Enlerscher Multiplikator; 
integrierender Faktor. Eine Funktion if (x, y) 4= 0 heißt ein Eulerscher 
Multiplikator oder integrierender Faktor der DGl, wenn 

Jfy+ifAy'-O 

eine exakte DGl ist (s. 4*12). Diese DGl und die gegebene haben wegen 
Jf 4^ 0 dieselben Lösungen. 

Haben (S, y, A die in 4-12 genannten Eigenschaften, so ist die mit 
stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung versehene Funktion 
Jf(Xt y) 4= 0 in (fi genau dann ein Multiplikator, wenn 



P, Appell, Journal de Math. (4) 5 (1889) 866. 
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ist. Diese DOl ist, wenn g und A stetige partielle Ableitungen erster Ord- 
nung haben und wenn i^| + |A| > 0 ist, in jedem beschränkten Teilgebiet g, 
das mit S keinen Bandpunkt gemein hat, lösbar^). Grundsätzlich ist 
damit die gegebene gewöhnliche D61 nach der Multiplikatorenmethode 
lösbar. Die wirkliche Auffindung eines Multiplikators kann Schwierig- 
keiten machen. 

Hat man zwei Multiplikatoren mit stetigen partiellen Ab- 

leitungen erster Ordnung und ist 


Af|) 

dxdy 


— Jfgy 4= 0 , 


so sind die Integrale der DGl genau die difierenzierbaren Funktionen 
M 

y= (p(x), für die-^ konstant ist. 

Die DGl hat den Multiplikator 

M (xg y wenn die Klammer ={= 0 ist und g^ h homogene 
Funktionen desselben Grades sind; 

if = (xg— y wenn die Klammer 4=0 und g=^ygi{x-y), 
A = X Al (x* y) ist; 

einen nur von x abhängenden Multiplikator, wenn (g^ — ^x)!^ 
von X abhängt; 

einen Multiplikator M = m(x)n(y), wenn g^ — hg auf die Gestalt 
g y ly) — hXlx) gebracht werden kann; 

wenn g, == Ay, g^ = — A* ist, d. h. wenn g + » A 
eine in (b reguläre Funktion der komplexen Veränderlichen x -f ^ ^ 


Vgl. hierzu Serret-Schefferß, Difierential- und Integralrechnung III, S. 168— 178. 
Pascal, Repertorium 1,, S. 632f. D. 8* Münnovitch, Töhbku Math. Joum. 42 (1936) 
179—184. Viele Einzelfälle findet man bei Eider I, Sectio 2. 


4* 14. F {y^j y, x) SS 0, ^^Integration durch DiIferentiation<<. 

Für Integrale y = gj(x), für die 9 p" (x) vorhanden und 4= 0 ist, gibt 
es zu f = <p^(x) eine differenzierbare inverse Funktion x = x(t). Durch 
Differenzieren der gegebenen DGl nach t ergeben sich, falls Fg-\-tFy 4 ^ 0 
ist, die DGlen 

dx _ Ft dy _ iFt 
di Fg 4 tFfß * di Fx 4 iFy 

Kann man dieses System von zwei DGlen lösen, so erhält man Lösungen 
der ursprünglichen DGl F ^ 0 in einer Parameterdarstdlung x = x(t), 
y = y(i). Es bleibt noch zu untersuchen, ob durch dieses Verfahren alle 


E. Kamke, Math. Zeitschrift 41 (1936) 66; 42 (1937) 287ff. 
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A. f 1. IMfimnital^^dmiigen enter Oirabaimg. 


Lösungen erhalten worden sind oder ob durch die erforderlichen Voraus- 
setzungen Lösungm verloren gegangm sind. 

Vgl. z. B. Kamkef DGlen» S. 112. 

4Ur. (a) yssG{x,y'); (b) xssGi3/,y'). 

Zu (a): Das Verfahren von 4*14 ergibt: Ist x{t) eine Lösung von 

dz Ot (Xt t) 

dt ““ 

und sind die hierbei auftretenden Zahler und Nenner 4= 0 , so ist 
x = x(t), y = 0(x(t),t) 
eine Lösung in Parameterdarstellung. 

Vgl. z. B. Kamkt^ DGlen, 8. 112. 

Zu (b): Das Verfsdiren von 4*14 ergibt: Ist y{t) eine Lösung von 
dy ^ tOt(y,t) 
dt l-tOy(y,t) 

und ist hierbei sowie der Nenner 4= 0, so ist 
x = 0{y(t),t), y = y(t) 
eine Lösung in Parameterdarstellung. 

Vgl. z. B. Kamhe, DGlen» S. 112f. 

416. (a) G (»', X) =r 0; (b) G (ir', y) = 0. 

Zu (a) : Laßt sich die Gl nach ^ auflösen,« so ist die Lösung der DGl 
sehr leicht. Beschrankt man sich auf Lösungen y{x) mit 4= 0 , so laßt 
sich die DGl auf den Fall (b) zurückfuhren, indem man y als unabhängige, 
X als abhängige Veränderliche betrachtet. 

Zu (b) : In einer Reihe von Fäüen wird man die DGl auf den Typus 4*1 
U' = 9(y) auf den Typus 4*17 (a) zurückführen können. Man erhält 
aber auch aUe Lösungen mit stetiger Ableitung 1/, indem man alle stetigen 
Funktionen 4=0 und alle stetig differenzierbaren Funktionen ^(a) 
bestimmt, für die 0{(p{u), y)(u)) s 0 und y/{u):^0 ist; dann liefert 

y = v’(«) 

die Integrale in Parameterdarstellung. 

417. (a) (b) x=g{g'). 

Zu (a): Es sei g{t) in einem nicht den Wert t = 0 enthaltenden Inter- 
vall {ti, ty) eigentlich monoton und stetig differenzierbar, 

I beliebig, 17 = g (^), a die untere und 6 die obere Grenze von 
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Dann gibt es genau eine durch den Punkt f, rj gehende IKurve y ?== fp{x)\ 
diese existiert für a <x <b und ist durch die Parameterdarstellung 

x = i + J^dt, y = g(t) 

u 

gegel»en. Das ergibt sich, indem man die D61 auf den Typus y' ~ h(y) 
zurückführt. 

Vgl. z. B. Kamke, DGlen, S. 102. 

Zu (b): Ist g{t) für ^ ^ <<2 eigentlich monoton und stetig differen- 

zierbar, ist ferner a die untere und b die obere Grenze von y (<), so gibt es 
für a < 6 und beliebiges rj genau eine IKurve y = (p{x) durch den 
Punkt S,ri; sie existiert für a <x <b und ist durch die Parameterdar- 
stellung 

t 

mit y (<o) = { gegeben. Das ergibt sich, indem man die DGl auf den Typus 
y^ = h(x) zurückfuhrt. 

Vgl. z. B. Kamke^ DGlen, S. 101. 

418. CSairaiitaohe Dülerentialgleichungen, 

(a) •k^giy')* Ist g(t) an der Stelle t^a definiert, so ist die 
gerade Linie 

y = aa: + fl^(o) 

eine Lösung der DGl. Ist g^{t) vorhanden und 4 = 0 fur^<f<f 2 > so 
sind die IKurven die Kurven in Parameterdarstellung 

a? = — y'CQ, y = + 

sowie die Tangenten y == a o: + g(a) an diese Kurve und die Kurven, 
die aus einem Stück der ersten Kurve und den Tangenten in den End- 
punkten bestehen. 

Kamke, DGlen, S. 103—108. 

(b) Fiy^^y'iy') ^0. Diesen Fall versucht man durch Auflösung 
nach y — zy^ auf den vorigen zurückzuführen. 

4*19. D’AIembertsehe Dtttogentialgleichangro yzzxf{y^) <4- 9 ( 9 ^). 

Die.Isoklinen der DG), d. h. die Kurven, welche die Punkte x, y mit 
gleichgerichteten Linienelementen enthalten, sind die Geraden 

y = */(c) + g{c) . 

FQt f{t) = t hat man den Typus 4 'l 8 . 
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Sind f{t), g{t) lur Tj < ^ < r, stetig differenzierbar, so erhält man ge- 
rade die s&mtlichen Integrale y = q>{x), die eine stetige Ableitung haben 
und die UnGlen 


(9) / (9^ (»)) =t= 9»' (*) . {¥ (*)) + ( 9 ^ (*)) 4= 0 

erfüllen, indem man die Zahlen Xg, ^ so wählt, daß in einer gewissen Um- 
gebung der SteDe die UnGl f{t) 4 = t gilt und 


(IO) 


X 



n*) 

t-m 



g^(«) 

t-m 


exp 


(/: 


rw 

m-t 



U U t. 

eine von Null rerschfedene Ableitung hat, indem man weiter das größte 
den Punkt enthaltende Teilintervall (t|, t^) von (tj, t^) bestimmt, in dem 
dieses zutrifft; dann sind die Integrale durch (lo) und y = xf(t) + g{t) 
für ti<t in einer Parameterdarstellung gegeben. Sodann ist noch 
zu untersuchen, ob durch die Einschränkungen ( 9 ) IKurven verloren ge- 
gangen sind. 

Kamke, DGlen, S. 108—110. Vgl. aucb 4 - 15 . 


4-20. if, jf^)s=0; Legendresdie Transformation. 

Ist ^ = y{z) eine zweimal differenzierbare Funktion und ist y" 4 = 0, 
so gibt es zu X = y'ix) eine differenzierbare Umkehrfunktion x = A(X); 

7= r(X) = XÄ(X)-.y(A(X)) 
ist zweimal differenzierbar, und es ist 

X = tf'(x), T{x) = xy'{x) — y{x), Y'(X) = x, 

X = Y'{X). y(x) = X r{X)- Y(X), y'(x) = X, 
y''(X) 4 = 0 . Das ist die Legendresche Transformation. Sie transformiert 
jede Lösung y(x) der gegebenen D61, wenn y^' =4=0 ist, in eine Lösung 
der DGl 7(7', 7, X) = 0 , die manchmal leichter zu lösen ist. Ist 7 (X) 
eine Lösung dieser DGl und 7" 4 = 0, so ist 

:r=7'(X), y = X7'(X)-7(X) 
eine Parameterdarstellung für eine Lösung der gegebenen DGl. 

Kamke, DGlen, S. 113f. 


§2. Systeme von allgemeinen expliziten Differential- 
gleichungen — /.(*> Sfi» • • •» »,) (»■ “ 1» • • •» »)• 

5. Allgemeiner Teil^). 

5-1. Beseidmungen und yenuMchanlichnng der Diffetentialgleichnng. 

Statt von einem System 

(I) ■ yJ =/. (». » 1 . • • •. y*) (»' = 1 «) 


Zu den folgenden Ausführungen vgl. man i. 
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von DGlen spricht man in der technischen Literatur häufig auch von 
gekoppelten DGlen. Lösung, Integral, Integralkurve (IKurve) 
des Systems (l) heißt jedes System differenzierbaier Funktionen 

Vi = • • M yn = (Pn(x) , 

das die n Gien (i) erfüllt. Ein Zahlensystem x, y» wird als Punkt 

eines l)>dimensionalen Euklidischen Raumes bezeichnet, ein Zahlen- 
System x, , . . ., Pn als ein zu diesem Punkt gehöriges Linien- 

element. Die Gesamtheit der Limenelemente, die das DGlsSystem er- 
füllen, bildet ein Richtungsfeld, das als Veranschaulichung des DGls- 
Systems angesehen werden kann (echte Veranschaulichung nur für n = 1 
und n == 2). 

Das System (i) wird gelegentlich auch vektoriell 

y) 

geschrieben, wo y, f die Vektoren 

y = (yi, f = (/i /,) 

bedeuten. 

5*2. Existenz and eindeatige B^itimmtheit der Lösungen. Es gilt 
wieder der Existenzsatz von Peano: Sind die (x, y^, . . ., y«) in dem 
Gebiet ® (a;, y^, . . ., y„) stetig, so geht durch jeden Punkt P mit den Koor- 
dinaten I, * * ‘iVn ® mindestens eine IKurve, und diese kann 

nach beiden Seiten bis an den Rand von 6 fortgesetzt werden^). 

Geht durch den Punkt P mehr als eine. IKurve, so geht durch ihn ein Bündel 
von unendlich vielen IKurven. Dieses wird von jeder Ebene x = Xq in einem Kon- 
tinuum geschnitten*). Ist Q ein Punkt auf dem Rande des Bündels, so gibt es eine 
IKurve, die Q mit P verbindet und zwischen Q und P nur aus Randpunkten des 
Bündels besteht*). 

Es gibt durch jeden Punkt f , fjn uur eine IKurve, wenn die 
außerdem noch nach den y« differenzierbar sind und diese Ableitungen 
stetige Funktionen von a;, y^ , . . ., yn in dem Gebiet (b sind oder wenn die 

1) Vgl. z. B. 0. Perron, Math. Annalen (1918) 378- 384. Kamke, DGlen, S. 
126—130, 135 f. M, Müüer^ Sitzungsberichte Heidelberg 1927, 9. Abhandlung; 
Jahresbericht DMV 37 (1928) 33-48; Math. Zeitsohrift 26 (1927) 619- 646. 

*) H. Kneser, Sitzungsberichte Preuß. Akad. 1923, S. 171-174. Jf. ifnÄer, Math. 
Zeitschrift 28 (1928) 349-366. 

•) Jf. PuJnAara,.Proceedings Acad. Tokyo 6 (1930) 360— 362. E. Kamke, Aeta 
Math. 68 (1932) 71f. E. IHgtU Math. Zeitschrift 39 (1934) 157-160. 

Bd. XT121: Xamke, DiffSreiitto^leteliaag» I. 
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Lipschitz-Bedingungen 

n 

(2) I/, (X, yn)—f, (». Vi ^ \yt — yi\ 

k^\ 

erfiiUen^). 

5*8. Ezistenzsats von Caratheodory. Oie Funktionen (x, yn) 

seien in dem Bereich 

(6: a<x<b\ — oo <y^, , . <-^ oo 

definiert, für jedes feste System yi, . . yn bezug auf x meßbar, für 
jedes feste x eines maßgleichen Kerns von a <x <,b in bezug auf 
yi> • • •» yn stetig, und schließlich sei 

I /,(*.»!, . ... y«)| ^ ^{x) (v= 1, . ..,n), 

WO M (x) eine für o < a: < 6 L-integrierbare Funktion ist. Dann gibt es 
für jeden Punkt f , . . . , Bereichs ® ein System von totalstetigen 

Funktionen yi(a:), . . ., yn(x), das die Gien 

X 

(3) y,(x) = >?, + Jf, {x, yiix), .... y,(*)) dx (v = 1, . . n) 

für a <.x <.b erfüllt. Überall dort, wo der Tntegrand stetig ist, erfüllen 
die y^ das DGlsSystem (i). Bilden die y^(x) eine Lösung von (3) und ist 
für beliebige Zahlen y, die verallgemeinerte Lipschitz-Bedingung 

n 

l/,(x,yi yn)—fr(x,yi(x) y«(x))l ^ N(x) Pp -■ yp(x)l 

p-1 

(v = 1, . . ., n) 

mit einer L-integrierbaren Funktion N(x) erfüllt, so hat das System (3) 
genau eine Lösung yi{x), . . ., y„(a;), und diese ändert sich stetig mit 
• • •> 

Dieser Satz ist z. B. nützlich, wenn es sich darum handelt, die Existenz 
von Lösungen der Thomas-Fermi-DGl C 6*100 

fxy" = yi 

mit den Anfangswerten y(0) = a > 0, y'{ 0 ) = b festzustellen. 

5-4. Charakteristische Fonktümen. Abhängigkeit der Lösangen von dm 

Anlangswerten nnd von Parametern. Sind die /, {*, y, y„) in dem 

Gebiet ® (x, yj , . . . , y„) stetig und ist das DGlsSystem (i) schlicht, d. h. 

*) Vgl. z. B. Kamke, DGlen, S. 141. Für weitere Eindeutigkeitss&tze s. die 8. 2, 
Fußnote 3 angegebene Literatur. 

*) C, Caraihdodory, Vorlesungen über reelle Fiünktionen, 1. Aufl. Leipzig und 
Berlin 1918, Kap. 11. 



5 . Allgemeiner Teil. 


35 


geht durch jeden Punkt von ® nur eine IKurre, so wird 

diese nach Fortsetzung bis an den Rand von ® mit 

Vi =5= <Pi »?«)> • • •. y« = V’« . . .,rtn) 


bezeichnet. Diese Funktionen 9 ?,, als Funktionen ihrer n-f 2 Argumente 
betrachtet, heißen charakteristische Funktionen. Jede Ton diesen 
ist in ihrem Existenzbereich eine stetige Funktion ihrer » -f 2 Argumente. 
Haben die /, stetige partielle Ableitungen r-ter Ordnung (r ^ 1 ) nach 
den so haben die stetige partielle Ableitungen r-ter Ordnung nach 
sämtlichen Argumenten mit der Einschränkung, daß in jeder dieser Ab- 
leitungen höchstens eine Differentiation nach x oder nach f Vorkommen 
darf (haben die /, stetige partielle Ableitungen r-ter Ordnung nach allen 
n + 1 Argumenten, so fallt diese Einschränkung fort) ; ferner ist 


d<p^ 


+ Sfk 


• » ^?n) 




und die Funktionaldeterminante 



difn 



07», 

8(Ph 

Snn’ ' ' 

9 


X n 

= ®*P j Ej’ (».) (*> fl (^' f • »/i »?n). • • •, fit (a;. I, »7i , • • •. »?«)) dx , 

wobei 

^^{vk> ” yi» • • •> y») 

ist^). Dieser Satz von Lindelöf ist von grundlegender Bedeutung für die 
linearen partiellen DGlen. 

Hängen die außerdem noch von Parametern ab, etwa 


/,=/.(*. yi. •••. yn.i«!. • 

SO hängen natürlich auch die % noch von . . .»/i* ab. Hängen die 
stetig von den /x ab, so gilt dasselbe von den % ; ebenso überträgt sich 
die Differenzierbarkeit der in bezug auf die fx auch auf die 


5*5. Stabilitätstragen. Bei vielen Anwendungen spielt die Zeit die 
Rolle der unabhängigen Veränderlichen. Das System (i) wird dann mit 


Vgl. z. B. Kamkt^ DGlen, S. 164—166. Für eine Verallgemeinerung s. 
M, Tsuji, Japanese Journal of Math. 16 (1939) 149—161. 

*) Vgl. z. B. Katnke, DGlen, S. 149ff., 161ff. 

’) Der Fall, daß die/, stetig sind, aber das DGlsSystem nicht mehr schlicht zu 
sein braucht, ist behandelt bei E, Kamkt, Acta Math. 68 (1932) 67—86. 
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den Bezeichnungen 

(4) =/, (i* a ?!, . . xj (v = 1, . . n) ' 

geschrieben, wo die = x^(t) die gesuchten Funktionen sind und die Bahn- 
kurve eines sich bewegenden Punktes bestimmen. Sind die Punktionen 
in dem Bereich 


t^Ty — oo< x^y . . ,y x^< +00 


stetig und ist das System (4) dort schlicht (s. 5*4), so folgt aus 5*4 für jede 


Lösung 

(5) = 


•• I? O 


von (4) folgendes: Existiert die Bahnkurve (5) bei festem t, fj, . . für 
alle t'^Ty so bleiben alle durch Nachbarpunkte von gehenden 

Bahnkurven für jedes endliche Intervall r^t^Tin der Nähe der Kurve 
(5); genauer gesagt: zu jedem T > t und e > 0 gibt es ein 5 > 0, so daß 
alle Lösungen 


( 6 ) 


q>l (t, Ty Ij, . . ., SJy . . ., X^ = (p^ (ty T, fl, . . „ f J 


ebenfalls für r ^ f < T existieren und außerdem die UnGlen 


(7) s • • •> ^2) I ^ C 

für r erfüllen, wenn nur 

( 8 ) 

y-1 

ist. 

Gibt es zu jedem e > 0 ein d > 0 , so daß die Lösimgen (6) sogar für 
r^t <00 existieren und die UnGlen (7). erfüllen, wenn ( 8 ) erfüllt ist, so 
heißt die Lösung (5) stabil (im Sinne von LiapounofP)), Gibt es ein 
£ > 0, zu dem es kein d der obigen Art gibt, so heißt die Lösung (5) 
instabil. 

Für Stabilitätsuntersuchungen bedeutet es offenbar keine Beschränkung 
der Allgemeinheit, wenn T = fJ = '** = fJ ='0 gesetzt wird. Ferner kann 
man durch die Transformation 


y. = *, — 9?, (»'=1 n) 

immer zu dem Fall übergehen, daß die auf ihre Stabilität zu untersuchende 
Lösung aus den konstanten Funktionen 0, . . . , 0 besteht. Von den aus- 


Für „Stabilität im Sinne von Poissm'" s. Poincariy Mäcanique cäleste III, 
S. 141. 
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gedehnten Untersuchungen über Stabilität^) und damit zusammenhängende 
Fragen sei hier folgendes Ergebnis^) angeführt: 

In dem System 

( 9 ) K = 1 - 0 , «a;, + (y=l, ...,n) 

(die a,,x^, y), dürfen komplexe Werte haben) seien die in einem Bereich 
<^0, \x,\^a (v = l, ...,n) 
definiert und stetig, außerdem sei dort 

für eine Konstante K, also insbesondere jedes (f, 0, . . . , 0) = 0 und da- 
her = 0, . . . , eine Lösung des Systems (g) ; ferner sei 

0 für 27l^.'i » 

schließlich mögen aUe Nullstellen s der charakteristischen Determinante 
negative Realteile haben. Dann ist die Lösung Xj = 0, . . . , = 0 stabil. 

6. Lösungsverfahren. 

61. Erste Orientierung and Methode der Polygonzüge. Ist das System 
y'(x) =/(a;, y, z) , z'{z) = gr (z, y,z) 
gegeben, so liegt das Richtungsfeld im dreidimensionalen Raum und ist 
daher für eine erste Orientierung über die IKurven nicht geeignet. Man 
muß hier für eine erste Orientierung von Anfang an die Methode der Poly- 
gonzüge benutzen und dann dabei so vergehen: Soll die durch den Punkt 
f j V* ^ gehende IKurve gezeichnet werden, so legt man für die x, y-Ebene 
und die x, z-Ebene getr-^nnte Zeichnungen an und berechnet aus den 
DGlen p{^) = /(f) == /(c, rj, C) and q{$) == z'(f) = g (|, rj, 0- la der 
X, y- Ebene geht man nun vom Punkt f , i; in der Richtung des Linien- 
olement« f. ein Stück weiter, etwa bis zu dem Punkt rji und 

ebenso in der x, z-Ebene vom Punkt ^ ein Stück in der Richtung des 

1) Vgl.z.B.Ö<mr«a<.Cour8d’Analy8eIII,S.28ff. Poincar^, Acta Math. 13 (1890) 
1—270, Kap. I; M6canique c6leste. P. Bohl, Journal für Math. 127 (1904) 179—276; 
Bulletin Soc. Math France 38 (1910) 5—138. A, Liapounoff, Annales Toulouse (2) 
9 (1907) 203—476, E, Cotton, Bulletin Soc. Math. France 38 (1910) 144—154; 
Annales £co]e Norm. (3) 28 (1911) 473—621. 0. Perron, Math. Zeitschrift 32 (1930) 
703 — 728. P. Lettenmeyer, Sitzungsberichte München 1929, S. 201 — 262. Ein TeiJ 
‘ Arbeiten bezieht sich auf die spezielleren „dynamischen Systeme“ (vgl. 71 ). 
*) O. Perron, Math. Zeitschrift 29 (1929) 129—160. 
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ZU C» 9 lf) gdiörigen LimeneleinentB bis zum Punkt fx » Ci * den Punkt 
kann man nun die Bichtungen = y'(fi), S'(fi) == z'(fi) 
berechnen. In diesen Richtungen geht man in den beiden Ebenen von 
den Punkten und ii,Ci Stück weiter bis zu Punkten 
12)^2* den Punkt S2*V2» C2 kann man wiederum die Richtungen aus 
der DGl berechnen, usw. Für den weiteren Ausbau des Verfahrens s. 31-1 . 
Das Verfahren laßt sich auch bei mehr als zwei DGlen anwenden. 


6*2. Das Iterationsveriahren von Picard-Lindelöl. In dem Quader 

(l) 1* — ||<a, Ivi — . ... ly« — »J«l<6 

(a und b dürfen 00 sein) mögen die (x, yi , . . . , y^) stetig sein, Lipschitz- 
Bedingungen 5 (2) erfüllen, und es sei jedes |/,| < A. Um die durch den 
Punkt gebende IKurve des Systems 5 (i) zu erhalten, setze 

man o(^) = (v = 1» • • -i ») und definiere weiter die (v = 1, . . 

für ifc = 1, 2 , . . . nacheinander durch 


?>..*(*) =Vp+ //,(•»• • • •. Vn.iM) • 


Dann konvergieren die für ifc -► 00 im Intervall 

(2) 1* — f) <Mm^o, j| 

gegen die durch f,??,, . . gehende IKurve y, = y, = (p^(x), 

und es gilt die Fehlerabschätzung 




. A 
■nM 


E 




p\ 


Für die Verwendung des Verfahrens zur genäherten numerischen Lösung 
von Integralen des Systems 5 (i) vgl. 2*2. 


6-3. Ansetsen einer Potenzreihe oder allgemeinerer Beihenentwiclt- 
lungen. Lassen sich die in Potenzreihen nach x, y^, . . ., entwickeln, 
so kann man nach dem Muster von 2-3 auch für die gesuchten Lösungen 
y,(x) Potenzreihen ansetzen und durch Vergleich entsprechender Potenzen 
von X die zunächst unbestimmten Koeffizienten dieser Reihen berechnen. 
Die gefundenen Potenzreihen für die Lösungen konvergieren dann in dem 
Bereich (2), wenn die Potenzreihen der im Bereich (i) konvergieren und 
A ebenfalls dieselbe Bedeutung wie in 6>2 hat, und geben dort die gesuchte 
Lösung des Systems 5 (i). 

Für die Verwendung allgemeinerer Reihenansätze nach dem Muster 
von 2*4 s. O. Perron, Berichte Heidelberg 1920 , Abhandlung 9 . 


1) Vgl. z. B. Kamke, DGlen, S. 124-126 



.6. Lftmogaveifohren. 


39 


Über die Entwicklung der Lösungen nach den Anfuigswerten und einem 
Parameter gilt in Verallgemeinerung von 2«5^): Wenn in dem System 

U fp.1, (p = i,...,n) 

fo+* -+€112: 1 

die Koeffizienten / für 0 ^ :r ^ a stetig sind und für feste positive Kon- 
stante Af r, die UnGlen 

\f /«\| ^ ^^ 0 + + ••• + ?n)’ Arp 

rlorli...rln 

erfüllen, läßt sich die Lösung yi(x), • • - ty^ix) mit den Anfangswerten 
yp(0) = Cp (p = 1 , . . n) nach Potenzen von p, Ci, . . entwickeln: 

»p= r 9 p,„ 

fo+* +9n^l 

und diese Reihen sind im Bereich 


+ ••• + 


<S- 


oo ^r-1 


p-1 


v\ 


e 


-p(HaÄ+l) 


absolut konvergent. 

6*4. Bestehung su partiellen Ditferehtialgleiehungen^). Das Systems (i) 
steht in enger Beziehung zu der homogenen linearen partiellen D61 


(3) 


dz 


^£+Uf.ix,yi,...,yJ^=0. 


Sind nämlich die /^ in dem Gebiet <S (z, yj, . . yj stetig, so ist eine 
in <h mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung versehene Funktion 
z == y (z, y^, . . yj genau dann eine Lösung der partiellen DGl, wenn 
die Funktion yj längs jeder IKurve von 5 (i) konstant ist, d. h. wenn 
ip{x, <Pi(x), , . .,9?«(a:)) für jede einzelne IKurve y^ = (Pi(x)y . . ., y^ = <p^(x) 
von 5 (i) konstant ist. Dieser Sachverhalt kann (vgl. 6-5) von Nutzen 
für die Lösung eines Systems 5 (i) sein. 

6*5. Beduktion des Systems bei Kenntnis von Gleichungen zwischen 
den Lösungen. Bisweilen gelingt es leicht, stetig differenzierbare Funk- 
tionen z == V (a?, yx, . • ^n) a'isfiiidig zu machen, die für die Punkte 

jeder einzelnen IKurve des Systems einen festen Wert haben und somit 
nach 6*4 Lösungen der partiellen DGl (3) sind. 


Z. B. ergibt sich für jede Lösung des Systems 

yi'==yi + ** yJ = yi4-z 

offenbar 

ivi- yi)' + (yi~yi) = o, 

also 


« + log lyi- yil =0. 


• 0. Perrm^ Math. Annalen 113 (1936) 300. Vgl. auch 12 

•) Vgl. z. B. Kamhe, DGlen, S. 321f. 
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Man kann dann durch Auflösen der Ol 

y (X, yi, . . yj = C 

nach einem y^ und Einträgen dieser Lösung in das DGlsSystem die Anzahl 
der gesuchten Funktionen vermindern. Hat man n unabhängige solcher 
Funktionen 1 • • •> Vn gefunden, so wird man die Lösungen des Systems 5 (l) 
durch einen bloßen Eliminationsprozeß, nämlich durch Auflösung der Gien 

y>i = <^i v’« = C'« 

nach ded y, erhalten können. 

Z. B. ist bei dem obigen speziellen S 3 r 8 tem auch 

yj -f yi "f ä = yi + yt + 2 « + 2 , 

also 

«“log lyi + yi-f 2 a?-h 2 | = 

Aus den beiden erhaltenen Oien zwischen den Lösungen findet man 

yj = — a; — 1 -f Ci«-* -f C,e* y, = — z — 1 — c“* -f 0, e* . 

6*6. Reduktion des Systems durch Ditferentiation und Elimination, 

Bisweilen kann man einzelne der gesuchten Funktionen nebst ihren Ab- 
leitungen nach Differentiation einzelner Gien des System aus diesen bequem 
eliminieren. Es werden dann allerdings höhere Ableitungen auftreten. 
Bei dem Beispiel von 6*5 ergibt sich durch Differentiation der ersten DGl 
y'' = yg -f 1 dann mittels der zweiten DGl die leicht lösbare DGl 
“ yi = * + 1 * 

6*7. Ahschätsungssätse. 

(a)^) In dem Gebiet ® (x, y^ , . . y„) seien die Funktionen/, (x, y^ , . . ., yj 
und yi, . . ., yj (v == 1 , . . ., n) stetig; ferner mögen die y, dort 
Lipschitz-Bedingungen 5 ( 2 ) erfüllen, und es sei 

\S,-g,\^e = 

Sind 

yi = fi{x) yn = 7>n(^) and yi = y>i(.x) jf^=ipjx) 

für a < jc < 6 zwei durch den Punkt ^ 1 » • - gehende IKurven der 
DGlsSysteme 5 (i) und 

yt *= 9y yi» • ‘ yj (v = i, , 

so ist 

S 1 92,(*) - I ^ 4 (e-" - 1) . 

IN-1 

Man hat also auch hier wie bei einer einzigen DGl die Möglichkeit, kom- 
pliziertere Systeme 5 {i) dadurch genähert zu lösen, daß man zu passend 
gewählten benachbarten Systemen übergeht, die man leichter lösen kann. 


1) Vgl. Kamke, DGlen, S. 163. 
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(b) Die Funktionen/^ («, y„) mögen im Gebiet 6 (2;, yj 

die Voraussetzungen von 6*2 (Stetigkeit, Beschränktheit, lipsohitz-Bedin- 
gung) erfüllen. Weiter seien 

= - = wnd yi = Vi(x) y, = v,{») 

für a < 2 < 6 zwei stetig differenzierbare Kuiwen, die dem Gebiet (B an* 
gehören, die Punkte f, 17» bzw. enthalten und in dem 

Sinne das DGlsSjrstem 5 (i) genähert erfüllen, daß 

\¥, — (*. Vi> ■ • •> y«)! I — /r (*« v»i. • • •. y,)l ^ e, 

ist. Dann ist für a < z < 6 

t WM) - V.(*)| ^ ^ - 1 ) 

y-1 

-I- |n M + fii + 62) |{ — 1 | + h.— %l| e*"l*-*l 

(c) *) Im (Jebiet ® (z, y^ , . . y^), dem die beiden Punkte P (f , 
und P(f, ^1, . . ij«) mit 

(v == 1, . . . , n) 

angehören, seien die Funktionen 

/, (a?» yii • • •> yj» 9 . i^y yiy • • •» yj (v = i, . . 
definiert, für z*^ f sei 

(4) A M yj < y. yi, . . yj (v = 1, . . ., n) , 

und außerdem sei für jedes v die Funktion (oder g^) eine monoton wach- 
sende Funktion jeder Variablen y^ mit fi^v. Sind 

yi = ?>i(*).- -.y, = ?>,(*) und yi = v»i(*).---.y« = v«(*) 

zwei durch P bzw. P gehende und fürf^z<f + ® existierende IKurven 
des Systems 5 (i) bzw. 

(5) y', = y,(».yi.---.y,) (>' = i »). 

SO gilt fürf<z<f + o 

( 6 ) ?»,(*)< V»,(*) (v — 1 »)• 

Steht in (4) ^ statt < , so bleibt der Satz gültig, wenn auch in (6) das Gleich- 
heitszeichen zugelassen wird und wenn außerdem die stetig sind und 
das System (5) schlicht (s. 5*4) ist. 

6*8; Wettere Lönmgsmeihoden. Für diese s. § 8. 

Kamke, DGlen, S. 152. 

* *) E. Eamhe, Acta Math. 58 (1932) 74, 82. Vgl. auch M. Pictme, Annali di Mat, 
(4) 20 (1941) 67-108. 
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7. Dynomische Systeme. 

7-1. Allgemdne dynamisehe Systeme. Es handelt sich um Systeme 

(I) •••.*«) (r = l,.... n), 

bei denen die unwesentliche Änderung in der Bezeichnung {t, statt x, 
wie schon in 5*5) und die wesentliche Änderung eingetreten iA, daß die un- 
abhängige Veränderliche in den nicht explizite vorkommt. Die charakte- 
ristischen Funktionen hängen jetzt nicht von t und r einzeln, sondern von 
t — T ab: 

{2) Xi = 9^2 (i T, fl , . in)» • • •> ~ 9^» fl > • • fn) • 

Dadurch wird eine zweite geometrische Deutung der IKurve nahegelegt: 
man betrachtet (2) bei festem t, fi, . . als Parameterdarstellung einer 
Kurve (Charakteristik) im Xi , . . . , ar^-Raum oder als Bahnkurve eines 
Punktes, der zur Zeit t = t die Stelle fi» . . . , passiert. Wird vorausge- 
setzt, daß das System (i) in einem Gebiet ® («i, . . . , schlicht ist, d. h. 
daß die in ® stetig sind imd daß für beliebiges r und einen beliebigen 
Punkt fl, . . , fn ä'US ® durch den Punkt t, fi, . . . , f^ nur eine IKurve im 
t, x^y . , ,y z^-Baum geht, dann geht auch bei der zweiten geometrischen 
Deutung durch den Punkt fi , . . . , f ^ von ® genau eine IKurve, falls Kurven, 
bei denen der Punkt fi, . . .,f„ nur zu verschiedenen „Zeitpunkten“ t 
durchlaufen wird, als gleichwertig angesehbn werden. 

Die Hauptanwendungen der Systeme (i) liegen auf dem (Jebiet der 
Mechanik, insbes. der Dynamik und Strömungslehre. Dabei tritt auch die 
zusätzliche Voraussetzung auf, daß die zugehörige Strömung inkompressibel 
ist; d. h. deutet man die IKurven als Strömungslinien von Flüssigkeits- 
teilchen, so soll eine zur Zeit t = r abgegrenzte Menge von Flüssigkeits- 
teilchen während der Bewegung ihr Volumen nicht ändern. 

Von den ausgedehnten Untersuchungen über diesen Gegenstand seien zur Ein- 
führung die folgenden genannt : Poincardy Mdcanique cöleste. 0, />. Birkhoff y Dyna- 
mical Systems = American Mathematical Society Colloquium Publications, New 
York 1927; Jahresbericht DMV 38 (1929) 1~16; Probability and physical Systems, 
Bulletin Americ. Math. Soc. 38 (1932) 361 — 379. E, Huasorty Les trajectoires de la 
dynamique = Memorial Sei. Math. 65 (1932). E, Hopf, Ergodentheorie = Ergeb- 
nisse Math. 6, (1937). E. Maillet, Journal de Math. (6) 6 (1909) 226-262. T. Jf. 
Cherry, Proceedings Cambridge 22 (1926) 287—294. E. Hilmy, Annals of Math. 
37 (1936) 899 — 907. B. 0. Koopman, Bulletin Americ. Math. Soc. 33 (1927) 
341—361. Vgl. ferner auch die in 5*5 angegebene Literatur. 

Bei der Untersuchung des Systems (i) und der Deutung seiner Lösungen 
als Bahnkurven eines Punktes im x^, . , x^-Raum entstehen Komplika- 
tionen beim Auftreten von stationären Punkten (Ruhepunkte, auch 
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vielfach als singuläre Punkte bezeichnet); das sind Punkte 
für die 

fl (^1 » • • • » == * • • = /n (^1 » • • • » ^n) ~ ^ 

ist. Für den Fall » = 2 liegt eine vollständige Übersicht darüber vor, 
welchen Verlauf die Kurven in der Nähe eines stationären Punktes 
haben können (vgl. 7-2); im allgemeinen Fall scheint eine solche voll- 
ständige Übersicht noch nicht erreicht zu sein. 

7*2. Über den Verlauf der Iniegralkar?en für n = 2 in der Nähe eines 
stationären Punktes. Es ist jetzt das System 

(3) ^ = 

gegeben. 

Die durch dieses System bestimmten Kurven in der x, y-Ebene sind 
überall dort, wo / 4= 0 ist, auch durch die eine DGl 


( 4 ) 




y) 

fi^* y) 


bestimmt. In diesem Sinne ist das System (3) also dieser einen DGl gleich- 
wertig, und Untersuchungen über die IKurven der DGl (4) erscheinen häu- 
fig auch in der Form von Untersuchungen über das System (3) ; stationäre 
Punkte des Systems (3) sind (spezielle) singuläre Punkte der DGl (4). 

Unter den in 7*1 genannten Voraussetzungen (Stetigkeit und Schlicht- 
heit) gilt folgendes: Jede geschlossene Charakteristik, deren Inneres zu 
6 (x, y) gehört, enthält in ihrem Innern mindestens eine stationäre Stelle. 
Enthält das einfach zusammenhängende Gebiet ® (x, y) nur eine stationäre 
Stelle S, so ist nur einer der folgenden Fälle möglich (als Beispiel vgl. 
C 8*5)^): 

(a) Die Charakteristik ist eine geschlossene Kurve, die 8 im Innern 
enthält; alle etwa sonst noch auftretenden geschlossenen Charakteristiken 
liegen dann so, daß sie ebenfalls 8 im Innern enthalten; 

(b) sie mündet mit beiden Enden in 8 ein; dann mündet auch jede in 
ihrem Innern gelegene Charakteristik mit beiden Enden in jS ein; 

(c) sie läuft mit jedem Ende in eine Spirale aus, die sich einer der 
Kurven (a) oder (b) asymptotisch nähert; 


Diese Untersuchungen stammen von H, Poincari und /. Bendixson, Vgl. 
/. Bendixson, Acta Math. 24 (1901) 1-88. Kamke, DGlen, S. 204-224. if. Pc- 
trovitch, Integration qualitative des äquations diffärentielles Märnorial Sei. 
Math. 48 (1931). H, Dulac, Bulletin Soc. Math. France 36 (1908) 216- 224; 51 
(1923) 45—188; Points singuliers des equations diüerentielles — Märnorial Sei. 
Math. 61 (1934). 
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(d) sie läuft mit einem Ende an den Rand von (B und mündet mit 
dem anderen Ende in Sf ein; 

(e) sie läuft mit einem Ende an den Rand von <5 und läuft mit dem 
andern Ende in eine Spirale aus, die sich asymptotisch einer der Kurven (a) 
oder (b) nähert; 

(f) sie läuft von Band zu Band. 

Der stationäre Punkt heißt 

Knoten (noeud), wenn in ihn die Charakteristiken mit bestimmten Tan- 
genten einmünden (Fig. 9, 10); 


Fig. 9. 





Fig. 12. 


Wirbelpunkt (centre), wenn er von lauter geschlossenen Charakteristiken 
umgeben wird (Fig. 11); 

Strudelpunkt (foyer), wenn die Charakteristiken sich ihm asymptotisch 
nähern, indem sie ihn in der Gestalt von Spiralen umwinden (Fig. 12); 

Sattelpunkt (col), wenn zwei Paar Halb- 
charakteristiken in ihn mit bestimmten 
Tangentenrichtungen einmünden und die 
übrigen Kurven an ihm Vorbeigehen, so 
daß die Charakteristiken das Bild der 
Höhenlinien eines (Jebirgssattels ergeben 
(Fig. 13). 

Diese Fälle können auch gemischt auftreten; z. B. können zwischen 
einzelnen der geschlossenen Kurven von Fig. 11 statt geschlossener Kurven 
solche liegen, die sich jenen nach Art von Spiralen nähern, oder ein ,, Winkel- 
raum“ von Fig. 13 kann ein Knotengebiet sein. 

Für spezielle Beispiele s. Q, Bouligand, Lignes de niveau, lignes integrales, Paris 
1937, Kap. 4. 

7*3. Krtterien für die Art der stationären Punkte. 

(A) Das System ( 3 ) habe die Gestalt 
( 5 ) 3/(t) = ax-\-by-\-f(x,y), y'(t) = cx-\-dy + g(x,y) 

(ad — 6 c ^ 0) . 
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(a)^) Die Funktionen /, g mögen in einer gewissen Umgebung des Null* 
Punktes stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben und weiter die 
Bedingungen 

/(0,0)=|7(0, 0) = 0, 


Um 1^*1 kyl — 0 


für ein ö > 0 


erfüllen. Dann ist der Nullpunkt ein Knotenpunkt, wenn einer der drei 
Fälle 

( 6 ) (a — d)* + 4 6 c > 0 , ad — bc>0 , 

( 7 ) (a— d)*+ 46c = 0 , | 6 | + |c|>Ö, 

( 8 ) a^dyb = c = 0 

vorüegt. Und zwar geht durch jeden hinreichend nahe am Nullpunkt ge- 
legenen Punkt genau eine IKurve, und alle diese Kurven münden in den 
Nullpunkt ein. Im Fall ( 6 ) münden alle diese Kurven mit derselben Tan- 
gente in den Nullpunkt ein bis auf zwei Halbcharakteristiken, die eine an- 
dere gemeinsame Tangente haben (Fig. 9). Böi ( 7 ) münden alle Kurven in 
den Nullpunkt mit gemeinsamer Tangente ein, während bei ( 8 ) in jeder 
Richtung genau eine Kurve in den Nullpunkt einmündet (Mg. 10). 

(b)*) Die Funktionen/, g mögen in einer gewissen Umgebung des Null- 
punktes stetig sein, ferner sei 

/(i.y) =o(|a:| + |y|), y) = o {|x| + |y|) für |*| + |y|-. 0 , 
und die vier Differenzenquotienten 


/(«?!> y) 

* 1 — 

/(a^»yt)—/(^>yi) 

yi—yi 


y(a^>y)- 

«t- 




9 Vt) — 9 yi) 

yi—yi 


seien beschränkt. Dann geht durch jeden hinreichend nahe am Nullpunkt 
gelegenen und vom Nullpunkt verschiedenen Punkt genau eine CSharakteri- 
stik. 

Ist weiter 


( 9 ) (a — d)* + 46c>0, ad—bc<Q, 

SO gibt es mindestens zwei Halbcharakteristikenpaare, die mit zwei be- 
stimmten, untereinander verschiedenen Tangentenrichtungen in den Null- 

0. Perron, Math. Zeitschrift 16 (1922) 121— 146. Vgl. auch 0. Hohetsd, Jahres- 
bericht DMV 42 (1932) 33- 42. 

*) 0, Ptmm, Math. Zeitschrift 16 (1923) 273— 296. Vgl. auch /. Bendixson, 
a. a. 0. J. Hom, Archiv Math. (3) 8 (1906) 237— 246. S. K. Zaremba, Bulletin Acad. 
Polonaise Craoovie A 1934, S. 197—207. 
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punkt einmünden. Streben außerdem die vier obigen Differenzenquotienten 
gegen Null bei Annidierung an den Nullpunkt, so liegt ein Sattel von der 
Art der Fig. 13 vor. 

Ist 

(10) (a — d)* + 4 6 c < 0 
und ist außerdem a d 4= ö oder 

(11) a + d = 0 und (a x + b y) g (x, y) ^ (c x + dy)f(x, y) 

außerhalb des Nullpunkts, so ist der Nullpunkt ein Strudelpunkt. Trifft 
dagegen die zweite der Bedingungen (ii) nicht zu, so ist der Nullpunkt 
ein Wirbelpunkt oder ein Wirbel- Strudelpunkt, d. h. er wird von ge- 
schlossenen Kurven umgeben, zwischen denen aber auch noch Spiral- 
kurven liegen können. 

(B)^) Das System (3) habe die Gestalt 

=/(*, y), xf{t)=<p(x), 

SO daß die DGl (4) der Bahnkurven auch 

(12) (p(x)ff(x) ^f(x,y) 

ist. Es sei <p(x) stetig für 0 < x ^ a, 9?(a;) > 0 für 0 < x ^ a, / (x, y) 
stetig für 0 <x^a, \y — 

Ist außerdem 

0 

konvergent, so kann { in (12) als unabhängige Veränderliche eingeführt 
werden. Für u(i) = y(x) entsteht dann eine DGl 

t*'(f)==/(x(f),u)=/* (f, u). 

Erfüllt / eine Lipschitz-Bedingung in bezug auf y, so gibt es also nach i*2 
genau ein Integral mit y(x) für x 0. 

Weiterhin sei daher das Integral (13) divergent. Die IKurven können 
nur in solchen Punkten 0, t) in die y- Achse einmünden, in denen /(O, rj) = 0 
Es sei nun = 0, / (0, 0) = 0 und 

<K für y,=|=yi, 

1 Vt — t/i 

0, Perrofi, Math. Annalen 76 (1314) 266—273. J. Hcloq, Bulletin Sc. math. (2) 
60 (1336) 131- 138. Für ip(z) = bei Bendixson, a. a. 0.; dort auch Methoden 
zur Berechnung der Lösungen (Iterationsverfahren). Zur Berechnung der Lösungen 
s. auch J, Hom, Jahresbericht DMV 26 (1317) 301—326; Journal für Math. 144 
(1314) 167-183, 161 (1321) 167-139; Math. Zeitschrift 13 (1322) 263-282. G. 
moundo 9 ^ Bulletin Soc. Math. France 36 (1308) 186—136. 
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so daß 

[/(». ^2) —f{x, yi)] (y, — yi) 

ein festes Vorzeichen hat. Ist dieses Vorzeichen negativ, so hat (12) genau 
eine Lösung mit dem Limes 0 für 2 -f 0 ; ist es positiv, so gibt es unend- 
lich viele Lösungen dieser Art. Ist noch (p(x) = o(x) für x ^ 0 und hat 
die durch / (x, ^) = 0 definierte und sicher existierende Kurve im Null- 
punkt eine bestimmte Tangente, die nicht in die y- Achse fallt, so berühren 
die im Nullpunkt einmündenden IKurven in diesem Punkt die Kurve 

/ (*, y) = 0. 

y -0 »-0 

WO / und g bei Annäherung an den Nullpunkt stärker Null werden als die 
ihnen vorangehenden Summen. 

Hierzu b. /. Bendixson, a. a. O. Af. Frommer ^ Math. Annalen 99 (1928) 222-- 272; 
109(1934)395- 424. ff. Math. Zeitschrift 43 (1938) 271-320. E.R.Lonn, 

ebenda 44 (1939) 507—530. R. v. Mises, Gompos. math. 6 (1938) 203—220. M. Hu- 
huhara, Proc. Phys.-math. Soc. Japan (3) 21 (1939) 183—190. 

Für die Untersuchung weiterer hierher gehöriger Fragen s. auch J. Malmguist, 
Arkiv för Mat. 14 (1920) Nr. 17: Untersuchung von 

dy F (x, y, z) dz _ G(x, y, z) 

K (x,y,z) * dx K(x,y,z) ’ 

if. Hukuhara, Journal Hokkaido (1) 2 (1935) 177—2164 asymptötische Ent- 
wicklung der Lösungen von 

y'{x) == X* [f(x) y* -h g{x) y 4- Hz)]; 

Proc. Phys-math. Soc. Japan (3) 20 (1938) 167-189, 409- 441, 865- 907. 


§ 3. Syateme toh linearen DiflFerentialgleichnngen. 

8. Allgemeine lineare Systeme. 

8*1. Allgmneme Vorbemedningen. Es handelt sich hi^ um DGls- 
Systeme 

(I) y'p +/p,4(a:) yi + h4,n{^) Vn (P = 1» • • - ») » 

wobei die 4 ^^d 4 ,f für — c»;^a<a;< 5 < + oo stetig oder, wenn x 
eine kcunplexe Veränderliche ist, in dem betrachteten Bereich dieser Ver- 
änderlichen meromorph sein mögen. 

Das durch Fortlassen aller 4 entstehende Sjnstem heißt das zugehörige 
homogene oder verkürzte System. Im allgemeinen Falle heißen die 4 
Störungsfunktionen. 
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Kennt man alle Lösungen des zugehörigen homogenen Systems und 
eine Lösung des Systems (i) selber, so kennt man auch alle Lösungen 
von (i). Ist nämlich v’i(^)> • > Lösung von (i), so erhält man 

alle Lösungen von (i), wenn (pi(x), . . (p^(x) in 

yi = + ?’i. • • •. y« = n + 9’. 

alle Lösungen des zugehörigen homogenen Systems durchläuft. 

Da man nach 8-3 die Lösungen des allgemeinen Systems aus den Lö- 
sungen des homogenen Systems durch bloße Quadraturen finden kann, ist 
die Behandlung des homogenen S3rstem8 besonders wichtig. 

8*2. Existenz- und Eindeutigkeitssätze. Losungsverfahren. Sind die 
Jp^q(x) und fp(x) für o < a; < 6 stetig, so gibt es für jedes Wertesystem 
f » • • • > a <b genau eine IKurve 

(2) Vi == •-^yn = v«(^) » 

die durch den Punkt f, . • *, i?« geht, d. h. für die 

(3) Vi(f) =»?i. • • •. 

ist, und diese IKurve existiert für das ganze Intervall a < x < b^). 

An LösungsverÜEdu'en hat man neben den allgemeinen Methoden von 
6 hier noch das Reduktionsverfahren 8*3. 

Ferner kann man versuchen, eine Lösung mit den Anfangswerten (3) 
mittels einer beliebig gegebenenFqlge von linear unabhängigen Funktionen^) 
Xi{^)y • • • genähert zu gewinnen. Zu dem Zweck bildet man 

yp(*) = Cp.iZi + (jJ = l,....n) 

und bestimmt die z. B. so, daß für eine fest gegebene positive Zahl r 

I! Ily'p -^4.» y, -4r 

p^l a ff-1 

ist®). 

Für Untersuchungen über Systeme mit fastperiodischen Koeffizienten s. J. Fa- 
vard. Acta Math. 61 (1328) 31—81. 8. Bochner, Math. Annalen 104 (1931) 

B. H, Cameron, Duke Math. Journal 1 (1935) 356— 360. 

^) Vgl. z. B. Kamhe, DGlen, S. 167. Der allgemeine Existenzsatz 5*3 liefert na- 
türlich auch hier wieder einen weiter gehenden Satz. Ferner vgl. z. B. L, Schlesinger, 
Journal für Math. 131 (1906) 202- 215. 

*) D. h. je endlich viele der Funktionen sollen linear unabhängig sein; zu diesem 
Begriff s. I7«i. 

*) W. C, Bissdman, Duke Math. Journal 4 (1938) 640—649. Dort werden noch 
allgemeinere Ansätze sowie die Konveigenzfrage behandelt. 



8. Allgemeine UnMie Systeme. 


49 


8-3. Bednktkm dei anhomoKenen auf das homogene System. Bfldoi 
die Funktionen 

9’p,i(*). • • •. (p = 1, . . n) 

ein Hauptsystem von Lösungen (vgl. hierzu 9'i) des homogenen Systems 
und ist A, die Determinante, die man aus der Determinante 

Vi,i> •••» Vi,* 

A= 

9*.1> • • •> 9>n,* 

erhält, indem man die v-te Zeile durch /i, . . .,/« ersetzt, so bilden die 
Funktionen 

Vp(x) = ^<P,.p{f X«** + C',) (p = 1, . . ., n) 

gerade die sämtlichen Lösungen des Systems (i). Grundsätzlich kann also 
das allgemeine System (i) als gelöst gelten, wenn man das zugehörige 
homogene System vollständig gelöst hat. 

VgL z. B. Kamke, DGlen, S. 176-178. 

8*4e Ahschäbniiigssätze. Neben den allgemeinen Abschätzungssätzen 
6*7 gelten hier z. B. noch die folgenden: 

(a) ^) Die Funktionen Pi{x), . . (aj) mögen für a^x <Cb differen- 
zierbar sein und für zwei Konstante if > 0, N > 0 die UnGlen 

erfüllen. Dann gilt für je zwei Zahlen x, i des obigen Intervalls 

i' I y. (*) I ^ .r I y.(f) i e" 1) • 

»-1 p -1 

(b) *) Die Fuuktioaen fj,{x), g^ix), 9,,f{x) mögen f&ta^x<b 

stetig sein und die UnGlen 

p-1 p-1 

i!\fp-gp\^^, 

p-l p-1 

erfüllen. Ist (2) eine Lösung von (i) mit den Anfangswerten (3) und 

- = (*).•• •.*« = «»(*) 

Kamke, DQlen, S. 151 f. Für eine Verallgemeinerung s. B, Kamhe, Sitzungs- 
berichte Heidelberg 1930, 17. Abhandlung, S. 10. 

* *) Vgl. auch Jf. Böcker^ Americ. Joum. Math. 24 (1902) 311—818. J. Tamarkin, 
Bulletin Americ. Math. Soc. 36 (1930) 99—102. ‘ 
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eine Lösung von 




mit denselben Anfangswerten, so ist 


(5) i I n - I s {I + i i h, I + 1) j .''*■>» -> 

Die Abschätzung kann leicht noch verschärft werden, wie aus dem fol- 
genden Beweis hervorgeht. Durch Addition der Gien (i) mit er- 

hält man 


also nach (a) 


p-1 tf-1 




Subtrahiert man die p-te Gl (4) von der p-ten 61 (l), so ergibt sich für 
«p = Vp-Zr 


Mp =fp—9p + S % + U ffp.t^t ’ 


I!\K\^^ + ^(U\%\ + i) + (^ + e)i7 1 “J 

P ' P ' 9 

und hieraus mit (a) die Behauptung (5). Man kann offenbar auch noch die 
einzelnen abschätzen, indem man (5) zur Abschätzung der rechten 
Seite von (6) benutzt. 


9. Homogene lineare Systeme. 

9*1. Eigenschaften der Lösungen* Hauptsysteme von Lösungen. Es 

handelt sich jetzt um DGlsSysteme 

(I) = (p=i. 

»-1 

wobei die für — oo^o<ar<6^ + oo stetig sein sollen. 

Offenbar ist das Funktionehsystem Vi ~ 0 , . . ., = 0 Lösung jedes 

Systems (I). DieseLösung wird als triviale oder uneigentliche Lösung 
bezeichnet, während als eigentliche Lösungen nur solche gelten, die 
nicht aus lauter Nullen bestehen. 
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Sind die p Funktionensysteme 

(2) (®) (v = l, ...,p) 

Lösungen von (i), so ist auch jede lineare Komposition 

p . p 

<pi = 9 >» = 

»»1 »«ii 

mit beliebigen Konstanten eine Lösung. Je p Lösungen (2) sind für 
p>n voneinander linear abhängig, d. h. es gibt Konstante die 
nicht alle Null sind imd für die 



»»-1 1^-1 

ist. 

Für je n Lösungen (2) ist bei beliebigem a < f < 6 die Determinante 

Det. \<Pp,i(x) \ =Det. | 9 >p.,(f)| exp j 

Von n Lösungen ( 2 ) sagt man, sie bilden ein Hauptsystem oder Fun* 
damentalsystem von Lösungen, wenn sie voneinander linear unabhängig 
sind oder, was auf dasselbe hinausläuft, weim die 

ist. 

Das System (i) läßt sich besonders kurz schreiben, wenn die (von x ab* 
hängende) Matrix F = (/^ ^) eingeführt wird. Dann besagt das Aufsuchen 
eines Hauptsystems für (i), daß die MatrixDGD) 

(la) Y'[x)^FY(x) 

so zu lösen ist, daß die Determinante | F (z) | ^ 0 ist; die Spalten der Ma- 
trix Y(x) bilden dann ein Hauptsystem von Lösungen für (i). 

9*2. EiMtenzsätge und Losungsvefialirai. In dem Existenzsatz von 8*2 
ist enthalten: Durch jeden Punkt niit a<(<b gibt es 

genau eine IKurve 

• vi = 9’i(*) y« = ?>»(*) 

und diese existiert im ganzen Intervall a <x <b. 

Weiter gibt es Hauptsysteme von Lösungen. Man erhält ein solches, 
indem man n Zahlensysteme 

Vp,l* • * •» Vp, n (P = 1> • • •» W) 

Sind Ä = f ) und B = {bp^ zwei n-reihige Matrizen, so ist ihr Produkt 

C ^ AB (nicht BA) die Matrix mit den Elementen 

» 

r»! 
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mit einer 

wählt und bei beliebig gewähltem a < f < 6 zu jedem p eine IKurve 
yi = = Vv.n bestimmt, die durch den Punkt j , . . 

geht. 

ln der Sprache der Matrizenrechnung (vgl. 9*1) besagt dieser Satz : für 
jede konstante Matrix H = einer von Null verschiedenen Deter- 

minante hat die MatrixDGl (la) genau eine Lösung mit dem Anfangswert 

Die Gesamtheit der Lösungen von (i) besteht aus den Lösungen, 
die sich aus einem Hauptsystem linear komponieren lassen. 

An Lösungsverfahren hat man neben den allgemeinen Methoden von 
6 hier noch die Möglichkeit, in besonderen Fällen durch 9*3 Lösungen zu 
erhalten. 

Das Iterationsverfahren 6*2 läßt sich hier in folgender Weise darstellen: 
Es sei (zu den Bezeichnungen s. 9*2) 

IF= lFdx=={^S^,(x)dxY 

FIF das Produkt der Matrizen*) F und IF, und für natürliche Zahlen 
m^2 

(IF)" = IFilF)”-^ = Jf (IF)”-^ dx , 

endlich (JP)* = 1 . Dann konvergiert die Matrizen-Beihe 

0(x) = £ (iFr 

m»0 

für a < « < 6, und die Spalten der Matrix 0 bilden ein Hauptsystem von 
Lösungen, deren Anfangswerte an der Stelle die Spalten der Einheits- 
matrix 



sind. 

Sind die Koeffizienten des Systems (i) eindeutige anal3rti8che Funk- 
tionen der komplexen Veränderlichen x, so gilt das Obige ebenfalls, wenn 
alle/p^^ an der Stelle { regulär sind. 0 konvergiert und liefert die Lösungen 

Vgl. dazu 0, 2). Birkkoff — M. E. Langer, Frooeedings Americ. Aoad. 68 
( 1923 ) 63 ff. 

*) Vgl. Fußnote 1 der vorigen Seite. 
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in dem durch die ^ bestimmten Mittag-Lefflerschen Stern. Biesen erhält 
man, indem man. die singulären Stellen aller ^ in Richtung des vom 
Punkt f zu ihnen führenden Strahls mit 
dem Punkt oo verbindet und alle diese 
von singulären Punkten zum Punkt oo 
führenden Strahlen in der x-Ebene aus- 
löscht (Fig. 14). Die vorkommenden Inte- 
grationen müssen längs Wegen innerhalb 
des Restgebiets erfolgen^). jPig. 14 . 

9*3. Beduktionsverfahren. Neben den allgemeinen Lösungsmethoden 
von 6 ist hier noch folgendes Verfahren zu nennen, durch welches das 
System (l) auf ein solches mit weniger Gien zurückgeführt wird, wenn 
man bereits eine eigentliche Lösung ausfindig gemacht hat. Ist (pi(x ), . . 
(p^(x) eine Lösung mit <pi{x) 4 = 0, so läßt sie sich in folgender Weise zu 
einem Hauptsystem von Lösungen ergänzen: Man stelle ein Hauptsystem 

Vp, 2 (®). n) 

von Lösungen für das aus n — 1 Gien bestehende homogene System 

( 3 ) ~ = 2 , . . n) 

auf und setze 

(P = 2. . . 

dann bilden die Funktionen 

(p = 2 , . . «) 

zusammen mit der anfänglichen Lösung ein Hauptsystem von Lösungen 
für das ursprüngliche System (i). 

Otmraat, Coürs d’ Analyse II, S. 498—504. Kamke, DGlen, S. 167—176. 

9*4. Adjnngierte Systeme von Dillenntialfdeiebiiiigen. Die linearen 
Systeme 

(4) = Sfp, f “f (P = 1 

ff -1 

Das ist das sog. Peano- Baker- Verfahren, Vgl. ine«, Diff. Equations, S. 408fi 
H, F, Baker, Proceedings London Math. Soc. 84 (1902) 347— 360; 36 (1903) 333 bis 
378; (2) 2 (1906) 293— 296. Für einen Existenzbeweis mit Hilfe des Produkt- 
integrals von Fokerra und SchUeinger s. 0, Rasch, Journal für Math. 171 (1934) 
76-119. 
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* und 

(5) »p = - jjf,. p (*) », (p = 1 n) 

f-1 

heißen zueinander adjungiert. Ist irgendeine Lösung von (4) 

und V« irgendeine Lösung von (5), so ist offenbar 

n n 

JJ («p »p)' = 0, also «p «p = const . 

p-i p-i 

Ist 


«p,l “p.» (J»=l ») 

ein Hauptsystem von Lösungen von (4), so ist 


(6) 


''p.i 




(p = 1 , . . n) 


ein Hanptsystem von Lösungen von (5), wenn 

Cr = Det. 

und die zu ^ gehörige Adjunkte (algebraisches Komplement, 
oo&ctor) in dieser Determinante ist. 

Zum Begriff der adjungierten S 3 r 8 teme vgl. etwa auch jK. Lagrange, Acta Math. 
48 (1926) 179—201. W, M, Whyhum, Americ. Joum. Math. 66 (1934) 587—692. 


9*5. Selbstadjungierte Systeme von Difierentialgleichungen. Das Sy- 
stem (4) heißt selbstadjungiert (im engeren Sinne), wenn das System (5) 
mit dem System (4) übereinstimmt, nachdem die t;, durch die ersetzt 
sind. Das System (4) ist in diesem Sinne genau dann selbstadjungiert, 
ist; insbesondere müssen also alle /j, ^ = 0 sein. Dieser 
Begriff des selbstadjungierten Systems ist für manche Zwecke zu eng; 
z. B. ist das aus der selbstadjungierten DGl (vgl. 24*1) 

(/(*) tfO' + «'(*) y == 0 

für Wj = y, ttj = /y' entspringende System 



hiernach im allgemeinen nicht selbstadjungiert. 

Man kann das System (4) auchselbstadj ungiert (im weiteren Sinne) nennen, 
wenn^) es stetig differenzierbare Funktionen (p, g = 1, . . ., n) gibt, 

so daß die 

(7) 

ist und die Funktionen 


»p = i7 t (p = 1 


^) 0. A. Bliss, Transaotions Americ. Math. Soc. 28 (1926) 669. 
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gerade die Lösungen des Systems (5) durchlaufen, wenn «j, . . die 
Lösungen von (4) durchläujEt. Das System (4) ist in diesem Sinne genau 
dann selbstadjungiert, wenn das DGIsSystem 

/r,p) (P. g = 1, • ■ .. ») 

ein Lösungssystem ^ hat, für das die ünGl (7) gilt. 

Ist 

r — 0 

ein selbstadjungierter oder anti-selbstadjungierter DAusdruck n-ter Ord- 
nung (vgl. 17*5), d. h. ist L(y) = ±L(y), bo führt die DGl L(y) = 0, 
wenn y = y' = gesetzt wird, stets auf ein selbst- 

adjungiertes System in diesem erweiterten Sinne. 

Sollen die ^ Konstante sein, so muß 

/i.1+/2.2H = 0 

sein; für n = 2 ist diese Bedingung auch hinreichend. 

9-6. Adjangierte Systeme von DUferentialansdiackeii; Lagraogesche 
Identität and Oreensche Fonnel^). Es sei der DAusdruck n-ter Ordnung 

p-O 

mit Funktionen ^ ^ gegeben, die v-mal stetig differenzierbar sind; 
nach 17*5 ist der adjungierte DAusdruck 

»-0 

und mit dem zugehörigen bilmearen DAusdruck L* (% v) besteht die 
Lagrangesche Identität 

t> i,, ,(«)-« ip, , (») = ^ I-;, («, V) . 

Wird für m Funktionen . . ., Uf^(x) der lineare DAusdruck 

m 

Lp («1. ...,«*) = SL'p.fi«,) 

ff -1 

gebildet, so heißt 

Lp(vi,...,vJ = 

ff -1 

Vgl. 17*5, 17*6 und Jf. B/kher, Tranaaotions Amerio. Math. Soc. 14 (1913) 
403- 420. 
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der zu Lp adjungierte DAusdradr. IMe Lagnu^esdbie Identit&t lautet nun 

(8) ^ [Vp Lp{Uif , . (t^x> * * *’ ^*»)1 ~ S ^ 9 f p • 

p-i 

Die rechte Seite ist eine Bilinearform in den Up, v!p . . und 

^p9 Vpf • • •> deren Determinante, abgesehen vom Vorzeichen, die 

n-te Potenz der 

(p,g==i, 

ist. Durch Integration von ( 8 ) zwischen den Grenzen a und b erhält man 
die Greensche Formel. 

9 - 7 . GmndUsiuigen^). Die n Funktionensysteme 

(9) 9 p 1 (®> £)> • • •* 9 p, n f ) (y = I» • • •> ^) 

werden eine Gr u ndl ösu ng (£ranz. : solution prindpale) des DGlsSystems (4) 
für das Intervall a<x <b genannt, wenn sie folgende Eigenschaften 
haben: 

(a) jedes hat in jedem der beiden Dreiecke ^b 

und i ^ x^b der x, {-Ebene stetige partiene Ableitungen erster 
Ordnung nach x; 

iß) in jedem dieser beiden Dreiecke ist das System (9) für jedes { eine 
Lösung von (4); 

(y) für a < f < 6 ist 

9p,kii + 0 , {) - - 0 , {) = *). 

Die Grundlösungen von (4) sind 

I IJ ) “ % r (f )] “,.»<*) fiir » ^ f . 

)«!.,»(*) farx^f; 

* 

dabei bedeuten 

»p,i. • • •. V« = i *) 

irgendein Hauptsystem von Lösungen für das System (4); Vp i{x), . . , 
^ ^ diesem gehörigen Funktionen (6), , beliebige stetige 

Funktionen. 


E. BounUzki, Journal de Math. (6) 6 ( 1909 ) 66ff. 
*) Manche Autoren verlangen hier — statt 
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10/ Homogene lineare Systeme mit singulären Stellen. 

lO-L WiilfniHif te SingnMran SMlen^}. Über dieEoe£Bzieiiten/^f<«) 
des Systems g-i (i) mrd jetzt vorau^esetzt, daß sie Fimktionfin ^er 
komplezen VerSnderliohen x*) und in der Umgebung einer Stelle Xq mero- 
mwpb, d. b. abgesehen von Polen regulär and. Ohne die Allgemeinhett 
einzusehränken, fc*nn man = 0 annehmen. Das System läßt sidi daiin 
in die Gestalt Iwingen: 

(1) »• ^(*) = i7 »f (P = 1. . . n) 

f-1 

WO a eine ganze Zahl ist und die an der Stelle = 0 regulär sind, 

aber an dieser Stelle nicht alle den Wert 0 haben; d. h. die/^^^ sind durch 
Potenzreihen 

( 2 ) 

p-O 

darstellbar, die in einer gewissen Umgebung von x = 0 konvergieren, und 
nicht aUe haben den Wert 0. 

Für a^O heißt der Punkt x=:0 regulär’), für 1 singulär, imd 
zwar für ot 2 = 1 schwach singulär (Stelle der Bestimmtheit, regulär 
singulär point), für « ^ 2 stark singulär (Stelle der Unbestimmtheit, 
irregulär singulär XK>int); a — 1 heißt nach Poinoari der Rang der singu* 
lären Stelle. 

Durch die Transformation 

y(x) = v(i), f = | 

wird die singuläre Stelle x = 0 in den Punkt f = oo geworfen. Aus dem 
System (i) wird dabei 

(3) f ■* IJ V, (p = 1, . . .. ») 

f-1 

wo die j^tzt eine Entwicklung nach feilenden Potenzen vmi { 

«..,(0=5 <’,r- 

p-0 

und nicht aUe den Wert 0 haben. Die oben für den Punkt x = 0 ein- 
geführten Bezeichnungen je nach dem Wert von a werden für den Punkt 
f = oo übernommen. 

1) Vgl. hierzu |8 und Jace, Diff. Equations, 8. 468. 

*) Für Hinweise auf den FaU einer reeUen Veränderlichen x s. den Schluß vcm 
10*2 sowie II. 

’) Bann liegt der FaU 6*3 vor. 
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10 - 2 . Scbwach amgaläie Stdlen^). Ist der Punkt x = 0 ' schwach 
singulär, so lautet das System (l) 

(4) (P = l »). 

«-1 

WO die /p ^ durch (2) gegeben sind und die dort angegebenen Eigenschaften 
haben. Man gehe in das System (4) mit dem Ansatz 

(5) = 

hinein; dabei soll jedes 

(6) <Pp(^) = U Cp.r^ 

p-0 

in einer gewissen Umgebung der Stelle a? = 0 konvergieren, und es sollen 
nicht alle ^ den Wert 0 haben. Aus (4) wird dann 

( 7 ) ^Vp=fp,l9>l-\ f- (4,p — \-fp,n9>n (p = l, 

und insbesondere für a: = 0 

(8) 4.i(0) C1.0 + • • • + [fp,pW-r] ^ + . . . + 4 „(0) == 0 

(p = 1, . . ., n) . 

Da die q nicht alle den Wert 0 haben sollen, muß r eine Lösung der 
Index- Gl (charakteristischen Gl) 

(9) i’(r) = 0 mit J^(r) = Det. 
sein. 

Es sei r eine derartige Lösung (Index). Dann können Zahlen q, . . 
®n,o gewählt werden, daß sie die Gien (8) erfüllen und nicht alle Null 
sind. Trägt man (6) in (7) ein, so erhält man durch Vergleich entsprechen- 
der Potenzen von x für jedes k = 1, 2 , . . . ein lineares GlsSystem 

(10) ^ [oW — (r + k) ep_ ,] Cp. * = — ^ ^ c^.r (P = 1 ») • 

Gibt es zu r keine Lösung der Index Gl, die sich von r um eine ganze Zahl 
unterscheidet, so können aus (lo) für k = 1 die Zahlen i berechnet 
werden, sodann {k = 2) die Zahlen 2 ’ ^ Indices, die sich 

von r um eine ganze Zahl unterscheiden, so ist die Berechnimg der 
ebenfalls möglich, wenn aus dem System der Indices, die sich um eine ganze 
Zahl unterscheiden, für r der '„größte“ Index in dem Sinne gewählt wird, 
daß keine der Zahlen r + 1 , r + 2 , . . . ein Index ist*). Die mit den so aus 
(10) erhaltenen , gebildeten Reihen (6) konvergieren in einer Umgebung 
von a: = 0 und die mit ihnen gebildeten Funktionen (5) stellen in dieser 


1 ) Vgl. 18.2. 

*) Diese vorsichtige Ausdrucksweise ist nötig, weil r komplex sein kann. 
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(von z ^ 0 au^eschnittenen) Umgebung eine Lösung des Systems (4) dar, 
wobei die Potenz af noch irgendwie so zu normieren ist, daß sie in der au^- 
schnittenen Umgebung eine reguläre Funktion ist. 

Sind Indioes vorhanden, die sich von dem „größten'' Index r um eine 
ganze Zahl unterscheiden (dazu gehört auch der Fall, daß r eine mehrfadie 
Lösung der IndexGl ist), so laßt sich mit der gefundenen Lösung das System 
nach 9*3 reduzieren und auf das neue System wieder das geschilderte Ver- 
fahren anwenden. Man erhält dann im allgemeinen Lösungen, die noch 
logarithmische Faktoren enthalten^). 

Das ist das von L. Sauvage, Annales £cole Norm. (3) 3 (1886) 391—404, beschrie- 
bene Lösungsverfahren; für ergänzende Betrachtungen s. auch Ir. Sauvage, ebenda 
(3) 5 (1888) 9-22; 6 (1889) 167-182; 8 (1891) 285-340; J. Ä. Nyawander, Americ. 
Journ. Math. 51 (1929) 247—264. Das Lösungsverfahren von Frobeniua (s. 18*2) 
läßt sich ebenfalls auf Systeme von DGlen übertragen; dazu vgl. E, Orünfeld, Denk- 
schriften Wien, 54x1 (1888) 93—104; E, Hille, Annals of Math. (2) 27 (1926) 195 
bis 198. Für eine besonders elegante Darstellung des Existenzbeweises für die Lö- 
sungen des Systems (4) mit Matrizenrechnung s. A. Schmidt, Journal für Math. 179 
(1938) 1—4. Mit Hilfe des Produktintegrals von Voüerra und Schlesinger sind diese 
Fragen behandelt von O, Rasch, Journal für Math. 171 (1934) 65—119. 

Für Systeme 

« 

yp{*)=^ Svp,,(x)y, (p=i, 

f-1 

in denen die elliptische Funktionen von x mit gemeinsamen Perioden 

Oj, o), und nur ei^achen Polen sind, s. W. L. Miser, Transactions Americ. Math. 
Soc. 17 (1916) 109-129. 

Für Untersuchungen über Systeme mit periodischen Koeffizienten (Analogon 
zu Floquets Theorie von 18-7) s. F. R. MouUon — W. D. MacMiUan, Americ. Joum. 
Math. 33 (1911) 63—96. 

Für Hillsöhe Systeme 

Vq (P = 1» • • •» ») 

^-1 

mit periodischen Funktionen s. 0, Lemaitre — 0. Oodart, Acad. Belgique Bulle- 
tins (6) 24 (1938) 19—23. L, Cesari, Memorie Accad. d’ltalia (6) 11 (1940) 
633-695. 

In dem System (4) ist als Sonderfall die lineare DGl 18*2 (5) 

^ gM) y*”’ = 0 

»■•0 

enthalten ; sie geht für 

yi(*) = y. y*(*) = »yl y«(*) = *yi-i 

in ein Syatem (4) über*). 

*) Vgl. daen i8>2. 

>) E. Hilk, Anmls of Uatb. (2) 27 (1926) 195-196. 
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Für reelle Veränderliche hat 0. Dunkel^) Systeme von ähnlicher Ge- 
stalt wie das System (4) untersucht: 

n 

* =i7 K» + *4*(*)] y» (p = 1 , • . «); 

dabei sind die Konstante, die Funktionen ^ (a;) für 0 < a; < a stetig 
und für 0 ^ a; < a absolut integrierbar. 

10*3. Stark singidäie Stellen. Ist die Stelle x = 00 stark singulär, so 
hat das System nach (3) in einer Umgebung von ar = 00 die Gestalt 

(11) (*) = »• 9 f , , (*) y, (p = 1 «) 

»-1 

mit 

p-0 

wobei nicht aUe den Wert 0 haben und a eine ganze Zahl ^ 0 ist; 
a + I ist ^er Rang der singulären Stelle. 

Geht man mit dem Ansatz 

(12) Vj, = c^<*> 3 f q>^(x) (p = 1 n) , 

« af+i °° 

9’p(*)=i7 «»..**■* 

p -0 ^ *-0 

in das System (ii) hinein, so lassen sich durch Vergleich entsprechender 
Potenzen von x die Zahlen 8 , ^ bestimmen*). Die Zahl r = ist eine 

Lösung der IndexGl 

Det. |<>,-rv,| = 0. 

Hat diese Gl mehrfache Lösungen, so entstehen Komplikationen. Sind die 
Lösungen sämtlich verschieden, so bekommt man für das System (11) 
formale Lösungen, die im allgemeinen divergieren, aber in gewissen Ge- 
bieten asymptotische Darstellungen von Lösungen für |x| ->oo liefern. 
Durch Einführung verallgemeinerter Laplace-Integrale kann man konver- 
gente Darstellungen von Lösungen erhalten*). 

Ist x = 0 singuläre Stelle und hat das System die Gestalt 

!^(*) = X y* ^ 

*-i 

^) Frooeedings Americ. Aood. 38 (1903) 341—370. 

*) Das scheint bisher nur durohgeführt zu sein, nachdem zuvor das System ( 1 1 ) 
in eine „kanonische** Gestalt gebracht ist. 

•) Jnce, Diff. Equations, S. 469— 493. •(?. D, Birlthoffp Transactions Americ. 
Math. Soc. 10 (1909) .436- 470. J. Rom, Jahresbericht DMV 24 (1916) 309-329; 
25 (1917) 74—83. Für die Heranziehung von Integralen s. auch J. Pieret, 
Americ. Math. Monthly 43 (1936) 630— 639. 
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wo die ganze Zahlen ^ 0 mit einer Summe a = ^ < n und die/^,^ 

an der Stelle x == 0 regulär sind, so hat das System mindestens n — a 
linear unabhängige, an der Stelle x = 0 reguläre Lösungen^). 


11. Verhalten der Lösungen für große x. 


Die unabhängige Veränderliche x ist jetzt wieder reell. 

(a) Sind in dem System 

y'pi^) Vt = 1 ») 

«-1 

die fp^q(x) stetig und beschränkt für x ^ Xq, so gibt es zu jeder Lösung 
ifiix), . . y„(ar) eine (von dieser abhängende) Zahl A, so daß 

yp[x) -> 0 für X -^oo und p = 1 n 

ist. Denn*) nach einem von Liapounoff viel verwendeten Schlußverfahren 
ergibt sich für 


= S^v^P=S ifpp - -*) 4 + Sfp.t^p • 


Die rechts stehende quadratische Form ist für hinreichend großes X 
negativ definit, daher nimmt ^ monoton ab, also sind die be- 
schränkt. ^ 


(b) In dem System 


n 

(I) y; (*) = 4 (*) Vp + i7 fl'i., « (*) »f (p = 1 

seien die und ^ stetig für x ^ Xq, ferner gp^^{x) 0 für x c» (also 

z. B. alle g^, ^ = 0). 

Ist R/i>R/p + c (c>0; p = 2, ...,n), 

so hat (i) eine Lösung yi{x), . . ., y„(x) mit 

^ 0 (p = 2, . . ., ») und — /ij 0 für X -► cx); 

es gibt ein Hauptsystem von Lösungen dieser Art. 

Ist sogar 

R/p > R/p+i + c (c > 0; p = 1, . . ., n — 1) , 

’) F. Lettenmeyer, Sitzungsberichte München 1926, S. 267—307. 

*) Inoe, Diff. Equations, S. 155f. Für schärfere Aussagen s. 0, Perron, Math. 
Zeitschrift 31 (1930) 748—766. J. Letknmeyer, Sitzungsberichte München 1929, 
S. 201—252. H, Schmidt, ebenda 1931, S. 85 — ^90. M. Fukuhara, Japanese "Journal 
of Math. 8 (1931) 17—29, 143—157, 
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A. { 3. Systeme Ton linearen Differentialgleichungen. 


so gibt es ein Hauptsjrstem von Lösungen 


so daß 


yp. 1 (*). • • •. Vp, «(*) (p = 1, . . n) , 

— ->^ 0 (g + p) und ~/p) ® * 

y«.® 'y®. p / 


ist ; sind insbesondere die konstant, so lautet die letzte Beziehung 


Allgemeiner lassen sich Aussagen ähnlicher Art auch über die Lösungen 
eines Systems 

y'p = IJ fp.i i^) y, n) 

«-1 

machen, bei dem die ^ für x -^oo Grenzwerten zustreben ^). 


12. Systeme, die von einem Parameter abhängen.^) 
(a) Aus den letzten Zeilen von 5*4 folgt: In dem System 


n 


(I) 

y'pix)=U fp,,(^.e)y, 

(P = 1 ») 




sei 



(2) 

00 

fp.,{^>Q) =U 9 p.t, 



r-0 


dabei sollen die im Intervall a^x^b stetig sein und für 

zwei positive Konstanten O, r die ünGlen 

erfüllen, so daß die Reihen (2) für a^x^b, |p| <r konvergieren und 
stetige Funktionen von x darstellen. Dann hat das System (i) ein Haupt- 
system von Lösungen 

y^.i Q)^ • • •» y*.n («» Q) (* = 1, . . n ) , 
die als Funktionen von q für |^| < r regulär analytisch sind; speziell hat 
jede Lösung ^^(x, p), . . (x, p), deren Anfangswerte an der Stelle x = a 
nicht von p abhängen, jene Eigenschaft. 

1) 0. Perron, Journal für Math. 142 (1913) 264-270; 143 (1913) 26- 50. 

*) 0. Perron, a. a. 0. T. Peyovück, Bulletin Soc. Math. France 61 (1933) 86—94. 

*) Vgl. 6*3. 0. Perron, Sitzungsberichte Heidelberg 1918, 13. und 16. Abhand- 
lung; 1919, 6. Abhandlung. J. Tamarhin — A. Besicovitch, Math. Zeitschrift 21 
(1924) 119-126. 



12. Systeme, die von einem Parameter abh&ngen. 
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(b) Hat das System die Grestalt^) 

n 

(*) = Qfp (*) yp+ qS 9p.il (*' e) y» (p = i. • • •. ») , 

4r«i 

wo die /p, für a ^ a; ^ 6 und alle hinreichend großen q stetige Funk- 
tionen von X sind und weiter 

( 3 ) RA(*)>R/p(*) (P=2 n) 

|fl'p,,(*.e)| <fl'(e) mit y (e) -»■ 0 für e -> oo 
ist, so gibt es eine Lösung (x, ^), . . q), so daß die die Gestalt 

Pp = ß»p (X, e) exp e j^/ A(ar) dx + ip {x, e)j (p = 1 n) 

mit coi s 1 haben und dabei für ß -> oo gleichmäßig in a ^ a; ^ 6 
ip (X, Q)=0{g (q)), <üp (x, q)=0 (ff (e)) ^p > 1 ) , 
g = 0(ffff(e)), ^ = 0 {Qg(Q)) (p>l) 

ist; es gibt sogar n linear unabhängige Lösungen dieser Art. 

Gilt statt (3) schärfer 

R/i(^) > R/2W >•••>»/« (^)> 
so gibt es ein Hauptsystem von Lösungen 

Pt, 1 (*. q ) Pi, (h = l,...,n), 

SO daß die die Gestalt 

Pt, p = "i. p (*) exp ff [/ /t (x) + % (*. e)] 

mit 1 haben und dabei (4) mit p p + k statt y,o>p, p > 1 gilt. 

(c) In dem System 

(5) j^(») = e"/p(*)Pp + e”~^,^Pp,,(*.e)p, (p = i, 

»-1 

seien m eine natürliche Zahl, die ffp,,(x, p) gleichmäßig für a^x^b 
durch asymptotische Entwicklungen 

00 

(6) Pp, , (X. e) ~ i7 Pp, r (*) Q~’ 

r-0 

für p ->oo darstellbar, die und 9p, beliebig oft difFerenzierbar. 

Ist außerdem 

( 7 ) RA<*)>R 4 (a?) (P==2,...,n), 

Bie Funktionen dürfen komplexe Werte haben; x und g sind reell. 
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A. § 3. Systeme Yon linearen B^erentialgleiohnngen. 


so gibt es eine Lösung (x, g), . . y« (a?, ß), för die gleichmäßig im Inter- 
vall a^x^b 

y,(x) ~ |exp e" ^ h^{x) ß-" JJ ß)p, ,(*) ß^' 

l /i-O »-0 

für ^ oo ist ; dabei sind die rechts stehenden Ausdrücke so zu berechnen, 
daß sie das System (5) formal erfüllen; die bei der formalen Berechnung der 
imd aufbretenden Integrationskonstanten können beliebig gewählt 
werden, man erhält z. B. 

= f fiix) dx , a)i,o + 0. <Ws,o = --- =‘"»,o = 0- 
Gilt statt (7) schärfer 

(8) R/iW>RA(x)>...>R^(a:), 

so gibt es ein Hauptsystem von Lösungen 

Vk, 1 e)» • • •» Vk^n (I; = 1. . . n) , 

für das gleichmäßig in a < a; ^ 6 

vt.p ~ exp je* 5 S 

i Ai-O j .^-0 

für Q 00 ist, wobei wieder die obigen Bemei^ungen gelten, jetzt jedoch 

0 ’ ^kp *, 0 ^ ^ > ^kp r, 0 ~ ^ P 4 ^ ^ 

ist. 

Ist m = 1, so kann in (7) das Gleichheitszeichen zugelassen werden, 
wenn 

fi(^) =#/p(^) für p=j= 1 und a^x^b 

ist. Ebenso kann in (8) das Gleichheitszeichen zugelassen werden, wenn 

fp(^)+f 9 (x) fürp4=gundo^«^6 
ist. 

13, Lineore Systeme mit konstonten Koeffizienten. 

18 - 1 . Homogene Ssrsteme^). Es handelt sich jetzt um das System 

(I) ^%pnyn (p = i, n), 

wo die ^ gegebene Konstante sind. Ein solches DGlsSystem wird 
auch d’Alembertsches System genannt. 


Vgl. z. B. Kamkcp DQlen, S. 179—193. 



13. laneaie Systeme mit konstanten Koefißsienten, 
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Ist «Q eine reelle r-fache Nullstelle des charakteristischen Poly- 
noms 



«1.1 -< 

«1.2 

• «1.« 

(2) 

«*.l 


• «2.« 


«1^1 

««,2 • • 

• ««.»-« 


so gibt es r linear unabhängige Lösungen des Systems (1) von der Gestalt 

(3) »1 = -P». 1 (*) «*•* y. = P*. « {*) «*'*. (Ä = 1 r) 

wobei jedes ^ ein Polynom höchstens (Ä — l)-ten Grades ist^). Ist 
eine nicht-reelle r-fache Nullstelle, so gilt dasselbe, wenn für die 
Polynome mit komplexen, Koeffizienten zugelassen werden; die Aufspal- 
tung der Funktionen (3) in Real- und Imaginärteil ergibt dann ein System 
von 2 r linear unabhängigen reellen Lösungen von (i). Wird in dieser 
Weise für jede reeUe NullsteUe von (2) und bei nicht-reellen Nullstellen 
jeweils für eine der beiden konjugiert komplexen Nullstellen ein System 
linear unabhängiger Lösungen aufgestellt, so bilden diese Systeme zu- 
sammen ein Hauptsystem von Lösungen. Jede Lösung von (i) läßt sich 
also aus Lösungen der eingangs beschriebenen Art additiv zusammen- 
setzen. Die Lösungen (3) findet man im allgemeinen am ein&chsten, indem 
man mit dem Ansatz (3) in (i) hineingeht. 

18 - 2 . AUgememm Systeme. Es sei das System 

(4) ^p..»(D) =/»(*) {»' = 1, . . .. ») 

gegeben, wo D = ^ ist und die Py^^(w) Polynome mit konstanten Koeffi- 
zienten sind. 

Nach 14 kann das System, falls in ihm Ableitungen höherer Ordnung 
Vorkommen, in ein System übergeführt werden, das nur Ableitungen 
erster Ordnung enthält. Läßt sich dieses weiter auf die Gestalt (i) bringen, 
wobei jetzt allerdings auf der rechten Seite auch noch „Störungsfunk- 
tionen*‘ g^(x) auftreten können, so kaim man das zugehörige homogene 
System nach 13*1 und dann weiter das unhomogene System nach 8-3 lösen. 

Unter den Lösungen befindet sich also (h = 1) stets eine Lösung der Gestalt 

= y, = C,e***. 

und wenn ( 2 ) n verschiedene Nullstellen s,i hat, gibt es n linear unab- 

hängige Lösungen der Gestalt 

y,,i (» = i »)• 
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Einfacher ist jedoch vietfisich folgendes Verfahren; Es sei die 

zu Pp^g{u) gehörige Adjunkte in der Determinante 

J(«) = Det. lP,^j(«)|. 

Da man mit Differentialausdrücken P(D) wie mit Polynomen P(u) rechnen 
kann, solange man sich auf Addition und Multiplikation beschränkt, 
müssen die Lösungen des Systems (4) auch den DGlen 

^(0)y, = 

A-1 

genügen. Das sind DGlen von dem T3rpus 22*2 (3). Man kann daher nun 
sagen, von welcher Gestalt die Lösungen des Systems (4) sein müssen, 
und die Lösungen selbst finden, indem ;man* mit dem entsprechenden 
Ansatz in das System (4) hineingeht. Dabei ist zu beachten, daß bei dem 
allgemeinen System (4), wie das Beispiel C 8*26 zeigt, Komplikationen 
aufbreten können. 

Zur Anwendung der Laplace-Transformation in den Fällen 13*1 und 
13*2 s. DoeUch, Laplace-Transformation, S. 329 — 334. Vgl. auch 19*3. 


§4. Allgemeine Differentiolgleichungen n-ter Ordnung. 

14. Die explizite Differentialgleichung = /(», 

Lösung, Integral der DGl 
(I) y' 

wird jede n-mal differenzierbare Funktion y = ip(x) genannt, welche die 
Gl erfüllt. Die DGl ist offenbar gleichwertig mit dem aus n DGlen erster 
Ordnung für die Funktionen y^(x), yi(x )^ . . ., y^^^iix) bestehenden DGls- 
System^) 

yi = yi. yi = y* y»-j = y»-i. yU =/(».yo.yi y«-i)- 

Daher ergeben die Existenz- und Eindeutigkeitssätze sowie die Lösungs- 
verfahren von § 2 unmittelbar entsprechende Tatsachen für die DGl (l). 
Hervorgehoben sei: 

Ist die Funktion f(x,y ^,., ., in dem Gebiet ® (z, . . ., y^.^) 

stetig, so gibt es für jeden Punkt von (b mindestens ein 


Die oben angegebene Transformation ist nicht die einzige, durch welche die 
DGl (i) in ein System von DGlen erster Ordnung übergeführt wird. Vgl. dazu io*2 
(gegen Ende) und 25*2 (c). 
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Integral y = q)(x), das in einer gewissen ümgebui^ von S definiert ist 
und die Anfangsbedingungen 

v'iS)=Vi 

erfüllt ; befriedigt / noch eine Lipschitz-Bedingung 

«--1 

l/(*. yo y*-i) -f(x> yo. • • •> Vn-M^^SlVp - y„|. 

p—0 

SO gibt es genau ein derartiges Integral. 

Vgl. z. B. Kamke, DGlen, S. 224f. Für Methoden der praktischen Integration 
8. auch § 8. 

Bei den DGlen höherer Ordnung spielen neben den Anfangswertauf- 
gaben, bei denen für die gesuchte Funktion an einer Stelle der Wert der 
Funktion und der n — 1 ersten Ableitungen gegeben ist, noch Randwert- 
aufgaben eine wichtige Rolle, bei denen die Werte der Funktion und einiger 
ihrer Ableitungen oder Gien zwischen diesen für verschiedene Stellen x 
gegeben sind. Vgl. hierzu B. 

15. Besondere Typen der Differentialgleichung 
P (*> Vf y'j • ♦ •» if*"’) * 0. 

161. Exakte DiftenntialflMchimgeii. Die D61 

(i) F(x,y,y',...,^*^)=f(x) 

heißt exakt, wenn es eine Funktion 0 (x, ti^, uj gibt, so daß 

identisch in den Variabein x, Uq, . . 

F (X, Mo , . . mJ + «, 0 ., + • • • + 
ist. Eine exakte DGl läßt sich auf eine solche niedrigerer Ordnung zurück- 
führen, da eine n-mal differenzierbare Funktion (p(x) offenbar genau dann 
eine Lösung von (i) ist, wenn 

(x, q>, (p ', . . = / f(x) ix 
ist. 

Hat F (x, Uq, . . uj stetige partielle Ableitungen bis zur n-ten Ord- 
nung und soll 0 stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 
haben, so ist die Bedingung dafür, daß die DGl (i) exakt ist : Die Funk- 
tionen A^F müssen von unabhängig sein, und es muß = 0 sein; 
dabei ist 

j + «1 . 

= A,F . 

Insbesondere darf also nur linear in F Vorkommen. 

Vgl. Encyklopädie IIj, S. 266. Fartffih Jacobsthal, DGton, S. lOlff. Oemraoi, 
Cours d'Aiial3^ II, 8. 452. 
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A. { 4. AUgemeine DifierentiaJf^eichungen n-ter Ordnniig. 


15*2. QMdigndige DiBtorentialgleiehii^^ Es sei P (x, yj 

eine ganze rationale Funktion oder allgemeiner eine Summe von Gliedern 
I>ieDGl 

P(ic, y,y'y - == 0 

heißt gleichgradig oder homogen in erweitertem Sinne, wenn für 
passend gew&hlte Zahlen r und i, die nicht beide Null sein sollen, alle 
Glieder in 

von gleichem Grad sind. 

(a) r 4 = 0 ; es kann dann stets r = 1 gewählt werden. Die DGl geht dann 
durch die Transformation 

y(*) = |*N(f). f = log 1*1 

in eine DGl über, in der f nicht explizite vorkommt, die also nach 15-3 (a) 
auf eine DGl niedrigerer Ordnung zurückgefuhrt werden kann. 

(b) r = 0 . Die DGl geht für u(x) = -y in eine solche niedrigerer Ord- 
nung über. 

ForsytA^JacobstAal, DGlen, S. 98—101. 

15-3. In der Differentialgleichung kommt x oder y nicht explizite vor. 

Die Lösungen y = y(x), für die y' = 4 = 0 ist, besitzen Umkehrfunk- 
tionen X = x(y), so daß p(y) = y' (x(y)) eine Punktion von y und weiter 

wird. Dadurch geht die DGl in eine DGl (n— l)-ter Ordnung für p{y) 
über. Ist j) = 9 >(y) 4= 0 eine Lösung der neuen DGl, so liefert 

»= fJlL 
J viv) 

eine Lösung der ursprünglichen DGl. 

(b) 

Für p{x) = y' entsteht die DGl (n— l)-ter Ordnung 

F(x.p,^,...j^-^>) = 0. 


•) V|J. such 4.7. 



i6. Allgemeine lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung. 
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§ 5. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung. 

16. Allgemeine lineare Differentialgleichtmgen n-ter Ordnung. 

16-1. Allgemeine Vorbonerkangen. Die allgemeine lineare D 61 n-ter 
Ordnung ist von der Gestalt 

(I) -/(*) • 

r-0 

Über die Koeffizienten/^ und/ wird vorausgesetzt, daß sie in dem betrach- 
teten Bereich stetig oder (vgl. i8*l) meromorph sind; ferner soll /» + 0 
sein oder nur einzelne isolierte Nullstellen haben. 

Die D 61 heißt homogen oder verkürzt, wenn /(a;)~0 ist. Im 
allgemeinen Fall heißt / Störungsfunktion. 

Ist ^{x) eine Lösung der allgemeinen DGl (l), so liefert y>{x) (p{x) 

aUe Lösungen dieser DGl, wenn <p die sämtlichen Lösungen der zugehörigen 
homogenen DGl durchläuft. Da man nach 16*4 die Lösungen der allgemeinen 
Gl (i) aus denen der homogenen Gl durch bloße Quadraturen finden kann, 
ist die Behandlung der homogenen DGl besonders wichtig. 

Die DGl (I) geht durch die in 14 angegebene Umformung in ein System 
linearer DGlen erster Ordnung über. Aus den in § 3 für lineare Systeme 
angegebenen Sätzen kann man daher auch unmittelbar die entsprechenden 
Sätze für die DGl (l) ableiten. 

16*2. Ezisteiii- und Eindeutigkeitssatz. LöBungBveifahren. Sind die 
f^{x) und f{x) für a < x < 6 stetig und ist dort ferner /^ 4= 0, so gibt 
es für jedes Wertesystem • • •» Vn-i genau eine Lö- 

sung y (p{x) der DGl (i) mit den Anfangswerten 

(f ) = {$)=Vn-i’ 

und diese Lösung existiert im ganzen Intervall a <x <b. 

Vgl. z. B. Karnkty DGlen, S. 232. Aus dem Ezistenzsatz 5-3 ergibt sich ein all- 
gemeinerer Satz; für n = 2 vgl. dazu if. Bdcher, Annals of Math. (2) 6 (1904— 06) 
49-63. 

DGlen mit fastperiodischen Funktionen als Koeffizienten sind untersucht von 
H. Bohr — O. Neugebauer, Nachrichten Göttingen 1926, S* 8—22. 8, Bcchner, 
Math. Annalen 103 (1930) 588—697. B, H, Cameron, Acta Math. 69 (1938) 21—66. 

Ö. Floquet, Annales £cole Norm. (3) 4 (1887) 111—128, hat die DGl 

= 27 <“.(*) 

r-O v-0 

behandelt; dabei sind = 1, die andern /, periodische Funktionen mit der gemein- 
samen Periode m, und die cd, Funktionen, für die (x + m) — s cs^lx) mit konstan- 
tem e gilt. 
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Für Lösiuigsvei&hren s. 14, 8*2, das Reduktionsverfahren 16*4 und 
18, 19. 

Manchmal ist auch folgende einfache Bemerkung nützlich: Die linke 
Seite von (i) sei mit L(y) bezeichnet; sind Ui{x),u^{x) Lösungen der 
DOlen 

L(Ui) =/j(a:), » 

so ist ^ Lösung von (i) mit / ==/i +/2^)* 

Führt man (allgemeiner als in 22*2) den Differentialoperator 

(2) P(D)=^/,(x)D' mit Jy = £i 

r-0 

ein, so nimmt (i) die Gestalt 

P(D)y=f(x) ■ 

an. Man kann noch etwas allgemeiner den Operator Q (D) durch 

+00 

( 3 ) Q(D)y= £ Q^(x)Ty‘y 

— 00 

einführen, wobei für natürliche Zahlen k der Operator D~* y das ik-fach 
iterierte Integral 

D-*y = I*y = J . . . I y(x) dJ‘ = / y{t) dt 

bedeuten soll. Für zwei derartige Operatoren F, Q soll 
P(D)Q{J))y = F(D)y 

den DAusdruck bedeuten, der entsteht, wenn man erst Q(D) y bildet und 
auf diese Funktion dann die Operation P(D) anwendet. 

Um die DGl (i) zu lösen, bestimmt nun /. M, Sheffer^) zu dem Ope- 
rator (2) einen inversen Operator Q, d. h. einen Operator (3), so daß 

(4) Qß>) i*(D) y = Pp) <?(D) y = y 

L. BruwUr, Mömoires li^ge (3) 16 (1931) 8. Mömoiie, hat dieses auf den Fall 
ausgedehnt, daß f(x) eine formale Fourier-Entwicklung 

^ cw oe 

/(*) ~ ^ + 2" = Efm{x) 

^ m-1 m-O 

hat. 

*) T6hoku Math. Joum. 39 (1934) 299—316; Referat von M, Müüer im Jahr- 
buch FdM 60ji (1984) 1106—1108. V^. auch L. Fantappii, Memorie Accad. d’Italia 
1 (1930) Nr. 2. 



i6. AUgemnne linM» Düferentialt^eiohongen n-ter Oidnnng. 
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für bdiebige hinreioheiid oft difterenzierbare Funktionen y(x) gilt. 
erh&lt dann (^nbar eine Lösung von (l) in der Gestalt 

(5) y = e{D)/(*). 


Durch Ertragen von (2) und (3) in (4) erhält n>an Gien zur Bestinunung der 
Q^, wobei noch Q^ — 0 für —n vorgeschrieben werden kann. Aus 
(5) wird dann 

y = f H{x, t)f(t ) Ä mit H (*, t) = JJ ; 

X« »-ft ' '* 

dieses Verfahren fallt somit unter das Lösungsprinzip 19. Für Einzelheiten 
und insbesi die Konvergenz der auftretenden Reihen s. Sheffer, a. a. 0 . 
Dort wird der Fall behandelt, daß x eine komplexe Veränderliche ist, aber 
das Verfahren kann auch bei reellem x anwendbar sein. 


16-8. Beseitigung des zweithöchstm Gliedes. Hat 

Ableitung (n— l)-ter Ordnung und wiixi 


fn 


eine stetige 


«(x) = exp '**) 

gesetzt, so ist 

wieder eine D 61 von dem Typus (i), jedoch hat den Koeffizienten 
Null; die Lösungen der letzten DGl hängen mit den Lösungen q> der 
ursprünglichen DGl (l) durch 93 = y)u zusammen. 

Vgl. z. B. Kamlee, DGlen, S. 238f. 


16-4. Reduktion der unhomogenen tnl die homogene DiBerential« 
gieichung. Es seien die Voraussetzungen von 16*2 erfüllt. Bilden 
q)i(x), . . ., fp^(x) ein Hauptsystem von Lösungen der zu (i) gehörigen 
homogenen DGl und ist W^(x) die Determinante, die aus der Wronski- 
schen Determinante (vgl, 17-1) W dieses Hauptsystems hervorgeht, wenn 
man die r-te Spalte durch 0 , . . ., 0 , / ersetzt, so sind die Funktionen 

v(®) = ff,{j)w\x) *** 

die Lösungen von (i). Jede lineare DGl kann daher unter den ang^iebenen 
Voraussetzungen im Prinzip als gelöst angesehen werden, sobald die zu* 
gehörige homogene DGl vollständig gelöst ist. 

Vgl. z. B. Kamke, DGlen, S. 243f. Für die Lösung der DGl (i) mit Hilfe einer 
Grundlösung der homogenen DGl s. 17 - 4 . 
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A. I 6. lineare Differential^eichiingen n-Ux Ordnung. 


IM. Vgriutten der LOeongn für groBe In der DGl (i) seien die 
Koeffizienten f,(x),f(x) für alle z ^ Xq stetig, weiter sei/„ = 1 

und für z -» oo 

/,(»)-♦ o, (r = 0, 1, — 1), Oa 4=0; f(x)-fa, 
scMießlich seien die Nullstellen des „charakteristischen Polynom^*' 

(6) + l-«o 

sämtliche reell und verschieden. Dann hat (i) eine Lösung y(x), so daß für 
ar ->oo 

(7) ^*'^-►0 (v=l, ...,n) 

ist. Sind alle Nullstellen von (6) negativ, so gilt (7) für jede Lösung von (l). 

17. Homogene lineare Differentiolgleichungen n-ter Ordnung. 

17-1. EigemKhaitai der LOsnngen tind Erirtenwätee*). Über die ho- 
mogene DGl 

(I) ' = o 

r-0 

wird in 17*1 bis 17*4 durchweg vorausgesetzt, daß die f^(x) für a < a? < 5 
stetig sind und daß 4= 0 ist. 

Offenbar ist y = 0 Lösung jeder DGl (i). Diese Lösung wird als tri- 
viale oder uneigentliche Lösung bezeichnet, während als eigent- 
liche Lösungen nur solche gelten, die ^ 0 sind. 

Hat man p Lösungen 9)1 (x), . . (pp(x) der D 61 (i), so ist jede lineare 
Komposition Cj + * • * + beliebigen Konstanten ( 7 , auch eine 

Lösung. Je p Lösungen sind für p>n linear abhängig, d. h. es gibt Kon- 
stante C,, die nicht alle Null sind und für die + • • • + 0 ist. 

Für je n Lösungen Pi, • • -fPn beliebigem a < { < 6 die Wron- 

skische Determinante 





Vn) = 


. ., 9>;(z) 


9»{"-‘>(z), . 

. ., ,,i-»(z) 

X 


= ^ • • ■. exp y ’ 


>) 0. Pemm, Mirth. Zeitschrift 6 (1920) 161-166; 17 (1923) 149-162. Für 
weitergehende Untersuchungen s. H, Späth, Math. Zeitschrift 30 (1329) 487—613. 
Vgl. auch 0, Pernm, Math. Zeitschrift 1 (1918) 27— 43. 

>) Vgl. z. B. Kamke, DGlen, 8. 23lff. 
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also konstant, wenn ^ 0 ist. Von n Lösungen sagt man, sie bilden ein 
Hauptsystem von Lösungen, weim me linear unabhängig sind oder, was 
auf dasselbe hinauslauft, wenn ihre Wronskische Determinante 4= 0 ist ^). 

Unter der Vorauseetsung, daß die auftretenden Wronskischen Determinanten 
keine Nullstelle haben, läßt sich die linke Seite der DGl (i) als „Operatoren-Produkt^* 


mit 


=/« 

r— 0 






• • * 


F? 


D 


w w w ^ 

" 1 " 0 "1 





schreiben. Frobenius^). 0, Mammana, Atti Accad. Lincei (6) 9 (1929) 538— >544, 
608—615. C. Mambriani, Atti del primo Congresso dell’Unione Matematioa Ita- 
liana, Firenze 1937 (Bologna 1938) 231—237. 

Der Existenzsatz i6*2 umfaßt auch die homogene DGl. Weiter gibt 
es stets Hauptsysteme von Lösungen; man erhält ein solches, indem 
man n Zahlensysteme 


Vp,Q* ‘ • •» Vp,n-l (v = 1, . . ., n) 

mit einer Det. [1;^^ | 4= 0 wählt und bei beliebigem a < f < 6 zu jedem v 
ein Int^ral 9?, mit den Anfangswerten %(^) = • • •» 

bestimmt. Die Gesamtheit der Integrale besteht aus den Funktionen, 
die sich aus einem Hauptsystem linear komponieren lassen. 


17-2. Reduktion der IMBerentialgleichung auf eine sol(die niedrigerer 
Ordnung. Die DGl (i) ist gleichgradig im Sinne von 15 2 (b), geht 
also durch die Transformation y' = yu(ä;) in eine DGl niedrigerer Ord- 
nung über, die aber im allgemeinen nicht linear ist. 

Keimt man eine Lösung (p{x) der DGl (i), so läßt sie sich durch die 
„Variation der Konstanten*' auf eine lineare DGl niedrigerer Ordnung 
zurückführen, indem man mit dem Ansatz y = C{x)q>(x) in die DGl 
hineingeht; man erhält daim für C{x) eine lineare DGl, die nicht C(x) 
selber, sondern nur die Ableitungen von C(x) enthält und sich somit in 
eine DGl niedrigerer Ordnung überfuhren läßt. Nur eine andere Formu- 
lierung ist das 

Reäuktionaverfcthren von d'Äkmbert: Ist ^^^(x) ein nirgends verschwin- 
dendes Integral von (l), so ist, weim y als eine beliebig oft differenzierbare 


^) Für Untersuchungen über die Wnmskische Determinante s. G. 

Journal für Math. 77 (1874) 245-257. if. Böcher, Bulletin Americ. Math. Soo. 8 
(1902) 53- 63; Annals of Math. (2) 17 (1915-16) 167f. L. OHando, Atti Accad. 
Lincei (5) 17 (1908) 717-720. P, Monfd, Journal de Math. (9) 10 (1931) 4l6ff. 
M. Frieket, Bulletin (Moutta Math. Soo. 29 (1938) 121-124, 
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Funktion von x behandelt wird, 

i7/r(®) ^ (»»i / » '*®) = ® 

eine lineare homogene DOl (n — l)-ter Ordnung. Ist 
Hauptsystem von Lösungen dieser B61, so sind die Funktionen 

fl. fl»! / fl ■ f«-l 

ein Hauptsystem von Lösungen der D61 (l). — • Kennt man für die DGl (i) 
schon w~l Lösungen q>i, . . mit einer Wronskischen Deter- 

minante Fr( 9 ?i, . . =+= 0 in a < re < ö, so ist für beliebiges (7 4 = 0 
jede Lösung der unhomogenen DGl (n — l)-ter Ordnung 

^(<Pi f,-i , y) = C exp dx^ 

ein Integral der DGl (i) und bildet zusammen mit q>i, . . 
Hauptsystem von Lösung 

Vgl. z. B. Kamke, DGlen, S. 242. Serret-SchefferSf Differential- und Integral- 
rechnung III, S. 6l3ff. Ch. de la ValUe Pemssin, Annales Bruxelles 29 (1905) 63—67. 

17*3. Ober die HuUstellen der Lösungen. Die mögen jetzt etwa 
noch beliebig oft differenzierbar sein. Sind yi{x), zwei eigentliche 

Lösungen der DGl (l) und sind Xi^x^ zwei aufeinanderfolgende Nullstellen 
von yx(x)^ während y^(x) an diesen beiden Stellen 4 ^ 0 ist, so ist die Ge- 
samtzahl der Nullstellen von y^(x) und y^ y^ — v'x Vt zwischen x^ und x^ 
(jede Nullstelle in ihrer Vielfachheit gezählt) eine ungerade Zahl^). Das 
ist eine Verallgemeinerung des Trennungssatzes 25*4 (b). 

17*4. Gnmdlösungen. Unter einer Grundlösung der DGl (i}‘) 
versteht man eine Funktion g(x,i), die in dem Definitionsbereich 
folgende Eigenschaften hat: 

(a) g (x, f ) hat in jedem der beiden Dreiecke 
a ^ X ^ f < ö und ^ x h partielle Ablei- 
tungen nach X bis zur n-ten Ordnung einschließ- 
lich, und diese Ableitungen sind in jedem der 
beiden Dreiecke stetige Funktionen von x, f ; 

(ß) 9 0 erfüllt in jedem dieser Dreiecke als 

Funktion von x die DGl (l); 

^) C, N. Reynolds jr., Transactions Americ. Math. Soc. 22 (1921) 220— 229. 
Dort findet man noch weitere Sätze ähnlicher Art, aber mit komplizierterem Wort- 
laut; ebenso bei R. D. Carmichad, Annals of Math. (2) 19 (1917—18) 159—171 
und Americ. Journal Math. 44 (1922) 129—152. Vgl. auch if. Nagumo, Japanese 
Journal of Math. 5 (1928) 225-238. 

’) Die am Anfang von iy»i genannten Voraussetzungen sollen jetzt für das 
abgeschlossene Intervall a^x^h erfüllt sein. 



Fig. 15. 
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(y) 9 (®» f) ^ ganzen Quadrat stetig und (n— 2)- 

mal nach x differenzierbar» alle diese Ableitungen sind dort stetige Funk- 
tionen von 

(d) für a <b ist^)*) 

(f + 0. f ) - (f - 0, f ) = ^ . 

Es gibt stets Grundlösungen. Eine solche ist z. B.» wie leicht nachzu- 
rechnen ist, 



ViiSh 

• •. yji) 

sgn {x — 

yU(h 

yUO 

2fn(S)W(i) 

yf*-»{l). 

■ ■ : yi"--’(f) 


yi(*). 

• yjx) 


dabei ist yi{x), . . .» y^{x) irgendein Hauptsystem von Lösungen der 
DGl (l) und W(x) deren Wronskische Determinante. 

Diese spezielle Grundlösung hat die Eigenschaft» daß bei ihr®) 

g (f . f ) = fl-; (f . f) fli-*’ (f . f ) = 0 

ist. Die Gesamtheit der Ghrundlösungen ist 

g (X, f) + Ci.(f) yi(x) + . . • + C.(f) y,(x) 

mit stetigen C,{f). 

Die Bedeutung der Grundlösung beruht darauf, daß 

y(x) = / g{x,i)f{S)dS 

a 

eine Lösung der unhomogenen DGI i6 (i) ist. 

17-6. Adjongierte. selbstadjangierte und anti-selhstadjniigierte Dille- 
rentialamdtflclce. lst/,(x) sowohl r,-mal als auch s,.-mal diSerenzierbar, 
so können die DAusdrücke 

(2) = [/,(*) 

IN-O 

und 

(3) L(y) = r(- 1) Lfrl*) y“'*]"'’ 

gebildet werden, falls y{x) so oft differenzierbar ist, wie Max (r, 
angibt. Der zweite Ausdruck Liy) heißt zu dem ersten adjungiert, und 

Manche Autoren haben bei der folgenden Gl auf der rechten Seite ein Minus- 
zeichen, nehmen also das obige — g als Grundlösung. 

*) Es bedeutet hier die p>te Ableitung nach x. 
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die D61 L(v) = 0 adjungiert zu L(u) = 0. Der adjungierte DAusdruck 
zu L{y) ist offenbar wieder L(yi). 

Sind alle s, = 0, so nehmen die obigen DAusdrücke die spezielle 
Gestalt 

(4) ^o(y) = ^/r y*”’ 
und 

(5) Z«(y) = ^(-ir(/,y)‘’* 

f-O 

an. Sind die in L sogar (r, + s^l-nial differenzierbar, so läßt sich L 
durch Produktdifferentiation auch in die Gestalt Lq (mit anderen /,) über- 
führen; es ist dann X(y) = £o(y)» adjungierte DAusdruck ist 

unabhängig von der speziellen Schreibweise des ursprünglichen Ausdrucks. 

L{y) heißt selbstadjungiert, wenn X(y) = L(y) ist; anti-selbst- 
adjungiert, wenn L(y) = — L(y) ist. Entsprechend heißen dann die 
DGlen Z(y) = 0 selbstadjungiert und anti-selbstadjungiert. Die selbst- 
adjungierten DAusdrücke sind 

also stets von gerader Ordnung. Die anti-selbstadjungierten DAusdrücke 
sind 

^(y) = +/.(*) 

y -0 

oder auch 

i(y) = y''"'’]'”} . 

»-0 

also stets von ungerader Ordnung. 

Selbstadjungierte DGlen spielen eine wichtige Rolle bei den Rand- 
und Eigenwertaufgaben B. 

17*6. Lagiangesohe Identität; Dizichletsohe und Oreensche Fonnein. 

Durch partielle Integration ergibt sich für s-mal stetig differenzierbare 
Funktionen U(x), V(x) 

/ £7« Vdx = (— 1)* / £7 F<*' da: + (- If £7<«> F*»”. 

Setzt man ü V = v, so gewinnt man aus der obigen Formel 

für den DAusdruck (2) die Dirichletsche Formel 

(6) J V L(u) da; == J da; + Ä (tt, v) 

»■•0 
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mit 

Ä («.») = 5 S (-1)' 

»-0 

Einen entsprechenden Ausdruck erhält man für j uL(v)dx. Subtrahiert 
man diesen von dem vorigen, so erhält man 

(7) / [i> L(tt) — « X(r)] dx = L* (u, v) , 

WO L* der bilineare DAusdruck 

»-0 J 

ist. Durch Differentiation nach x entsteht die Lagrangesche Identität 

(8) vL(u) — uL(v} = ^L* (tt, v) 

und durch Übergang zu einem bestimmten Integral die Greensohe 
Formel 

(9) / [f> i(u) — « I(p)] dx = [1* («, »)]* . 

« 

Für den speziellen DAusdruck (4) nimmt L* die einfachere Form 

LUu,v)^i; 

an. 

17* 7o Über die Lösungen adjungierter und exakter Diflerentialglei- 
ehungen. Aus (7) folgt: Kennt man eine Lösung v(x) ^ 0 der adjun- 
gierten DGl X(t;) = 0, so erhält man die Lösungen der DGl 

(10) L{y)^f(x) 

aus 

I'* (y» v) = / v(x)f(x) dx + 0; 

diese DGl hat eine niedrigere Ordnung als die ursprüngliche DGl. 

Ist insbesondere L der speziellere DAusdrudk (4) und 

(11) /o-/i +/i' - + ••• + (- irf:^ ^ 0, 

so ist die DGl (10) exakt (vgl. 15*1). Integriert man nun beide Seiten 
der DGl (10) nach x, so läßt sich wegen (ii) auch links die Int^pration 
ohne Kenntnis von y mit Hilfe partieller Integration ausfühien; man 
erhält für y wiederum eine DGl niedrigerer Ordnung. 

Die DGl L^{u) = f{x) wird durch Multijüikation mit einer Funi^on 
v(x) genau dann exakt, wenn v{x) der adjungierten DGl L^(v) ^ 0 genügt; 
ist dann ein Multiplikatör (integrierende* Faktor) dieser DGl. 
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Ist ein Hauptsystem von Lösungen für Lq{u) = 0 und 

W{x) die Wronskische Determinante dieser Funktionen, so sind 


t, = ^ 

' fn 


(v = 1, . . n) 


ein Hauptsystem von Lösungen für Lq{v) = 0, und es ist 
V, = 0 für Ä: = 0, 1, . . n — 2 , 

r-l 

Zu dem Letzten vgl. Darhoux, Theorie des surfaces II, S. 99ff 


18. Homogene lineore Differentialgleichungen mit singulären 

Stellen. 

18-1. Einteflang der singulären Stellen^). Über die Koeffizienten f,{x) 
der homogenen DGl 

(1) = o 

»-0 

wird jetzt vorausgesetzt, daß sie in einer Umgebung der Stelle a; = f 
meromorph, d. h. abgesehen von Polen regulär sind, und außerdem selbst- 
verständlich, daß f^(x)^ 0 und /q(x) ^ 0 ist. Durch Multiplikation 
der DGl mit einer passend gewählten Potenz (x — f)"* (m ganz) kann er- 
reicht werden, daß alle/^(x) an der Stelle f regulär sind, aber nicht alle 
an dieser Stelle den Wert 0 haben. Die Stelle f heißt dann eine regu- 
läre oder singuläre Stelle der DGl, je nachdem /^(|)4=0 oder 

/«(^) = 0 ist- 

Es sei nun f eine reguläre oder singuläre Stelle, also, soweit f^{x)^0 ist, 

( 2 ) 

wobei die oc^^O und ganze Zahlen sind, alle h^{S) =4=0 und alle h^(x) 
in einer Umgebung von x = f regulär, d. h. durch gewöhnliche, nach 
natürlichen Potenzen von x — f fortschreitende Potenzreihen mit dem 


Vgl. Ince, Diff. Equations, S. 160, 365ff. Die in dem Abschnitt i8 behandelten 
Dinge gehören einem eingehend untersuchten, umfangreichen Gebiet der Theorie 
der DGlen an. Vgl. dazu Encyklopädie II B 5 und 6; Ince a. a. 0.; Pode, Diff. 
Equations; Forsffth, Diff. Equations; Schlesinger, Handbuch der linearen DGlen. 
Für den Fall, daß die Koeffizienten f(x) in Dirichletsche Reihen entwiokelbar 
sind, 8. 8. Borofsky, Annals of Math. 32 (1931) 811>-829. 
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Anfiuige^lied A^(f) darstellbar sind. Es wird gefragt, ob die D61 Lösungen 
der Gestalt 

(3) y = — f)" (Co 4=0) 

/ i -»0 

hat; dabei darf (x — f)’’ bei nicht ganzzahligem r irgendeinen der regu- 
lären Funktionszweige bedeuten, die in der komplexen x-Ebene'' zulässig 
sind, die längs eines von ( ausgehenden Strahls aufgeschnitten ist (statt 
in der aufgeschnittenen Ebene kann man auch auf der Riemannschen 
Fläche von (x — ()' operieren). Als notwendige Bedingung für Lösungen 
der Gestalt (3) ergibt sich, daß r eine Nullstelle von F(r) sein muß, wo 
F(r) den Koeffizienten des Gliedes niedrigster Ordnung in 

(4) 

bedeutet. Die Gl F(r) = 0 heißt die Indexgleichung der DGl für die 
Stelle jede Lösung r ein Index. Ist { eine singuläre Stelle, so heißt 
sie schwach singulär (gewöhnlich: singuläre Stelle der Bestimmtheit, 
regulär singularity) oder stark singulär (Stelle der Unbestimmtheit, 
irregulär singularity), je nachdem F(f) den Grad n hat oder nicht. 

Die Stelle f ist genau dann regulär oder schwach singulär, wenn die 
DGl sich in der Gestalt 

(5) ^(x-f)'y,(x)y‘'' = 0 

IN.O 

schreiben läßt und dabei alle g,(x) an der Stelle { regulär sind und 
9h (i) ^ ^ ist^). Die linke Seite der IndexGl ist dann 

( 6 ) 

»-0 ' ' 

Die Stelle f ist genau dann stark singulär, wenn o, — v < — n 

für mindestens ein v ist. Es gibt dann ein 0 ^ p < n, so daß 

(7) K-v>«,-e für e<v^n, 

ist ; die IndexGl hat den Grad p ; ti — p heißt die Klasse oder der charakte- 
ristische Index der singulären Stelle. Es gibt in der Umgebung der Stelle 
X =? { höchstens p linear unabhängige Lösungen der Gestalt (3). 

^) Der Fall einer regulären Stelle i ist insofern darin enthalten, als jedes 
. den Faktor (x — {)““*' enthalten und dann die DGl durch (» — {)* dividiert 
werden kann. 
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Die B^riffe können auf den Punkt f = oo übertragen werden. Die 
Funktionen /,(x), soweit sie ^ 0 sind, mögen für alle hinreichend großen 
|x| die Gestalt 

haben, wo alle h,(0) 0 und alle h,{x) an der Stelle x = 0 regul&r sind. 

Als notwendige Bedingung dafür, daß die D61 (i) eine Lösung der Gestalt 

(8) y = x' x*" (Co + 0) 

^«0 

hat, ergibt sich jetzt, daß r eine Nullstelle von F(r) sein muß, wo F(r) 
den Koeffizienten des Gliedes höchster Ordnung von 

(9) 

bedeutet. Der Punkt oo heißt eine reguläre oder singulare Stelle der DGl, 
je nachdem der Punkt rc* = 0 ein regulärer oder singulärer Punkt für die 
DGl ist, die durch die Transformation 

y(x) = y*(x*), 

entsteht. Die Einteilung in schwach und stark singuläre Stellen kann 
wie vorhin wieder auf Grund des Grades von F(r) erfolgen. Der Punkt oo 
ist genau dann eine reguläre oder schwach singuläre Stelle, wenn die DGl 
sich in der Gestalt 

i'*'y.(i)y‘'‘ = o (y,(0)=»=0) 

mit Funktionen g^(x) schreiben läßt, die an der Stelle x = 0 regulär sind. 
Die Stelle oo ist genau dann stark singulär, wenn ein o, — ^ ^ 

ist. Es gibt dann ein 0 ^ ^ < n, so daß — r < — ß für g <v^n 
und flt^ — — ß für ist; n— ß heißt wieder die Klasse 

der Singularität. 

Die DGl heißt vom Fuchsschen Typus, wenn sie die Gestalt 

y<r)^0 

r -0 

hat^); dabei soll 

P = (x — Ol) (X — o,) • • • (X — o„) 

mit lauter verschiedenen (reellen oder komplexen) Zahlen und jedes Q, 
ein Polynom vom Grad < (n — - v) (m — 1) und On == 1 
hat einschließlich des Punktes oo nur reguläre oder schwach singuläre 
Stellen. Zü diesem Typus gehören offenbar die Legendresche und die 


») Vgl. fTom, .DGlen, S. 124-126. 
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hypergeometrisohe DGL Bei der Besselsohen DGl ist der Punkt x=:^0 
schwach singul&r, z^oo stark singulär. 

18*2. Die Stelle ist regulär oder schwach siiigiilär^). Die DGl 

kann in diesem Fall nach i8*i in die Gestalt 

( 5 ) = 0 
gebracht werden, wobei jedes g^(x) als Potenzreihe 

(10) ?.(*) = 

fiwO 

geschrieben werden kann, die in einer gewissen Umgebung der Stelle 
oj = f konvergiert; ferner ist g^(i) = =t= 0. 

Erste Lösungsart. Es sei r eine Lösung der IndexGl 

(11) 

»-0 ' ' 

Durch Einträgen des Ansatzes 

( 12 ) v=(x-irfe,(x-{r 

r-O 

in die DGl und Vergleich entsprechender Koeffizienten erhält man die Gien 

(13) {fc = 0,1.2,...). 

^-0 r -0 ' ' 

Nach Wahl eines beliebigen Cq 4= 0 können die aus (13) nacheinander 
eindeutig berechnet werden, falls die IndexGl keine Lösung hat, die sich 
von r um eine ganze Zahl unterscheidet. Gibt es zu r Indices, die sich 
von r um eine ganze Zahl unterscheiden, so ist die Berechnung der 
ebenfalls möglich, wenn aus dem S3rstem der Indices, die sich nur um 
eine ganze Zahl unterscheiden, für r der „größte** Index gewählt wird, 
d. h. ein solcher, für den keine der Zahlen r + 1, r + 2, . . . ein Index 
ist*). Die mit den so erhaltenen gebildete Reihe (12) konvergiert in 
jedem Kreis, in dem alle g^ regulär sind und gn 4 ^ stellt in dem 

(Von { aus au^eschnittenen) Kreis eine Lösung der DGl dar. 

Sind mehrere indices, etwa r^, . . ., r» vorhanden, die sich um eine 
ganze Zahl unterscheiden, so läßt sich die Ordnung der DGl auf Grund 
der eben gefundenen Lösung durch das Beduktionsverfahren von 17*2 

') Vgl. hierzu 0, Frobeniua, Journal für Math. 76 (1873) 214— 236. Hom, 
DGlen, S. 113—124. Inee, Diff. Equations, S. 396—416. Für eine etwas abgeänderte 
Darstellung s. B, C, Poole, Prooeedings London Math. Soc. (2) 37 (1934) 209— 220. 

*) Diese vorsichtige Ausdmoksweise ist deswegen nötig, weil r komplex sein 
kann. 
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erniedrigen und dann das vorher geschilderte Verfahren von neuem an- 
wenden. Sind die „abnehmend** geordnet, d. h. so, daß ^ 0, . . 

— r,„ ^ 0 ist, so ergibt sich auf diese Weise ein System linear unab- 
hängiger Lösungen von der Gestalt 

(14) = i 7 f ?>/.. A.-« (*) (* — f ) Ou = 1, . . m) 

x-1 

mit Funktionen die an der Stelle $ regulär sind. 

Ist f eine reguläre Stelle der D61, so treten keine logarithmischen 
Glieder auf, obwohl die Indices r = 0, 1, . . ., n— - 1 sind, sich also sämtlich 
nur um ganze Zahlen unterscheiden. Vielmehr ist jede Lösung an der 
Stelle I, wie aus 14 in Verbinduiig mit 6-3 hervorgeht, in eine gewöhnliche 
Potenzreihe 

y = rcr(*-f)' 

entwickelbar. 

Zweite Lösungsart {Frobenius). Der Unterschied gegenüber dem 
vorigen Verfahren besteht darin, daß die Reihe (12) nicht von vornherein 
mit Lösungen t der IndexGl (ii) gebildet wird. Der Vorteil ist, daß man 
kein Reduktionsverfahren braucht und bequem genauen Aufschluß über 
die G^talt der Lösungen erhält. Zur Verminderung der Schreibarbeit 
wird jetzt f = 0 angenommen. 

In dem Kreis | x] < p seien die Funktionen g,(x) regulär und g^(x) =# 0. 
Man setze 

(15) = 

(16) Co{r) = e{r)F{r+l)---F{r + N), 

wo c(r) in einer gewissen Umgebung jeder Nullstelle von F(r) eine reguläre 
analytische Funktion und =f= 0 ist und N die größte ganzzahlige Differenz 
ist, die bei irgend zwei NullsteDen von F{r) vorkommt (c^ = c(r), wenn 
keine ganzzahlige Differenz vorkommt). Weiter bestimme man die (r) 
aus 

[oiF{r+l) + CoF(r) = 0, 

(17) U (^ + 2) + Fj (r + 1) + Co ^2 (0 = 0 , 


dabei ist 

(18) 
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Schließlich werde 

(19) »(*,*•) = 2 ^ 27 ®» w®* 

t-o 

( 20 ) yp{x,r) = ^y(x,r) 

gesetzt; die Reihen konvergieren für |x| < ß. Ist eine Nullstelle von 
F{r) und sind rj, . . r* (tp — r, ^ 0 für p <g) diejenigen NullsteUen, 
die sich von nur um eine ganze Zahl unterscheiden, so sind 

(2li yp-i {X, fp) = ^ f 7 log^"*'* * § 4 »> (f ) ** 

f-0 ' * ' Jf-0 

für p = If , . m ein System linear unabhängiger Lösungen der DGL 
Macht man dieses für alle Nullstellen von F{r), so erhält man ein Haupt- 
system von Lösungen. Die Lösungen (2i) sind übrigens auch von der 
Gestalt 

(22) yp.i (X, fp) = ^ x'»*! log»>-«-‘ X 27 yt, , X* 

t-0 l-O 

18 8. Die SteUe X s oo ist regulär oder schwach Bingnlär. Die D 61 

kann nach l8-I in die Gestalt 

gebracht werden, wobei jedes g^{x) in einer Umgebung von x = 0 regulär 
und ^^(0) 4= 0 ist. 

Die Behandlung der DGl in der Umgebung des Punktes oo, d. h. für 
hinreichend große | x | entspricht der Behandlung von (5) in der Umgebung 
von x = |. In den Gien (lo) und (ll) ist nur f = 0 zu setzen, während 
(12) und {13) hier lauten: 

00 

^12 a) y = X yj Cy X , 

»-0 

(13a) a<r>, = 0 (i = 0, 1, 2, . . .) . 

^-0 r-O ' ' 

Für r ist der „kleinste*' Index zu wählen, d. h. ein solcher, für den keine 
der Zahlen r — 1, r — 2 , ... ein Index ist. Die Reihe {I2a) konvergiert 

für |a;| >i, wenn für |ar|<p die g^{x) r^lär sind und g^(x)^() 

ist. Die sind „wachsend“ zu ordnen, d. h. so, daß — r, < 0 , . . ., 
< 0 iöt, (14) lautet jetzt 

(M») »p = i »»p. P-« (^ ) lo«'"' * ' 

K -1 ' ' 

und die ip{x) sind an der Stelle x = 0 regulär. 
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Bei der zweiten Lösungsart ist in (17) ^ (r + flf) durch -F (r — gf) und 
in (19), (21), (22) durch 2 * zu ersetzen, ferner muß fp — < 0 sein. 

18-4. Die Stelle = § ist stark singulär. Nach 181 kann die DOl 
in die Gestalt 

gebracht werden, wobei jedes \(x) in der Umgebung von x = f regulär, 
ä^(f)4=0, Ä0(f) = 4 = 0 und für jedes andere v entweder Äy(x)~0 oder 
4= 0 ist und die a„ ganze Zahlen sind. Dazu kommt noch die Be- 
dingung, daß ot, — V < a„ — n für mindestens ein v ist, für das \(^) = 4 = 0 
ist. 

Die Behandlung der DGl wird übersichtlicher, wenn die singuläre Stelle 
f durch die Transformation 

y{x) = 

in den Punkt 00 geworfen wird. Für eine unmittelbare Behandlung der 
DGl sei auf Ince, Diff. Equations, Kap. 17 verwiesen. Hier sei nur noch 
folgendes bemerkt: 

Eine notwendige Bedingung für die Existenz einer Lösung von der 
Gestalt (3) besteht darin, daß <x^ — v ^ für mindestens ein v mit 
Ä^(|) 4= 0 sein muß. 

Ist a„ < ^ so gibt es mindestens n — a„ linear unabhängige Lösungen 
der Gestalt (3), die in einer Umgebung der Stelle x = f konvergieren. 
Sind die Koeffizienten f^(x) im Gebiet ® der komplexen x- Ebene regulär 
und hat in ® s Nullstellen (jede Nullstelle in ihrer Vielfachheit gezählt), 
so hat (I) mindestes n — a Lösungen, die in ® regulär sind^). 



so gilt in einer hinreichend kleinen Umgebung x — f = |x — f | der 
Stelle { für jedes beschränkte ^-Intervall bei passend gewähltem K > 0 für 
jede Lösung 

ij,i< 

Für die Verwendung des Iterationsverfahrens zur Gewinnung von Lö- 
sungen s. Y. Ikeda, Töhoku Math. Journ. 28 (1927) 33 — 45. 


1) 0. Perron, Math. Annalen 70 (1911) 1~32. E. Hilh, ebenda 82 (1921) 40f. 
•) 0. Perron, Math. Zeitschrift 3 (1919) 161—171. 



i8. Homogene lineue DifierentMl^eichni^n mit sii^nlftien Stellen. 85 


18-6. Die Stelle «soo Ist stark singnlir^). Nach iS-i kann die 
D 61 in die Gestalt 

gebracht werden, wobei jedes A, (x) in der Umgebung von x = 0 regulär, 
4=0, A0(O) 4=0 und für jedes andere v entweder h^{x)^0 oder 
A^( 0 ) 4= 0 ist, ferner die oc, ganze Zahlen sind. Dazu kommt noch die 
Bedingung, daß — v > — n für mindestens ein v ist, für das ä,(0) 4 = 0 

gUt. Weiterhin sollen immer nur solche v betrachtet werden, für die diese 
letzte UnGl gilt. 

Eine notwendige Bedingung für die Existenz einer Lösung von der 
Gestalt 

( 23 ) y = x' ^ Cj *■* (Co + 0) 

ist, daß — V > ot0 für mindestens ein v ^ 1 ist. Diese Bedingung ist 
jedoch keine hinreichende, wie das Beispiel 

zeigt, bei dem sich zwar die c* berechnen lassen, aber die Reihe (23) di- 
vergiert. 

Notwendige Bedingungen dafür, daß eine Lösung in der Gestalt einer 
Thom^schen Normalreihe 

c» 

y = ^ S i^i^) Polynom vom Grad p) 

vorhanden ist, sind^) : cl, + v (p — 1 )^ ot^ für eia v '^1 und, falls p > 1 
ist, Oy ^ a,j für ein 1 < v < n. Für p > 1 gilt für den Grad p die Ab- 
schätzung 

1+ Min Max 

die rechts stehende Zahl heißt der Bang der DGl. Für die wirkliche Auf- 
stellung der Normalreihen kann man mit einem zunächst unbestimmt 
gelassenen Pol3niom P(a;) die Transfonnation 

y = u{x) exp P 

ausführen und dann die Koefiüzienten von P so bestimmen, daß die DGl 
für u eine IndexGl hat. Sodann geht man mit dem Ansatz 

Vgl. Imee, Diff. Equatiom, Kap. 17. X. W> Thoml^ Journal für Math. 74 
(1872) 193-217; 76 (1873) 266- 291; 76 (1878) 278-302. 

*) Bei Jaee ungenau. 
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in die DGl hinein. Wenn die entstehende Reihe (falls sie nicht abbricht) 
divergiert, was häufig der Fall ist, liefert sie jedenfalls für p = 1 eine asym- 
ptotische Darstellung für y\ vgl. hierzu 20. 

Für die Darstellung von Lösungen durch ein zweifaches Integral 

// ?7 («, «) exp I« x -f < y j * , 

das über geeignete Integrationswege in der komplexen s- und t-Ebene zu 
erstrecken ist, s. E. Cunningham, Proceedings London Math. Soc. (2) 4 
(1907) 374—383. 


18-6. DitterentialgleichQiigen, deren Koeffizienten Polynome sind. 

(a) Es sei die DGl 

j]p,(x) = 0 


gegeben; dabei sind die P^(x) Polynome, der Grad jedes ist höchstens 
gleich dem Grad von P^, die DGl hat (im Endlichen) nur reguläre oder 
schwach singuläre Stellen o^, . . .,a^; für jede singuläre Stelle sind alle 
Indices ganze Zahlen. Unter diesen Voraussetzungen hat die DGl eine 
Lösung 


y = 


e 


XX Z(x) 
N{x)* 


wo Z(x) ein Polynom, Ar(a;) = (x ~ aj)®* • • • (x — und — der 

kleinste negative Index für die Stelle ist (gibt es keinen negativen 
Index, so ist = 0 zu setzen). 

Hat die DGl nur Lösungen, die in der ganzen komplexen x-Ebene 
eindeutige Funktionen sind, so gibt es ein Hauptsystem von Lösungen 
von der (Jestalt €^*Ä(x), wo B eine rationale Funktion bedeutet^). 


(b) In P(x) ^ P,(x) y<’> = 0 

p-0 

sei P ein Polynom vom genauen Grad n und jedes P^ ein Polynom vom 
'Grad ^v. Wenn 

?(«*)= 

M-O 

für eine ganze Zahl w ^ 0 den Wert 0 annimmt, befindet sich unter den 
Lösungen der DGl mindestens ein Pol)mom. Ist g{fn) =t= 0 für alle ganzen 


1) M. HaljAen, C. R. Paris 101 (1886) 1238ff. Vgl. auch K. Yoaida, Japanese 
Journal of Math. 9 (1933) 231f. 
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Zahlen m ^ 0, so gibt es unter den Lösungen genau eine ganae (tran- 
szendente) Funktion^). 

18 * 7 . Periodische Fankttonen als Koettudenien^). In der BG) 

(24) = o 

»-0 

seien die Koeffizienten X(rr) in der ganzen komplexen x-Ebene meromorphe 
Funktionen mit der gemeinsamen Periode £o, es 8ei/^(ar) ^ 0 » und die Lö- 
sungen der DGl seien eindeutige Funktionen*). Dann hat die DGl min- 
destens eine Lösung (p{x)^Q mit der Eigenschaft 

9? (x + a>) = 8 q>(x) 

für eine passend gewählte Zahl s; q>(x) heißt dann periodisch von zweiter 
Art; die durch 8 = exp ao> bestimmte Zahl a heißt charakteristischer 
Exponent der Lösung; y; = ^(x) exp ( — a x) ist dann periodisch mit 
der Periode co. 

Es gibt weiter ein Hauptsystem von Lösungen (p,(x) von folgender 
Art: Hat das charakteristische Polynom*) 

(25) Det. |op , — «6^ ,1 

die Nullstellen den Vielfachheiten ki, , , ,,kf, so gilt 

<Pi (a; + m) = 9?i(x), (x + o) = Sj [(p^(x) + (p2(x)l . . 

(fkS^ + (o)= 8 i 

nebst den entsprechenden Gien für die andern 8 ^ ; dabei ist zuzulassen, 
daß in einigen oder allen eckigen Klammem die ersten Glieder fehlen. 

Die Berechnung der charakteristischen Exponenten ist im allgemeinen 
schwierig. 

Ist n = 2 und lautet die DGl 

(26) y"=-f(x)y> 


0, Perron, Math. Annalen 66 (1909) 479ff. Für Sätze Mmlicber Art s. auch 
22*5 sowie J. M, Sheffer, Transactions Americ. Math. Soc. 36 (1933) 184—214. 

*) Vgl. ö. Flopiet, Annales ficole Nonnale (2) 12 (1883) 47- 88 . Ince, Diff. 
Equations, S. 381 ff. 

’) Dieses ist z. B. der Fall, wenn A = 1 und die regulär sind; vgl. hierzu die 
Mathieusohe DGl C 2*22 und die Hillsche DGl C 2 « 30 . 

^) Ist yi(x), . . ., y^(x) irgendein Haupts 3 rstem von Lösungen, so gibt es 
Zahlen mit einer ]>terminante \op^^\ 0, so daß 

fl 

(*) y, (» + «>) = (p = i ») 

f-1 

ist. Hierdurch sind die obigen Op^^ bestimmt. 
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wof{x) periodisch mit der Periode co ist, so kann man folgendermaßen Vor- 
gehen^): Es sei y^{x) für (26) ein Hauptsystem von Lösungen mit 

den Anfangswerten 

yi(0) = i, y;{0) = 0 und y,(0) 0. yj (0) = 1 . 

Für dieses ist die Wronskische Determinante JF = 1 , und die Zahlen ^ 
in den Gien (*) der Fußnote 4 auf S. 87 sind 


«1.1 = yiM. ®i,2 = yi(")> ®2.i = y2(ö>). «21 = vW . 
können also nach einer der Näherungsmethoden von § 8 mit beliebiger Ge- 
nauigkeit berechnet werden. IF = 1 und die Determinante (25) liefern 
dann für s die Gl 


s* — [yi(co) + ygM] «,+ 1 = 0 


oder für die charakteristischen Exponenten + a die Gl 

yi(ö>) -f- yi(o>) 


(27) 


€ of a <0 = cos i a €0 = 


Ist f{x) eine gerade Funktion, so vereinfacht sich die Gl zu 


(28) 


€ of a o> = cos iotcD = yiio) , 


18*8. Doppeltperiodische Funktionen als Koettiaienten*), Die Koeffi- 
zienten der DGl (24) seien jetzt in der komplexen x Ebene elliptische, 
d. h. doppeltperiodische und meromorphe Funktionen mit dem Perioden- 
paar (Ol, 0)2- Sind die Lösungen der DGl eindeutige Funktionen, die nur 
isolierte singuläre Stellen haben, so gibt es eine Lösung ^ 0 derart, 
daß für zwei passend gewählte Zahlen «2 

<p (x + (Ol) = 8 i(p(x) und (x + cog) == «2 9 ^{^) 
gilt (vgl. dazu i8*7). Hat die DGl nur meromorphe Funktionen als Lö- 
sungen, so läßt sich (p{x) in der Gestalt 

(29) ?>(=•') = 

darstellen; dabei ist 0 (x) eine elliptische Funktion mit dem Periodenpaar 
coi,co2; o Weierstraß’ Funktion 

a{x) — [ÄrcWi-fZw,“*“ 2 (icui + Zö),) ] ’ 


Hom, DGlen, S. 98f. Für eine andere Methode b. Jnce, a. a. 0., S. 383. Die 

DGl 

y"-f/(x) y' + p(*)y-o, 

in der / und g periodiBche Funktionen mit gemeinsamer Periode sind, ist behandelt 
bei Q, Calamai, Atti Accad. Lincei (6) 9 (1934) 560- 566. 

*) Vgl. G. Fhqwt, Annales £cole Normale (3) 1 (1884) 181-238, 405- 408. 
/nee, Diff. Equations, S. 375ff. 
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für welche die Punkte ia>x + Nullstellen erster Ordnung sind; a, A die 
Lösungen der Gien 

0)1 A — tji a = log «1, 0)2 A — 1^2 a = log 
und die Zahlen tj^ durch 

or (® + fl»,) = — a(x) exp + i fl>,| rj, 

bestimmt. 

Ist n = 2, so hat die DGl ein Hauptsystem -von Lösungen »o daß 

<Pi {X + (Ol) = « 1 9i (x) , (Pi {x + 0)8) = «2 n (^) » 

9t + o)i) = «1 9t(«) + <1 9t + ^t) = «2 9ti^) + h 9i(^) 

mit gewissen Zahlen Si 4= 0, 0, gilt. Ist ^i = <2 ~ ^ 

auch für ip^ eine Darstellung (29). Ist |^|+ 1^| > ^ ^ih* (p^ eine 

Darstellung 

ip^(x) = [Ä C(x) + Bx + 0(x)] q>i(x ) , 
wo 0(x) eine elliptische Funktion, ^{x) ~ ^(x) und 

Af)i + J5o), = Äri^+ 3 ( 0 ^=== 
ist. 


18*9. Beeile Vetünderludie. In der DGl 


»-0 

seien die Funktionen /,(x) der reellen Veränderlichen 2 in dem offenen 
Intervall o < x < 6 stetig; ferner seien für ein 0 < k ^ n die Funktionen 

fn^l» • • *, (x — 0)/^«2^1, . . (x — a)**‘“*/o 

nebst ihren absoluten Beträgen im Intervall a^x <b integrierbar. Dann 
hat die DGl bei beliebig gegebenen Zahlen ij^y . . ., rj^^i genau eine Lö- 
sung, die nebst ihren ersten k — 1 Ableitungen für x a gegen 0 strebt, 
während die n — k folgenden Ableitungen gegen rj^y . . ., streben; 
d. h. es gibt eine Lösung von der Gestalt 




(X — a)* 

k\ 


4 h 


(« — 

{n-Dr 


+ {* — 


wo q>(x) für a^x <b stetig und f{a) = 0 ist^). 


M M. BMier. Bulletin Americ. Math. Soc. 6 (1899) 976-881. 
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19. Losung der allgemeinen und der homogenen linearen 
Differentialgleichungen durch bestimmte Integrale. 

19-1. Das allgemeine Fiiniip^). Es sei die lineare D61 

(1) L,(y)=f(x) 

gegeben, wo 

(2) L,(y) = y*’' 

r-0 

gesetzt ist. Die Variable x sei vorerst reell, ferner seien die/, für a < x < 
(a = — oo, 6 = + oo zugelassen) stetig. Es wird versucht, eine Lösunj 
von (i) in der Gestalt 

(3) y=*jK(x,t)(p(t)M 

ZU erhalten; dabei bedeutet 

(a) K eine Kurve*) in der komplexen t-Ebene; 

(b) (p(t) eine Funktion, die in einer Umgebung ® von K analytisch* 
und ^ 0 ist; 

(c) K (x, t), der Kern des Integrals, sei für jedes feste t von* ® ir 
Intervall a <x <,b mit stetigen Ableitungen n-ter Ordnung versehet 
ferner existiere, wenn die v-te Ableitung nach x bedeutet, jedes de 
Integrale 

{Xf t) <p(t) dt (0 < r ä n) , 

und es sei 

{x, t) f(t)cu = (x, t)(p{t) dt . 

Dann ist für die Funktion ( 3 ) 

(4) LAy) = ’^jLAK)f{t}dt. 

Es sei nun weiter 

(d) = 

p-0 

ein linearer DAusdruck, dessen Koeffizienten g^(t) in ® analytisch sind^ 
und für den es 

*) Vgl. hierzu /nee, Diff. Equations, S. 187Ä. H. Bateman, Transactions Can 
bridge Soc. 21, No. VII (1909) 171-196. 

*) Der Kurvenbegriff unterliegt den in der Funktionentheorie üblichen Bc 
Schränkungen, die dadurch bedingt sind, daß das Integral existieren soll. Di 
Kurve kann geschlossen sein. Sie kann auch die reelle Achse oder ein Stüe 
davon sein; dann bleibt man im Bereich reeller Veränderlicher. 

*) Ist K ein Stück der reellen ^Ach8e, so kann ® = IC gewählt werden 
(p{i) braucht dann in dem Mntervall nur n-mal stetig differenzierbar zu sein, 

^) Hier gilt eine entsprechende Bemerkung wie in Fußnote 3. 
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(e) eine Funktion K-^ {x, t) gibt, die für jedes feste x des Intervalls 
o < * < fc in ® eine r^uläre Funktion^) von t ist und für die 

( 5 ) I'AK) = 

gilt. _ 

Ist Mt (v) der zu (u) adjungierte und iff (u, v) der zugehörige bi- 
lineare DAusdruck (vgl. 17-5 und 17-6), so ist nach der TAgrangaachoT^ 
Identität wegen (4) und (5) 

(6) A, (y) = “/ Kl {X, t) Mt {<p) * + “/ 5 ,<p)dt. 

Ist (p{t) eine Lösung der DGl 

(7) M,(v)^Q, 

so ist daher die Funktion (3) eine Lösung der DGl (i), wenn 

( 8 ) ’'JI^M*{K,.g>)dt=f(x) 

ist. Die Hauptetappen dieses Verfahrens sind die Gewinnung der Iden- 
tität (5), das Auffinden einer Lösung der sog. transformierten Gl (7) und 
die Befriedigung von (8). 

Zu diesem allgemeinen und wichtigen Prinzip seien noch folgende 
Bemerkungen gemacht* 

(a) Das Verfahren ist offensichtlich auch auf den Fall einer komplexen 
Veränderlichen x anwendbar. 

(ß) Das Verfahren ist auch für die numerische Berechnung der Lö- 
sungen brauchbar, da das Integral (3) durch die bekannten graphischen 
und numerischen Verfahren ausgewertet werden kann. 

(y) Häufig verwendete Kerne sind 
K = (Laplace), 

K ^ {z — t)^ {Euler), 

K ^ k{z-t) {MeUin). 

(d) Die Durchführung des Verfahrens und insbesondere die Befriedi- 
gung der Gl (8) wird manchmal durch die Verwendung mehrerer Lösungen 
(Pf^ von (7) und mehrerer Integrationswege erleichtert. 

Man macht dann den Ansatz 

(9) y = S C"* **/ K (x, t) ipi, {t) dt . 

h 

(e) Ist K eine Kurve mit den Endpunkten t = a und t = ß und stehen 
im Integranden von (8) nur eindeutige Funktionen, so hat die zu er- 
füllende Gl die Form 

(10) [AT.* (^1 . f)t:i = /(*) • 

Siehe die letzte Fußnote auf S. 90. ‘ 
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Ist der Integrand kdbne eindeutige Funktion, so sind an den Stellen i = « 
und t = ß diejenigen Werte su nehmen, die sich ergeben, wenn die Wert- 
änderung des Integranden auf seiner Riemannschen Fläche längs K ver- 
folgt wird. 

(C) Ist 0 , so liegt es nahe, (8) dadurch zu erfüllen, daß für K eine 
geschlossene Kurve gewählt wird. Es muß dann jedoch K eine singuläre 
Stelle von K (z, t) oder f>(t) umschließen, da sonst das Integral (3), wenn 
der Integrand eine eindeutige Funktion ist, nach Cauchys Integralsatz 
den Wert Null hat. Ist oder <p keine eindeutige Funktion, so ist darauf 
zu achten, daß Jf* (K^, längs K auch wirklich zum Anfangswert zurück- 
kehrt, wenn man die Wertänderung auf der zugehörigen Riemannschen 
Fläche verfolgt. 

(ff) Wählt man im Falle / = 0 für K wie bei (s) eine offene Kurve, 
hat diese weiter mindestens einen im Endlichen gelegenen Endpunkt a 
und will man (10) so erfüllen, daß M* (K^, in den einzelnen Endpunkten 
von K verschwindet, so wird a eine singuläre Stelle der DGl (7) sein müssen. 
Denn nach 17-6 ist 

?) = r ^'^5' (- 1)' (wi 

fmmO pwmO 

wobei die q-te Ableitung von nach t bedeutet. Wenn jede dieser 
Ableitungen wirklich yon z abhängt, wird 

nur dann sein können, wenn 

p^O 

für t = K und g = 0 , 1, . . ., m — 1 ist. Falls gjw(a) 4 = 0 ist, müßte dann 
^(a) = 9/(a) = • • • = (a) = 0, also sein im Widerspruch 

zu (b). 

19 * 2 . Die Laplaee-Thuislormation^). Weiterhin wird zunächst die DGl 

(11) ^P.(x)y‘'> = 0 
behandelt, wobei die 

(12) = 

/*-o 

Vgl. hierzu Schksinger, Handbuch der linearen DGlen I, S. 409—426. 
For§yih-JacobHhal^ DGlen, S. 267ff. /sce, Diff. Equations, S. 443—464. J. Ham, 
Math. Annalen 71 (1912) 610—632. L. FantappU, Memorie Acoad. d’ltalia 1, No. 2 
(1930). 
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gegebme Polynome sind^). In der Bezeichnung von ig*i ist also 

(13) = 

und es wird jetzt 

(14) Af,(u) = ^Qjt)u(^>(t) mit 

/<— 0 imO 

gewählt. Dann ist 

d. h. (5) ist erfüllt für K — K^=‘ e**. Daher ist 

(15) y = 

eine Lösung von (ii), wenn (p(t) eine Lösung der sog. Laplaoe Transfor- 
mierten 

(16) j?,(e) = 0 mit Mt{v) = 

/ I — 0 

und wenn außerdem 

(^7) Y 5 i7 (- l)' it* e* * * = 0 

ist. 

(A) 0,1, «I =4= 0 (und natürlich 1, 1). Die D 61 (16) möge an 

einer singulären Stelle r eine Lösung 

(18) ip (t) = (e — ry V (« — t) 

haben*), wo r keine ganze Zahl '^ 0 , yf(t — r) an der Stelle t regulär und 
(t — xY irgendwie so normiert ist, daß diese Funktion in der längs eines 
Strahls 

(s) t=:r + ge^* {0 <q< + oo) 

aufgeschnittenen t-Ebene eindeutig und reg^är ist (ist r eine ganze Zahl, 
so ist das Aufschneiden nicht nötig). Etwaige weitere singuläre Stellen 
von (16), die auf s liegen würden, werden durch kleine Ausbuchtungen 
von $ umgangen. Das Funktionselement (18) kann 
dann analytisch so fortgesetzt werden, daß die Funk- 
tion in einem gewissen Uferstreifen auf den beiden 
Seiten des Schnitts $ regulär und eine Lösung von 
(16) ist. Wird nun als Integrationsweg K eine Kurve 
gewählt, die den Strahl $ in der nebenstehenden Art Fig. 16 . 

^) Diese brauchen nicht alle denselben Grad zu haben. 

*) Das ist z. B. der Fall, wenn r eine schwach singuläre Stelle der DGl (16) ist, 
u|id solche gibt es z.B., wenn Q„|(<) nur einfache NuUstellen hat; da6 r keine ganze 
Zahl ^ 0 ist, wird gefordert, damit nicht y 5 0 wird. 
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umgibt und ganz in dem Uferstreifen verläuft, so ist (17) erfüllt und 
daher {15) eine Lösung der D 61 für alle x innerhalb des Winkelraums 


(19) 


^ + d <0. + B.TC X < — — d 



Fig. 17. 


und mit hinreichend großem absoluten Betrag. Geht 
man auf die Riemannsche Fläche für (t — t )*", so kann 
für K der in Fig. 17 skizzierte Weg gewählt werden, der 
aus einem Stück von s, einem Kreis um r und noch- 
mals dem gleichen Stück von s besteht. 


Ist r eine ganze Zahl <0, N = — r — 1 und 


( 20 ) 

so ist das Integral (15) 

y 


y> = — 




Für nicht-ganzzahliges r vgl. auch 20-1. 

(B) 4= 0 und m < n. In diesem Fall kann man außer, wie unter 

(A) geschildert, auch folgendermaßen Vorgehen: Es möge Q^(t) lauter 
verschiedene Nullstellen haben; zu jedem dieser t, möge es 

eine Lösung 

(18 a) = — r,)'- v». (« — T,) 


von (16) geben (r, keine ganze Zahl ^ 0 ). Man wähle nun für K„ eine ein- 
fache geschlossene Kurve, die r, einschließt, jedes 
andere ausschließt und durch einen nach Belieben 
gewählten Punkt Tq geht. Jede Lösung (18 a) kann 
längs K analytisch fortgesetzt werden. Für diese 
Funktionen ist ^ 

(21) y = 2^ <?,*■’/ e*‘ it) dt 

eine Lösung von (ll), wenn 

(22) ^ C, (T,) - (To)] = 0 - 0, 1 m-l) 

r-l 

ist; dabei bedeutet 9?,^ (to) den Wert von 9p,, mit dem man bei der analy- 
tischen Fortsetzung von 9?^ wieder in Tq ankommt, wenn K,, einmal durch- 
laufen ist. Wegen m <n sind die m Gien (22) in der Tat durch Zahlen C, 
erfüllbar, die nicht alle Null sind. 

In manchen Fällen (r^ > — 1 ) können die Schleifenintegrale auch 
durch Integrale über einfache Verbindungswege zwischen und den 
oder zwischen den t, selber ersetzt werden. Für weitere Einzelheiten 
vgl. /nee, a. a. 0. 



Fig. 18. 
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(C) Es sei jetzt die DGl 

n-l 

yin) ^ y(^) ^ Q 

»—o 

gegeben, wo die 

= + ^ + + (r = 0. 1. ...,n-l) 

für alle hinreichend großen | x | konvergieren; es ist dann der Punkt oo stark 
singulär mit dem Rang k (nach Poiticari). Durch die Transformation 
y(x) f == ** 

geht die DGl über in eine DGl der Gestalt 

wo die 

Qv = ^ 1 », 0 + K, 1 2 + * • ■ 

für alle hinreichend großen |{| konvergieren. Auch diese DGlen können 
mit der Laplace< Transformation behandelt werden^). 

19 < 8 . Die spezieUe Laplaoe-Traosfonnation^)« Bei dieser wird als Inte- 
grationsweg die reelle positive «-Achse gewählt. Als L-Transformierte 
(Resultat-Funktion) einer für alle reellen «^0 stetigen Funktion y(x) 
wird die Funktion 

oo 

(23) Y{t) = j t-^*y(x)dx 

0 

bezeichnet, falls dieses Integral für ein (reelles oder komplexes) t = 
konvergiert ; das Integral (23) existiert dann für alle komplexen t der Halb- 
ebene Ht> Rio und definiert dort also eine beliebig oft differenzierbare 
Funktion Y {t) mit den Ableitungen 

00 

(23a) F(«)(<) = ( — 1 )« f «* y(«) d«. 

0 

Durch partielle Integration ergibt sich : Wenn y\x) für « ^ 0 n-mal stetig 
differenzierbar ist und die n-te Ableitung die oben für y statt aus- 
gesprochenen Voraussetzungen erfüllt, also eine ^-Transformierte hat, so 
ist die jL-Transformierte der n-ten Ableitung 

(24) Te-** y<">(«) dx = r Y(%) y(^)( 0 ) . 

0 n-o 

1) d. Rom, Math. Zeitschrift 8 (1920) 100-114; 21 (1924) 86-96. 

•) Vgl. Doet 9 ch^ Laplaoe-Transfbrmation. H. Droste^ IHe Lösung angewandter 
Differentialgleichungen mittels Laplacescher Transformation, Berlin 1939 == Neuere 
Rechenverfahren der Technik, Heft 1. K, W, Wagneu Operatorenrechnung nebst 
Anwendungen in Physik und Technik. Leipzig 1940. 
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Es sei nun für die lineare DOl 

(25) =/(*) (“ / = 0 

mit konstanten a, eine Lösung mit den Anfangswerten 
y(0) = i?o. • • •. = Vn-i 

gesucht. Unter der Voraussetzung» daß die Funktionen f{x) und 
L-Transformierte haben» ergibt sich, wenn man die L-Transformierte der 
linken und rechten Seite von (25) bildet, nach (24) für alle komplexen t 
einer Halbebene R f > R eine 61 

T «) i' o. ^ s Vm + ^(«) 

.. »-0 »-1 II-O 

F(t) = j e’*^f{x) dx . 

Aus dieser 61 erhält man unmittelbar die L-Transformierte Y (f ) der ge* 
suchten Lösung. Es ist nun nodi eine n-mal stetig differenzierbare Funktion 
y{x) ausfindig zu machen, die 7 (t) asur //-Transformierten hat, und schließ- 
lich zu verifizieren, daß die anfänglich benutzten Voraussetzungen er- 
füllt, oder auch unmittelbar, daß y(x) eine Lösung der D61 ist. Für das 
Aufsuchen der zu Y(i) gehörigen Funktion y(x) stehen neben einer allge- 
meinen Umkehrformel von der 6estalt 

•+ioo 

»w-äii / «"i'w* 

a — <00 

ausführliche Tabellen zur Verfügung^). 

Dieses Verfahren ist auch noch anwendbar, wenn in (25) die nicht 
konstant, sondern Polynome von x sind*). 

Man benutzt dabei (23 a) und die aus (23 a) und (24) folgende Ulei- 
chung 

J*«-* y<*)(x) dx = (- ir ^ (<" Y{t) — S^> (0)) 

und erhält für Y {t) eine D61, deren Ordnung gleich dem höchsten 
Exponenten von x ist. 

19*4. Mellini Tranabxrnuition*). Die Verwendung eines MeUinschen 
Kerns K (x t) empfiehlt sich bei D61en 

(26) L,(y) = 0 , 
wenn Lg die Gestalt 

Y>g(if) = 3^F(xD,)y + 0(xDg)if 

*) DotUek, a. a. 0., 8. 401ff. *) Doet»A, a. a. O., S. 329. 

*) Vgl. Inet, Oiff. Eqnatüas, 8. 196. 
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hat, wo F{$), 0 ( 8 ) Polynome sind und ^ ist. Ist H{ 8 ) ein Polynom 
und K( 8 ) eine Lösung der DGl 

s^F(z D,) K (s) = ff(s Dg) K( 8 ) , 


so ist 
für 

also nach 19*1 


L^(K{xt)) = Mt(K{at)) 

Mt{u) = D|) u -}- 6 (( D|) « , 

y = '/ K{xt)(p{t)dt 

eine Lösung von (26), wenn eäne Lösni^ der adjnngierten DGl 

Ä,(») = 0, 

Kfd 


und wenn außerdem 


ist. 


J ^M:{K,ip)dt = 0 


19 - 5 . Eulen Tramfonnstioii^). Die Verwendung eines Eulerschen 

K{x.t) = (t- x)‘ 

empfieMt sich bei DGlen (ll), wenn jedes P^(x) ein Polynom vom Grad 
^9^ ist und Pg^ix) den genauen Grad n hat. Die DGl laßt sich dann in 
der Gestalt 

(27) i.(») = 0 mit L.(y) = j]{- DV”’ Tf« - 71^ (*) 

v-0 M-0 ' ' 

schreiben, wo ein Polynom vom Grad — n und h eine Konstante 

ist. 

Treten in (27) tatsächlich nur Qp öriif, so setze man 


#-o 


L,(K) = f + " 7 (»- P)J 


(28) 

Dann ist 
für 

K = {t- *)*^-\ = (I - x)^*-' 

Daher ist nach 19*1 

(29) y=7(t-*)^-VW‘« 
eine Lösung der DGH (27), wenn f(t) eine Lösung von 

(30) if,(e) = 0 mit = 

r-o 


Vgl. Jnee, Difi. Equations, S. 191f. 



98 


A. § 5. Lineare Difierentialgleiohüngen n*ter Ordnung. 


und wenn außerdem 

(31) 7 5 i? ® 

J *** X-I »-0 

ist mit 

Zu beachten sind die in 19*1 angegebenen Bedingungen über Differen- 
tiationen unter dem Integralzeichen, ferner ist wegen der Mehrdeutigkeiten, 
die bei {t — x)^ und <p(t) auftreten können, evtl, auf den zugehörigen 
Riemannschen Flächen zu operieren. 

Für eine mehr ins einzelne gehende Behandlung des Falles p ^ 1 
s. 22-6. 

Beispiel: Von dem hier behandelten Typus der D 61 (li) ist u. a. 
die Legendresche DGl (vgl. C 2*240) 

(32) (** — 1) y" + 2 * y' — r (v + 1) y = 0 , 
und zwar ist 


= Qi=^-2(k+l)x, (?, = (i + 1) (k + 2) - r (v + 1) 

für beliebiges k. Wählt man jfc == — - v — 2 , so wird == 0 , und man kommt 
mit p = 1 aus. Man bekommt nun ab Lösung der DGl (32) ScMäflis 
Integral 

' 33 > 

und zwar stellt dieses gerade die als Legendresche Funktion erster Art 
bezeichnete Funktion P^{x) dar^), wenn die ^-Ebene längs der reellen 

Halbachse ^ < — 1 aufgeschnitten ist, x 4= 1 
ein Punkt in der aufgeschnittenen Ebene, 
a > 1 und K eine einfache geschlossene 
Kurve durch a ist, die x und 1 im Innern 
enthält (Fig. 19 ); ist x reell, so ist a > ar 
zu wählen; für die vorkommenden Potenzen 
sind die Hauptwerte zu nehmen. Ist v eine natürliche Zahl, so kann 
für K ein Kreis mit dem Mittelpunkt x gewählt werden, es muß dabei 
nur a: 4= ± 1 sein. Durch die Substitution 



Fig. 19. 


erhält man dann für |arca;|<~^ die Laplacesche IntegraldarsteUung. 

^) Diese Funktionen P,, sind natürlich andere als die vorher ebenso he- 
seichneten Funktionen. 



19- Lösung der linearen Difierentialgleichungen durch Integrale. 99 


Die Legendresche Funktion zweiter Art 
Q^(x)^) ergibt sich so: Die t-Ebene wird längs 
der reellen Halbachse ( ^ 1 aufgeschnitten, 

X möge in der aufgeschnittenen Ebene liegen. 

Für K wird eine 8 -förmige Kurve gewählt, 
welche die Punkte —1 und +1 wie in Fig. 20 umschlingt, aber den 
Punkt X nicht mitumschlingt. Dann ist 

== 7 ^ nicht-ganzzahliges ,, 

falls der Arcus der Zahlen x und x — f so gewählt wird, daß | arc a; | < 
und arc (x — t) arc x für t -► 0 ist; ferner ist 

(x) = — /" dl für Rr > — 1 , 

'«'»w 2»+i J (x-ty*^ 

-1 

insbesondere also auch für natürliche Zahlen v. 

Vgl. hierzu WhiUaktr-WaUon^ Modem Analysis, S. S06ff., 316. 

19*6. Lösung durch Doppelmtegrale^). Gibt es zu der DGl (ii) einen 
partiellen DOperator 

M, ,^A («, + B («, «) I + C (-, <) I + i> (8, t) 

sowie zwei Funktionen K (x, s, fj und K* (x, s, t) derart, daß 

^ ~ ^9rt ^ 0 

ist, so ist 

b 4 

V(x) = / f K* {x,8,t)y){sj)dsdt 

a e 

eine Lösung von (ll), wenn eine Lösung der DGl 

( 34 ) {Aw)-^{Bw)-^{Cw) + Du >=-0 

ist, und wenn außerdem 

[if* (Jf*. v)]“ s / [(^ K* + C Jf*) J] <fo + 7 [(^ jrr + Ä B*) y] dt 

... . . . . 

- lA Z*v] = 0 

ü,e 

für alle x ist. Das Aufünden der Funktion fp (s, t) wird erleichtert, wenn ( 34 ) 
eine Lösung der Gestalt ^ = u(s) v(t) hat. 

Siehe Fußnote 1 auf S. 98. 

•) Vgl. Inee, Diff. Equations, S. 197ff. 



Fig. 20. 
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Beispiel: Es sei die spezielle h3rpergeometrische DGl (vgl. C 2*249) 
(**-l)y"+(a + /J+l)*y' + «/Jy = 0 
gegeben. Hier kann 

K* = K = exp(a:««). Jf.,, = «) j« | + 

gewählt werden. Eine Lösung von M^ ^{w) = 0 ist 
y = ««-» exp i «*— i . 

Für R a > 0 und R ^ > 0 ist daher 

y = J J Ä*“' exp — 

eine Lösung. 

20. Verhalten der Losungen für grofle x. 

20*1. Polynome als Koeffizienten^). Für die DGl 

(I) = o 

v-0 

sollen hier die Voraussetzungen von 19*2 gelten und die Polynome sein. 
Wird der Integrationsweg von Fig. 17 (S. 94 ) gewählt und ist 

längs der auf t zulaufenden Halbgeraden, so gilt für die Lösung 19 (15) 
in dem Winkelraum 19 (19) die asymptotische Darstellung (vgl. S. 18 , 
Fußnote 1) 


( 2 ) 


y{x) ~ 2nie^‘^ „ J” _ 


-r~v-l 


_o r(-r-v)' 


i n dem Sinne, daß nach beliebiger Wahl von N und Wahl eines geeigneten C 
für alle hinreichend großen |x| des genannten Winkelraums die UnGl 


N 






< C x-^- 


güt; die % sind dabei wieder durch 19 (20) bestimmt. 

20-2. AUgemeinere Fanktionen als Koeffizienten. Es sei die DGl 

gegeben, wo h eine ganze Zahl ^ 0 ist und die 


*) Vgl. die bei 19.2 angegebene Literatur, ferner- H. Poineari, Americ. Joum. 

Math. 7 (1886) 203-268. 
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entweder für alle reellen, hinreichend großen x konvergieren oder die 
durch diese Reihen asymptotisch dargestellt werden ; die DGl hat den Rang 
t -f- 1 (vgl. ig»2 (C)). Hat das charakteristische Polynom 

(3) öt“ + H h ^0 

n Nullstellen a^, . . mit verschiedenen Realteilen, so wird die DGl for- 
mal erfüllt durch n Normalreihen der Gestalt 


mit 





(v = 1 , . . ., n) 



+«.,4^ + ' 


+ a, 1 a; . 


Es gibt dann ein Hauptsystem von Lösungen ^i, . . y», so daß y^(x) 

für a; -> oo durch asymptotisch dargestellt wird, d. h. 




mit 


-*-0 

x-*^oo 

ist^). 

Dieses Ergebnis kann verallgemeinert werden auf komplexe x und auf 
den Fall, daß das Polynom ( 3 ) mehrfache NullsteUen hat^). 

Der Fall, in dem ifc = 0 und die 


P,~ a,(a:) + 

mit periodischen Funktionen ^ 
man^) behandelt worden. 


öv,i(ar) 

X X* 

(x) gleicher Periode sind, ist von T. Carle- 


20*3. Stetige Funktionen als Koeffizienten. In der DGl 

seien die Koeffizienten /„ (a;) für a; > Xq stetig, und für x 00 sei (x) -► ; 

ferner seien pj, ... ., die n Nullstellen des charakteristischen Polynoms 

“f“ ®n 1 “I" * * * ”f” • 

Sind r, die verschiedenen Realteile der und gibt es (in ihrer Viel- 

fachheit gezählt) Zahlen mit übereinstimmendem Realteil Rpp = ^v> 

1) J. Horn, Acta Math. 24 (1901) 289-308. 

•) W. JStemberg, Math. Annalen 81 (1920) 119—186. J. Horn, Journal für Math. 
133 (1908) 16-67. C, E. Lote, Annals of Math. (2) 15 (1913-14) 145-156. W, 
J, Trjitzinsky, Acta Math. 62(1934) 167—226; Transactions Americ. Math. Soc. 37 
jl935) 80-146. 

») Acta Math. 43 (1922) 319-336. 
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80 hat die D 61 ein Hauptsjetem von Lösungen die so in « Klassen 

zerfallen, daß für die linear unabhängigen Lösungen der f^-ten Klasse bei 
beliebigem e > 0 

^ I I 0 , ^ oo 

Jt^O ik-O 

für x-^oo gilt. 

Haben die sämtlich verschiedene Realteile, so gibt es ein Haupt- 
system von Lösungen < * *> Vn’ 

lim (y<*> : : • • • : y; : »,) = ß? : er ' = • • • = ß, : 1 

ist^). 

(4) + ?(*) y = 0 - 

sei g{x) > 0 imd stetig für x>a sowie 

oo 

Jg{x)dx divergent. 

a 

Für gerades n wechselt jede eigentliche Lösung von (4) unendlich oft das 
Vorzeichen. Für ungerades n haben die eigentlichen Lösungen unendlich 
viele Nullstellen oder streben gegen 0 für « 00. 

Sind in 

y<-’ + /(x)y<»-« + y(x)y=0 

/ und g stetig für x^a, ferner / ^O, gF^( 7>0 und / beschränkt, so hat 
jede eigentliche Lösung unendlich viele Nullstellen oder strebt gegen 0 
für a: -> 00. 

21. Genäherte Darstellung der Losungen von Differential- 
gleichungen, die von einem Parameter abhangen. 

w— I 

21 - 1 . 0 * A 0) ^ über diese DGl wird voraus- 

-0 

gesetzt : k ist eine natürliche Zahl, q ein reeller Pärameter ; die /, sind stetig 

0. Perron^ Journal für Math. 143 (1913) 26— 60, insbes. S. 46; 142 (1913) 
264-270; insbes. S. 267; Math. Zeitschrift 1 (1918) 27-43. Vgl. auch F. LeUen- 
tneffer, Sitzungsberichte München 1929, 8. 201—262, L. Ceaari, Annali Pisa (2) 9 
(1940) fase. III/IV, S. 1-24. 

•) W» B. Fite, Transactions Americ. Math. Soc. 19 (1918) 344— 360. Für ähnliche 
Sätze bei allgemeineren DGlen s. A. Kneter, Math. Annalen 42 (1893) 421 ff. 

•) 0. Perron, Sitzungsberichte Heidelberg 1919, 6. Abhandlung, S. 22—26. 
Vgl. auch 22 und O. Perron, Sitzungsberichte Heidelberg 1918, 13. und 16. Abhand- 
lung, S. 26ff. bzw. S. 26-30. W. J. TrjOzintky, Acta Math. 67 (1936) 1—60. 
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und haben für ^ oo die asymptotische Darstellung 

oo 

p-0 

und zwar gleichmäßig für a<x^6 , die a,p(a:) sind beliebig oft diffe- 
renzierbar; die n Lösungen von 

ft)" + o(x) H h Oo,o(*) = 0 

sind verschieden, lassen sich also zu n Funktionen (Oi{x), . . (u^(x) zu- 

sammenfassen, die beliebig oft differenzierbar sind. 

(a) Ist außerdem bei geeigneter Numerierung der 

Rö>i,(x) > iicopix) für p = 0, 1, . . ., n — 1 , 
so hat die DGl Lösungen y(x), die eine asymptotische Entwicklung 



haben, und deren Ableitungen y', . . ., asymptotisch gleich den Aus- 
drücken sind, die aus dem obigen durch formale Differentiation entstehen. 
Für jede Lösung, deren Anfangswerte y(a), . . ., den betreffen- 

den Reihen asymptotisch gleich sind, gelten die obigen Darstellungen gleich- 
mäßig für a < a: ^ 6. 

(b) Ist sogar 

l£((Oi(x) < RcuaC*) <••• < Rö>„(a;), 
so hat die DGl n Lösungen y^(x) (v = 1 , . . n), so daß 

(I) y,ix) ~ jexp ^ 9,,p(x) S e~’ 

I p >0 I 9-0 

mit geeigneten Funktionen p, ^ gilt und die Ableitungen 
wieder den durch formale Differentiation entstehenden Reihen asymptotisch 
gleich sind. Die ^ und (p^ ^ sind so zu bestimmen, daß die rechten Seiten 
von (i) die DGl formal erfüllen. 

n 

^ komplexer Parameter und 

»-0 

/.(*. Q)== 2Ja, k(x) ß-”-* 

l ;»0 

konvergent und beschränkt für a<x:<6, |p|>R; die (x) seien be- 
liebig oft differenzierbar. Weiter seien a„ 4= 0 und die n Lösungen von 

2Ja,o(x)o/ == 0 
»-0 


G. D, Birlchoffp Transactions Americ. 'Math. Soc. 9 (1908) 219—231. 
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vonemander vendiiedeii, bo daß sie moh zu » Funktionen Wi(x), . . (o^{x) 
znsammen&ssen lassen, die beliebig oft differenzierbar sind. SohlieBlidi 
sei bei geeigneter Numetiening der m, 

Rea>,(*)gReco,+i(a:) + e (e^O; >> = 1, 1) 

für alle q eines Sektors 
8 -. a^arc(e — 

der komjdexen ^-Ebene. 

Dann gibt es bei gegebenem m ^ 1 für alle q aus 8 mit hinreichend 
großem absolutem Betrage ein Hauptsystem 

Vi (*. e). • • M y, {X, q) 

von Lösungen der DGl, das folgende Eigenschaften hat: jedes y;(x, 
ist nach g in iS beliebig oft differenzierbar, und es ist für p=0, — 1 

(2) (*, e) = «<'’> (*, e) + ^ ; 

dabei bezieht sich die Differentiation auf die Veränderliche x \ ferner ist 

^r(®) = / 

a 

(x, q) eine Funktion der Gestalt 

(3) «k. (*. e) = e"* 

ik-0 

mit beliebig oft differenzierbaren und ^ 4= 0; Ep = Ep (x, q, m) 

eine Funktion, die für a^x^b und alle q aus 8 mit hinreichend großem 
absolutem Betrage beschränkt ist. 

Die u^^i^(x) erhält man, indem man mit dem Ansatz (2), (3) in die 
DGl hineingeht und die so bestimmt, daß die Koeffizienten von 

^Or(») Q-f* für ^ = 0, 1, . . ., w 
identisch Null werden. 

n 

jfssO*^) Für a^x^b seien die f^(x) 
/« 4= 0, g^O *), und g n-mal, /„_i (n — l)-mal stetig differen- 

Vgl. O, D. Birkhof ft Transactions Americ. Math. Soc. 9 (1908) 380f.; Bendi- 
conti Palermo 36 (1913) 117, Fußn. 10. O. Perron, Sitzungsberichte Heidelberg 
1919, Abhandlung 6, S. 25f. Jf. H, Stone, Transactions Americ. Math. Soc. 28 
(1926) 695ff. J, Tamarldne, Math. Zeitschrift 27 (1928) 1—54. 

*) Für den Fall, daß g{x) eine Nullstelle hat und die Variable z komplex sein 
darf, 8. jET. Scheffi, Transactions Americ. Math. Soc. 40 (1936) 127—164. 
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zierbar, l ganz, S in der komplexen p-Ebene ein Sektor 
S: ^ ^ aro (e — e,) ^ n . 

Dann gibt es in iS für alle hinreichend großen |p| ein Hauptsystem 

Vi {x, p), . . ., y^{x, p) 

von Lösungen der D61 mit folgenden Eigenschaften: jedes y, (x, p) ist 
nach p beliebig oft differenzierbar, und für p = 0, 1 , . . n — 1 ist 

^ ür (*. e) = 5 **^'‘*^ ’ 

dabei sind cci(x), . . .,Om(^) di® l)-mal stetig differenzierbaren Lö- 
sungen von 

o>" + p = 0 , 

ferner ist 

a 

die u,(a;) sind =4=0 und n-mal stetig differenzierbar, Ep --= Ep{x^o) be- 
schränkt. Das folgt nach Division der DGl durch p* im wesentlichen 
aus 21*2. 

22. Einige besondere Typen von linearen Differentialgleichungen. 

22*1. Homogene DiKerentudgleichnngen mit konstanten Koeffizien- 
ten. Hat das charakteristische Polynom 

(1) P{«) = «" + o.-i «"■* H 1- <h » +0« 

der DGl 

(2) y*’ + a,_i H |-Oiy' + Ooy = 0 

die verschiedenen Nullstellen . . ., s,. mit den Vielfachheiten 
d. h. ist 

Pia) = (« — «i)^’ •••(«— s,)\ 

SO ist die Gesamtheit der Lösungen der DGl durch 

gegeben, wo Pa(^) ®hi beliebiges Polynom (mit komplexen Zahlen als 
Koeffizienten) des Grades < h sein darf. Die reellen Lösungen der DGl 
sind die reellwertigen der obigen Ausdrücke; man kann die reellen Lö- 
sungen auch durch Aufspaltung der Ausdrücke in Real- und Imaginärteil 
erhalten^). 

Vgl. s. B. Kamke, DGlen, S. 247—255; ferner i6 und 17*1. 
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Lösungen von (2) kann man auch auf folgendem Wege erhalten^): Man 
bestimme die Zahlen c, als Koeffizienten der Potenzreihe von 

(1 ^ 8^) ^ = 1 -f- Cj 8 -j“ ^2 8^ > 

dann ist 

St + ^ 

die Lösung von (2) mit den Anfangswerten 

y(0) = . . . = = 0, = 1; 

jede Ableitung von y ist ebenfalls eine Lösung. 

Zur Lösung von (2) mittels Laplace-Transformation s. 19*3. Über ein 
Kriterium dafür, daß eine DGl 

+/«-i(*) ^ h/o(a!) y = 0 

durch eine Transformation y(x) = u{x) rj(^)y | = v{x) in eine lineare DGl 
mit konstanten Koeffizienten übergeführt werden kann, s. J. Fayety C. R. 
Paris 204 (1937), S. 650ff.; S. Kakeya, Proc. Phys.-math. Soc. Japan (3) 
20 (1938), S. 365—373. 

22*2. ünhomogene Differentialgleichiingen mit konstanten Koeffi- 
sdenten^). Die DGl 

+ a„-i H h «1 y' + ®o y =/(®) 


nimmt mit der abgekürzten (sjmibolischen) Schreibweise 

P(D) = D» + a.., D"-» + . • ■ + «1 D + ®o. D = ^ 
die Gestalt 

(3) P(D)y=f(x) 

an. Hat man die homogene DGl vollständig gelöst, so genügt es, eine 
Lösung der unhomogenen DGl zu kennen (vgl. 161). Eine solche Lösung ist 




(D - *«)' 


dabei sind die die Nullstellen von P(s) und A,* ihre Vielfachheit, die 
Zahlen sind durch die Partialbruchzerlegung 

1 _ ^ ^ ^ 

bestimmt, und - J - ~ - bedeutet eine Lösung der DGl 
(D - s)* 

(5) (D-«)^r=/(x), 


^) U, Broggiy Rendiconti Istituto Lombarde (2) 63 (1930) 1047—1060. 
») Vgl. z. B. Kamke, DGlen, S. 267-261. 
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eine solche ist bei beliebigem 

Formal läßt sich das Verfediren so beschreiben: man behandelt ( 3 ) so, 
als ob y ein Faktor und P(D) ein Polynom einer Variablen D wäre; divi- 

diert man dann { 3 ) durch P(D) und zerlegt man in Partialbrüche, so 

erhält man ( 4 ). Hierin werden nun die einzelnen Glieder Y = (D — 8y^f{x) 
nach demselben formalen Prinzip behandelt und fuhren so zu den Gien ( 5 )^). 

Für die Lösung der DGl können auch folgende Bemerkungen nütz* 
lieh sein* 

(a) Sind ^2 Lösungen von 

PWyi-fiix). P(D)yt=ft(x), 
so ist + ^2 Lösung von 

P{^)y=fi(x)+f2{x)^ 

(b) Ist f{x) eine ganze rationale Funktion ib-ten Grades und ist 

P{u) — u^Pi{u) mit Pj (0)4=0, 

so gibt es unter den Lösungen der DGl eine ganze rationale Funktion 
vom Grad + X; man erhält sie am einfachsten durch Einträgen eines 
solchen Polynoms mit un\)estimmten Koeffizienten in die DGl. 

(c) Ist f{x) = (a reell oder komplex), so ist y = ze*^ eine 

Lösung der DGl, wenn z die DGl 

P{J) + x)z=f,{x) 

erfüllt. 

(d) Ist f(x) =/i (x) e®* 6 X (a, 6 reell), so ist Ry bzw. 3 y eine Lösung 

der DGl, wenn y eine bei (c) mit ol = a b % auftretende Lösung ist. 

(e) Werden die als Koeffizienten der Potenzreihe von 

(S® -|- 4- ... 4- Oq)“^ = + + + 

bestimmt, so ist unter gewissen Konvergenzbedingungen 

y = Co/(x)+Ci/'(a:) + ... 

eine Lösung von ( 3 )*). 

^) Dieses formale Vorgehen (einschließlich noch weitergehwider formaler Ope- 
rationen) ist ab sog. Pcavisüie-Kalkül bekannt. Tatsächlich bt es in dem obigen 
Umfange bereits von Layrangt einwandfrei begründet worden. Vgl. dazu K, Th. 
VMen, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 13 (1933) 283—298. Für seine Be- 
gründung mitteb der Laplace-Transformation vgl. I9«3 und die dort angegebene 
Literatur. 

*) (7. Bfoggi, Rendiconti Istituto Lombardo (2) 63 (1930) 1047—1060. 
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22-8. Eulen KBewntialgleichiingea. 

(a) • 

»*0 

Für a;> 0 sind die Lösungen y = y(x) gerade die Lösungen F(t) 
mit t = log X der D61 mit konstanten Koeffizienten 

^a,D(D-l)...(D-i.+ l)r=/(e‘). D = ^ 

r *»0 

Vgl. z. B. Kamkty DGlen, S. 261 f. 

(b) ^A^(ax-\- by = /(*) . 

•»—0 

Für y(x) = ^ = ax b entsteht der Typus (a). 

22-4. Idnean Fonktioneii als K>ettuienteni). Die LapUuxaahß DGl 

^ (a, X + 6.) = c 

r-0 

ist von dem Typus 19*2. Für die dortige Funktion q>(t) ergibt sich hier 
mit 

i*«) = Q(t) = Sb,f. 

F -0 »-0 

Daher ist 

eine Lösung der DGl, wenn 

“/ = 6 

ist. Hat X die Endpunkte a, ß, so lautet diese Gl 

[e’*P(t)<pmi = c, 

wobei die Wertanderung der Funktion evtl, auf der zu <p{t) gehörigen 
Biemannsohen Fläche zu verfolgen ist. Für den allein interessanten Fall 
n ^ 2 ist auch die Methode (B) von 19-2 anwendbar. 

22*5. Pdynome all KoeHisieiiten und als Lösungen^)* 

(a) In 

( 6 ) P,-i(*) H h Pi(®) y" + («1 * + *1) y' + K * + *0) y = 0 

seien die P, Polynome vom Grad ^ v , | Og | -{- 1 6g | 4= 0* Die DGl hat genau 
dann ein Polynom vom Grad m als Lösung, wenn Og = 0, 6g = — m o^, 

Vgl. forayih-Jacchsthal. DGlen, S. 260ff. 

*) A, Mambriani, Bolletino Unione Mat. Italiana 17 (1988) 26—32. Vgl. auch 
i8«6 (b), insbes. fOr den obigen Teil (b). 
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4 : 0 ist. Ein solches Polynom ist 

y = r (- ir D- + • • • + D* + 6, D)]* 

jt-o ' 
d 

mit D = ^, I «*' = für v 4 = — 1. Alle andern Polynomlösungen 

unterscheiden sich von der obigen nur um konstante Faktoren, insbes. 
gibt es auch keine Polynomlösungen anderen Grades. 

Für die Laplacesche D61 22*4 mit Öq 4 = 0 folgt hieraus z. B., daß sie 
nicht zwei linear unabhängige Polynomlösungen haben kann. 

(b) Sind in 

[o„ ** + ■P«_i(*)] y^"* H h t«! * + ■Po(»)J y' + oo y = 0 

die P, wieder Polynome vom Grad ^ v und ist Oq 4 = 0, so hat die DGl genau 
dann ein Polynom als Lösung, wenn 

yW = ij (”) vi o, = 0 

y -0 

für eine ganze Zahl m ^ 0 ist. Ist m die kleinste derartige Zahl, so gibt 
es eine Polynomlösimg des Grades m und keine geringeren Grades. 

22*6. Pochhammera Difleieniialgleichimg^). Diese lautet 
»-0 ' 

+ D' f » -7-1 ® > 

y-0 ' ' 

WO P(x), Q(x) Polynome vom Grad bzw. ^»—1 sind. 

Die DGl ist vom Tj^us 19*5 ( 27 ). Nach dem dortigen Verfahren ist 

( 7 ) V(0* 

mit 

( 8 ) = 

• eine Lösung, wenn 

( 9 ) Y ^ ® 

ist. Um ( 9 ) zu erfüllen, wird man für K entweder eine geschlossene Kurve 
oder eme solche offene Kurve wählen, daß 

(10) [••] = («-»)* PW 9>«) 

in den Endpunkten verschwindet. Im allgemeinen ist die erste Wahl 
zweckmäßig, wenn P den Grad n und n verschiedene Nullstellen hat; 

Vgl. L. Pochhammer, Math. Annalen 35 (1890) 470- 526; 87 (1890) 500 -o43. 
Ince, Diff. Equations, S. 454— 460. Ferner auch X 9 * 5 . 
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schließt man jede Nullstelle durch eine Kurve K ein, so wird man gerade n 
linear unabhängige Lösungen erhalten können. Hat P nicht die genannte 
Eigenschaft, so sind Kurven der zweiten Art zur Ergänzung heranzuziehen. 
Im einzelnen ist folgendermaßen zu verfahren; 

(A) Es seien Tj, . . t,h (wi ^ di© verschiedenen Nullstellen von P(<), 
also 


(II) 


PW 


+ » 


wo R{t) aus einem Pol3mom und Gliedern 
sammengesetzt ist. Dann ist 


c 

(t - 


mit A ^ 2 additiv zu- 


( 12 ) 




wo S{t) eine in der ganzen t- Ebene eindeutige analytische Funktion ist, 
die singuläre Stellen höchstens in den Punkten hat. Es ist nun noch K 
so zu wählen, daß (9) erfüllt ist. 

(a) Für X wird x mit einem Kreis K,, mit einem Kreis K,^ 
umgeben, beide Kreise werden durch eine Strecke s verbunden; von K» 

und K„ soll kein weiteres umschlossen 
werden, ebenso soll auf K^, K„ und s 
kein liegen'. Der Gesamtweg ist (vgl; 
die schematische Fig. 21, in der über- 
einander liegende Strecken und Kreise 
Fig. 21. auseinander gezogen sind) 



K = K;^ + s" + k: + s- + K; + s" + K; + 5-. 

Die aufbretoiden Funktionen sind auf ihren Riemannschen Flächen längs 
dieses Weges zu verfolgen. Dann ist (9) erfüllt, imd eine Lösung der DGl ist 

(13) y*.* = (1 - )'*/(«- <pit) dt 

- (1 - “«/ {t - 9^(«) dt 

+ (1 — (1 — e*"“) •/ (t — X)*""- ^ (p{t) df, 

dabei sind K^, K,, in positivem Sinne, s in der Richtung von x nach 
zu durchlaufen, und die Integranden sind durch analytische Fortsetzung 
des Integranden an der SteUe A (s. Fig. 21) längs K* bzw. s + K„ zu ge- 
winnen. 

(b) Ersetzt man x in (a) (außer im Integranden) durch ein ta 
so ist (13) wiederum eine Lösung der D61, und zwar für alle a?, die weder 
auf dem Integrationswege liegen noch von den Kreisen eingeschlossen 
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werden. Man erhält auf diese Weise höchstens m linear unabhängige 
Lösungen. 

(B) Ist eine ganze Zahl, so werden ^ und Null. Man kann 

dann zu einer benachbarten DGl übergehen, indem man c = c„ durch 

c + € ersetzt, und für diese BGl die Lösung nach (Aa) bilden. 

Dann ist 

- - A I 

VtL, % Vut X, a I «<»0 

= [2» * “•/ + 231 1 (1 — e*"“) */] (t — ^(t ) dt 

+ (1 — *»/ {t — <p(t) log {t — dt 

eine Lösung der eigentlich gegebenen DGl. Wie bei (Ab) kann hierin 
wieder z durch ersetzt werden. 

(C) Ist T == T„ eine mehrfache Nullstelle von P(t), so werde (ii) in der 
Gestalt 

(Iia) ^ H (Ä ^ 2) 

geschrieben. Wird 

^_T = ße‘^ = (v ^ 2) 

gesetzt, so ist in (lo) 

[. .] = g«. (t - x)‘ T(t) exp I , 

WO T(t) in einer gewissen Umgebung von t regulär und =}= Ol ist. Bei festem 
ist I [• •] I *“► 0 oder -> oo für ß 0, je nachdem 

(14) cos [(1 — - Ä) + Xh] < ö oder > 0 




ist. Für <271 gibt es 2 (Ä — 1 ) Sektoren, in denen (14) abwechselnde 
Vorzeichen hat; in den Sektoren mit ungerader 
Nummer sei (14) negativ. Ist nun K eine ein- 
fache Kurve, die wie in Pig. 22 in dem Gebiet 
/ + // + III verläuft und deren Enden mit 
Tangenten in t einmünden, die innerhalb der 
Sektoren I bzw, III liegen, so ist (9) erfüDt und (7) 
eine Lösung der DGL Indem man K innerhalb 
anderer Sektoren ungerader Nummer in r ein- 
münden läßt, erhält man weitere Lösungen, je- 
doch höchstens h — 1 linear unabhängige. 

(D) Hat P(<) keinen größeren Grad als Q{t), so ist 



m 

p(t) 






t 


ü(t). 


. (II b) 
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wo ^ ^ 1 , 6, 4= 0 und U eine Summe von Gliedern ^ mit A ^ 

Wild 

t = Qe** 7 = 0;«'*' 

gesetsEt, 80 ist in (10) 

[• •] = (*— *)* n^*~ ®*P S 

if-1 r-l 


8 ist. 


wo V(t) eine rationale Funktion ist, deren Nenner einen höheren Grad 
als der Zähler hat. Bei festem ist | [* *] | ~> 0 
oder -► 00 für q 00, je nachdem 

(14a) cos (jty + ;i:,) < 0 oder > 0 

ist. Die ^Ebene läßt sich von t = 0 aus in 2 g 
Sektoren teilen, in denen diese UnGlen abwech- 
selnd bestehen. Ähnlich wie bei (C) gibt es daher 
Kurven K (s. Fig. 23 ), so daß [••]-> 0 für ^ 00 

und daher (7) eine Lösung der DGl ist. 



Sonderfälle: I. Tisdots DGl, d. h. die DGl mit 

P{x) = JJ{x - a,). Q(x) « P(x) + . 

9^1 r-1 * ^ 

Zu dieser DGl vgl. Pochhammer, Math. Annalen 37 (1890) 512— 543. 


II. Biemanna DGl C 2-403 

(15) 


V-l 


+ 


y 


(»-Ci)(«-c,){a? 


yr gy Ay ~ ^-i) fa ~ Cp+i) _ Q 

iZi « — <V 


^ + = «r+* = <V- 

Für 

y = «(»)/ 7 (*— «v)*-. — 1 — X'*»’ 

•N-1 

P = (* — d) (* — «,) (af — , 

Q — 2J(ßT + “.-1 + «,n) (» — c,_,) (* — c„i) 

9 

wild aus (15) die P 61 

Ptt"-(tP' + C)«' + [(*t^)^' + (*+ i)«']« = o. 
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Damit ist die D61 in den Pochhammerschen Typus übergeführt, und 
erhält die Lösung 

3 

y{x) = P{x) “/ {t - x)— -*•— fj(t - 
(a ^^.8 == A +8 = A)» Kurve K noch nach (Ab) zu wählen ist. 


§ 6. Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


23. Nichtlineare Differentialgleichungen. 


231. Lösungsvezfahien für besondere Typen von nichüinearen Ditte- 
rentialgleichungen. Es handelt sich um dieselben Lösungsverfahren, die 
in 15 für den Fall einer DGl n-ter Ordnung angegeben sind. Sie beziehen 
sich also auf exakte DGlen, gleichgradige DGlen, F (y", y', y) = 0, 
F (y", y', x) = 0. Für Einzelheiten vgl. 15 . Ist noch spezieller eine DGl 

y"=/(y) 


mit stetigem / gegeben, so folgt aus dieser 


also 

wenn die Lösung und ihre Ableitung die Anfangswerte an der Stelle f 
haben sollen. Hieraus erhält man für y* DGlen vom Typus 41 . Für Nähe- 
rungslösungen 8 . auch K, Klotter, Ingenieur- Archiv 7 (1936) 87 — 99. 

Es sei noch folgendes Verfahren^) erwähnt, das gelegentlich zum Ziel 
führt. Ist 

F (y", y\ y, a:) = 0 

gegeben, so führe man durch f = x + — iy komplexe Koordi- 

naten ein. Die neue DGl sei 0 {rf\ rf, rj, f ) = 0, und es sei möglich, aus 
dieser eine Gl (p {tj', 1 ], f , G) = 0 mit einer willkürlichen komplexen Kon- 
stanten C herzuleiten. In dieser Gl führt man wieder x, y ein; durch 
Trennung von Real- und Imaginärteil erhält man zwei Gien 
/i(y'. = /g (y', y, a;, Cj) == 0 . 

Durch Elimination von y* erhält man nun unter Umständen ohne weitere 
Quadratur eine Gl g (y, x, Gj) = 0 für die Lösungen von F = 0. 

Beispiel: 2 * y" -h y'* 4 - y' = 0 führt zu der DGl C 6 'I 33 (f + 1 ?) rf ' -f 17 '*— 1 ?' — 0 ; 
hieraus erhält man ({ 4 - 17 ) 17 ' = 2 17 -f G und schlieBlich (y + G^)* *= 2 C^ x — C?. 


W. ÄnUsimoff, Afath. Annälen 56 (1903) 273-276. 
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23-2. Billige weiteie Bemerkungen. 

(a) Ist die rechte Seite der DGl 

(1) y"=/(*,y.y') 

in einem Gebiet ® (x, y) bei beliebigem y' definiert, so kann es schon bei 
sehr einfachen DGlen (z. B. y" = 2 y'®) Vorkommen, daß eine IKurve 
nicht den Rand von ® erreicht, sondern im Innern von ® endigt. Da- 
gegen kann jede IKurve von (l) bis an den Rand von ® fortgesetzt werden, 
wenn folgende Voraussetzungen erfüllt sind : Für alle Punkte x, y aus ® 
und beliebiges z ist / (x, y, z) stetig und 

\f(x, y,z)\:^<p{\z\) 

für eine positive stetige Funktion (p(u) von ^ 0 mit 

0 

(b) Es seien y^(x), y^i^) zwei Lösungen von 

y" =/ (x, y, j/) bzw. y" = y (x, y, y') 

mit 

yi (a) ^ y* (a ) , yi (b) > y^ (6) , 

und es seien /, y definiert für a^x^b und beliebige y, t/. Dann ist 
y\{x) ^ y^ix) im ganzen Intervall a^x^b, wenn eine der drei Voraus- 
setzungen erfüllt ist: 

((t) f <g und / oder y ist eine nicht-abnehmende Funktion von y ; 

(ß) f ^9 / oder y irii eine im engeren Sinne monoton wachsende 

Funktion von y; 

(y) 9 und / oder y ist eine nicht-abnehmendo Funktion von y und 

eine monotone Funktion von y'.*) 

Für / = y erhält man hieraus Eindeutigkeitssätze für die Lösung von 
Randwertaufgaben . 

23*3. Grenxwertsätze. 

(a) Verhalten der Lösungen von 

(2) A y" +/(a;, y, y', A) = 0 fürA-> 0®). 

Es sei Y (x) eine für 0 ^ x ^ ä zweimal stetig dififerenzierbare Lösung von 

(3) F(x.Y.r) = 0; 

1) M, Nagumo, Proc. Phye.-math. Soc. Japan (3) 19 (1937) 861—866. 

*) Ida Oroppi^ Bolletino Unione Mat. Italiana 17 (1938) 179—182. Vgl. auch 
M, Picone, Annali di Mat. (4) 20 (1941) 97ff. 

*) If. NagumOf Proc. Phys.-math. Soc. Japan (3) 21 (1937) 529 — 534. Vgl. auch 
Nachtrag zu B 8*3. 
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ferner seien für stetige und positive Funktionen a{x),b(x) und ein A > 0 
die Funktionen / {x, y, z, A) und F (x, y, z) stetig in dem Bereich 

(4) 0^a:<Ä, |y— y(a:)|^a(a:), jz — r'(a;) ] ^ 6(a;): 

schließlich sei für positive Konstante e, K, L 

\f{x,y,z,X)—F(x,y,z)\ ^e, \F(x,y 2 ,z)—F(x,yi, s)! ^K\yi — yi\, 

F(x,y,zt) —F(x,y,zi) ^ ^ 

Zj-Zl “ 

Ist dann y(x) = y (a;, A) eine Lösung von (2) mit y(0) = 7(0) und be- 
liebigem y'(0), so existiert y{x) bei hinreichend kleinen Werten von A, e 
und p = I y'(O) — 7'{0) I in dem ganzen Intervall 0 ^ a: ^ Ä, und es gilt 
die Abschätzung 

ly (a:. A) - r (*) 1 < + f )) e" ^ * 

mit 

M = Max |7"(a;) | . 

Hängt / (x, y, z, A) für A > 0 stetig von A ab und ist F {x, y, z) 
= /(«, y, z, 0), so ist also y (x, A) -> 7 (x) fürA->0, und zwar gleich- 
mäßig in 0^ x^Ä und unabhängig von dem Anfangswert ^(0), wenn 
dieser nur hinreichend nahe an 7'(0) liegt. 

(b) + y')- 

Hierin soll y ± 1, / -> 0 für x -■> oo sein. Die Lösungen der DGl 
lassen sich dann unter gewissen zusätzlichen Voraussetzungen mit den 
Lösungen von ib y = ^ vergleichen; die zusätzlichen Voraussetzungen 
laufen etwa darauf hinaus, daß auch noch /y -► 0, /y, -► 0 ist und daß die 
Konvergenz gegen die Grenzwerte hinreichend gut ist^). 

28*4. Ein OszillatiODSsatz^). In der DGl 

y" + <p[x)f(y) = 0 

sei 9 ?(x) > 0, stetig, beschränkt und monoton wachsend für x^a; /(y) 
stetig, monoton wachsend, eine ungerade Funktion und erfülle für | y ] ^ b 
eine Lipsohitz-Bedingung. Ist ein tj mit 0 < |i; | < 6 gegeben, so existiert 
die durch die Anfangswerte y(a) = ly, y'(a) = 0 bestimmte Lösung für alle 
X ^ a, hat unendlich viele Nullstellen, und die AJlplituden nehmen mono- 
ton ab, haben aber nicht notwendig den Limes 0. 

K, Toaida, Japanese Journal of Math. 9 (1932) 146—162, 227—230. 

*) E, MÜTie, Bulletin Americ. Math. Soc. 28 (1922) 102 — 104. 
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24. Allgemeine lineore Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

84*L AUgemdne Bemerkungen^). Die allgemeine lineare DGl zweiter 
Ordnung ist von der G^talt 

(I) fti^) y"+fi(^) • 

Für die Beseitigung des zweithöchsten Gliedes /j y' s. 16*3. 

Die linke Seite von (i) ist, wenn ii statt y geschrieben wird, der 
homogene lineare DAusdruck 

L(U) =/,t4."+/iU'+/ott. 

Sind die v-mal stetig differenzierbar, so lautet der adjungierte DAus- 
druck (vgl. 17*5) 

L(v) = /, c" + (2^ - A) t/ + (/^' - /; + /o) » 
und der zugehörige bilineare DAusdruck 

i*(u, V) =/2(u'V — Uf/)+ (/i— /0UV. 

Der DAusdruck L{u) ist genau dann selbstadjungiert, d. h. stimmt 
mit Ti(u) überein, wenn = 2/2 ist, d. h. wenn er die Gestalt 

i(y) = (/2S<)' + /oy 

hat; hier braucht nur einmal stetig differenzierbar zu sein. 

Für Lagrangesche Identität, Greensche und Dirichletsche Formeln 
sowie Grundlösung s. 17*6 und 17-4. 

Die DGl (i) ist exakt, wenn 

ist; sie laßt sich dann auf die DGl erster Ordnung 

ft y' + (fl —ft) y = jf(o!) dx + c 

zurückführen. 

Die DGl (I) hat, wenn die stetig sind und /j 4= 0 ist, dieselben Lö- 
sungen wie die selbstadjungierte DGl 

{E y^Y + ^ E y = Y E mit E = exp dz , 

/t /i J /t 

d. h. mian kann unter den genannten Voraussetzungen die linke Seite 
der DGl stets als selbstadjungiert annehmen. 

Das Iterationsverfahren 6-2 zur Lösung der (zuvor nach 14 in ein 
System von DGlen erster Ordnung übergeführten) DGl kann hier in fol- 
gender Form angesetzt werden: Es sei 

y" =/(*) y' + y(*) y + *(») 


^) Vgl. hierzu x6. 



24* AUgemeine lineare Differentialgleicliiingen zweiter Ordnnng. 117 

g^ben, wobei /, g, h stetig in a^x^b sind. Man wählt die lineare 
Funktion yQ(x) so, daß sie die gegebenen Anfangsbedingungen an der Stelle 
X = a erfüllt, und bestimmt sodann die für ä; ^ 1 nacheinander aus 

y* =/yi-i + 9 Vk-i + *» yt(«) = yi(a) = o . 

d. h. man setzt 

y*(*) = / / (/y*-i + 9 Vk-i + Ä) (fc = 1, 2, . . .); 

a a 

dann ist 

!/ = yo + + 3/2 + • • • 

die gesuchte Lösung. Das ergibt sich z. B. aus 6-2, wenn man die dortigen 
Funktionen Vu bezeichnet. 

24-2. Bofechniing der Lösungen, wenn eine Lösung der sugehörigen 
homogenen Dillerentialgleiehung bekannt ist. Ist ^ 4= 0, so kann man 
die D 61 (i) durch dividieren und erhält .damit die DGl in der Gestalt 

(2) y" +f(x) + g{x) y = Ä(a:) . 

In dem betrachteten Intervall seien nun /, g, h stetig. Dann gilt folgendes: 

(a) Ist (pi(x), <pt(x) ein Hauptsystem von Lösungen für die zugehörige 
homogene DGl 

(3) y" + /(«) y' + y (a?) y = 0 » 

so sind 

y = 9’t/^<**— fl + + 

mit 

die sämtlichen Lösungen von (2) (Sonderfall von 16-4). 

(b) Ist (p(x) eine Lösung von (3) und 9 p(x)4=0, so geht (2) für 
y » fp(%) u{x) Über in die auf eine DGl erster Ordnung zurückführbare DGl 



Die Lösungen der DGl (2) sind daher 

y == + j ^ {J Eiphdx)dx 

mit 

E{x) = exp J fdx; 

dies gilt auch für ä s 0 . Die DGlen (2) und (3) smd alto im Prinzq» 
sobald ein nicht-triviales Integral der homo|^ien DGl (3) bekannt ist. 
Für die Auffindung eines solchen Integrals vgl. 25 - 
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(c) Das Verfahren von (a) beniht auf der sog. „Variation der Konstan- 
ten“, d. h. es werden die Lösungen von (2) in der Gestalt 

(4) y = Ä (*) 9?, + B(x) 
angesetzt und Ay B durch 

(5) 9?! -f 9=^1 + -B' 9^2 = ^ 

bestimmt. Dieses Verfahren kann verallgemeinert werden^), indem (4) 
durch 

(6) y = -4 (x) 9?i + B(x) 9?2 + z(x) 
oder auch durch 

y=[Ä (x) 9?i + B(x) 9?2] z(x) 

ersetzt wird und statt (5) ebenfalls gewisse andere Gien zur Bestimmung 
von Ay By z benutzt werden. Benutzt man, falls y =)= 0 ist, z. B. (6) und 
die Gien 

A'q)i + B'q>2 = —z'y A' (p[ + B' = 0 y gz = h, 
so bekommt man die Lösungen von (2) in der Gestalt 

y = J 5 (7)' (7)' 

mit W = (pi(py — <f{ q>2. 

24-3. AbscbätzmigSBätKe. Es sei f^(x) und g,{x) stetig im a^x<b 
{v = 1, 2), ferner 

0 ^fi(x)^fy{x), 0 ^g^(x)^g 2 (x) . 

Ist y,(*) eine Lösung der DGl 

y" = /,(*) y + ?.(*) 

und 

Vi («) ^ ys (®) . y'i («) ^ y'i («) > 

SO ist 

Vi (*) ^ ys (*) «nd y[(x)^ y'^ (x) 
in jedem Intervall a^x^a^y in dem ist^). 

Da sich bei jeder linearen DGl zweiter Ordnung nach i6'3 das Glied 
mit beseitigen läßt, hat man hiermit zugleich auch einen Abschätzungs- 
satz für die allgemeine Form der DGl. Weitere Abschätzungssätze kann 
man nach 8*4 erhalten, indem man die lineare DGl zweiter Ordnung in ein 
System von zwei linearen DGlen erster Ordnung überführt; vgl. hierzu 25*2. 

1) M. Kourensky, C. B. Paris 192 (1931) 1627-1629. Vgl. auch 25.8 (b), (c). 
Das läßt sich ähnlich beweisen wie der Satz 5 auf S. 91 bei Kamhe, DGlen. 
Vgl. auch F. H, Murray, Annals of Math. (2) 24 (1923) 69-88. 
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25. Homogene lineare DiffWentiolgleichungen zweiter Ordnung 
und Systeme von zwei Differentialgleidiungen erster Ordnung. 

26 * 1 . Über Baduktumen der IKtterentialgleichiiiig. In 25*1 bis 25*6 
handelt es sich um die D 61 

(1) y" + g{x) y + Hx) y == 0; 

dabei sollen f,g,hm dem betrachteten Intervall stetig und / 4= 0 sein. 

Nach 24*2 (b) kann man alle Lösungen der DGl angeben, sobald man 
eine Lösung kennt, die keine Nullstelle hat. Für die Auffindung einer Lösung 
kann neben den allgemeinen Methoden von § 5 auch folgendes nütz- 
lich sein; 

(a) Die DGl ist gleichgradig im Sinne von 15*2 (b) und geht für 
u(x) = — über in die Biccatische DGl 4-9 

(2) f(x) {u' + tt*) 4- gix) u + h{x) = 0 . 

(b) Die DGl (l) ist exakt (vgl. 17-7), wenn h = g' —f" ist; aus (i) 
folgt dann 

( 3 ) fy' + {9-r)9 = c. 

(c) Für den Fall, daß die Koeffizienten /, g, h Konstante oder von der 
Gestalt . 4 , (o X + b}" (v = 2 , 1 , 0 ) oder von der Gestalt o, x + 6, sind, 
8. 22-1 bis 22-4. 

(d) Für u(x) = y exp ~J - dx entsteht aus (i) die reduzierte Form 
oder Normalform 

(4) w" + /a = 0 mit ^ J— j{jf ~ > 

hierbei ist vorausgesetzt, daß gjf differenzierbar ist. Die Funktion I (x) 
heißt Invariante der D6D). 

Unter den nötigen Voraussetzungen kann man in der Taylorsehen Reihe für 

« (» + f) = 27 ? 

»-0 

auf Grund der DGl a" 4- / u = 0 die zweiten und höheren Ableitungen von ii 
durch w, u' und die Ableitungen von I ausdrücken. Es wird dann 

t* (» + f) = y(*) T + y'(») . 

wo r, Fj von der Gestalt 

oo ^ oo ^ 

n-O " «— 0 

sind, S, Bfodetsky, Prooeedings Edinburgh Math. Soc. 34 (1916) 46— 60, hat die 
Analogie der Af^{x)f Bf^{x) mit den gewöhnlichen Kreis- und Hyperbelfunktionen 
untersucht. 
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(e) Für zwei DGlen (i) and 
(la) /j(a:)tt" 4 -yi(a:)«' + Ai(x)« = 0 


4 = 0) h&ngen die Lösungen y(z) und u(x) genau dann mittels einer zwei- 
mal stetig differenzierbaren Funktion P{x) 4 = 0 durch die Gl y = u P{x) 
zusammen, wenn beide DGlen dieselbe Inirariante haben. Sind Vt 
und Ul , u^ zwei durch die obige Gl verknüpfte Hauptsysteme von Lösungen 
der DGlen (i) und (la), so ist 


8{X) = 


yi(«) 

yt(*) 


Ulix) 
Utix) * 


wofern die Nenner 0 sind, und es ist s' (x) =# 0. Diese noch von drei 
willkürlichen Konstanten abhängende Funktion s(a;) genügt der DGl 


(5) 


{s,z} = 21 , 


wo 

( 6 ) 


{«. x} = 




2 


die Schwarzsche Differential- Invariante von (i) oder auch die 
Schwarzsche Abgeleitete der Funktion 8{x) heißt. Ist mit 
s'(a:) > 0 eine Lösung von ( 5 ), so sind 

-^(^ 1 +<?«•) 

die Lösungen von y" + / y = 0. 

Vgl. Farsyth’ Jacobsthal, DGlen, S. lOö— 128. 


(f) Die Lösungen y(x) der DGl (l) und iy(f) der DGl 


(I b) Mi) v" + 9i ii) v' + Kii)v = o 

(Ji ^ 0) hängen genau dann durch eine Transformation 
y{x) = P(x)ri{i), i = i{x) 

mit dreimal stetig differenzierbarem ^{x) und ('(x) ^ 0 zusammen, wenn 
((x) der DGl 

genügt (/ = /(a?), . . .,fi . . .); es besteht dann der Zusanunenhang 

( 8 ) yyji^expjffdx = tjexpjf/id{. 


Man kann versuchen, durch passende Wahl von P und 17 die DGl (i) in 
eine einfachere DGl (ib) überzuführen. 

Vgl. Forsyik^Jacobslhal, DGlen, S. 105-128. 

(g) Für numerische und graphische Lösungsverfahren sowie für me- 
chanische Hilfsmittel zur Lösung der DGl s. § 8 . 
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S5 S. Wetters Zneemmenhänge mit anderen Ditferaitialtfeiidinncen. 

(a) Über die DGl 

y" =0(x)y 

mit periodischen Funktionen ^{x) s. Hillsche DGl G 2*30. 

(b) Für die DGl dritter Ordnung, deren Lösungen gerade die Produkte 
von je zwei Lösungen von (l) sind, s. 26 und 03-26. Für die DGl vierter 
Ordnung, deren Lösungen die Produkte aus einer Lösung und dem Quadrat 
derselben oder einer anderen Lösung von (i) sind, s. 04-14. 

(c) Die DGl (l) kann man auf mannigfache Weise in ein System 

( 9 ) y'(^) = y + y + « 

überführen. Man hat, wie leicht nachzurechnen ist, nur P, . . ., so zu 
wählen, daß 

P+Ä+|+f = 0. ÄÖ+P'+P* + P-^ + A = o 
ist. Z. B.: 

(10) e = l, P = 0 , P = Ä=-J; 

(11) Q — ^, P = S= 0 , R = —jE mit E — eTpJ^dx; 

M e-l, P-S = -ij. 

«) «-7. P-P-ij-fj- 


Ist die DGl selbstadjungiert, d. h. ist 

( 14 ) {//)' + = o 

gegeben und ist /^ > 0 , so kann man z. B. auch noch 



wählen. Dabei ist vorauszusetzen, daß die vorkommenden Ableitungen 
existieren. 


(d) Die Lösungen des Systems (9) sind genau die Funktionen 

(16) y = £?p(a:)8in^(a;), z = Cpl«) cos^(x), 
wo C eine beliebige Konstante, ^{x) eine Lösung der DGl 

(17) ^ = Qcos*# + (P — S) sin# co8#~ Bsin*# 

mit einem Anfangswert 0<#(a) <9t und 
* 

Q = exp J [P sin*# +(ö+J?)sintfoo 80 + 5 f 008*#J dx 
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Diese Darstelluog der Lösungen durch „Polarkoordinaten*" ist 
nützlich bei der Untersuchung der Nullstellen der Lösungen. Die Null- 
stdlen von y(x) werden nämlich durch die Werte ^ kn (k ganz) erhalten, 
und für 0 hat man die DGl erster Ordnung (17). 


Ist 2. B. y" + y == 0 

gegeben*), so lautet (17) bei Verwendung der Transformation (15) 

3 


r= a: — sin* & , 
4 ar 


für X > 0 ist also 


X — 


= 


; ar, 


also # ^ X* für X 00 , also die Nullstellen 2 kn 

(e) Sind yi(a;), y2(^) die beiden Lösungen von (14) mit den Anfangs- 
werten 

yi(a) = l, y[(a) = 0; y^Ca) = 0, y'^ia) ^ 1 


und bestimmt man stetige Funktionen r(x), (p{x) durch 
y^ = r cos 99 , yg = r sin 9p , 9p (a) = 0 , 
so ergibt sich : Man erhält jede Lösung y(x) von (14) genau einmal, indem 
man 


y = (7 r sin (9p + oc) 

setzt; dabei bedeutet C eine beliebige Konstante, a kann beliebig aus einem 
g^ebenen Intervall ao^a<oco + i^ gewählt werden, r(x) ist die im 
ganzen Intervall existierende Lösung der DGl 

(18) + 

mit den Anfangswerten r{a) = 1 , r'(a) = 0 , und schließlich ist 


9 





f(a) dx 
7(i) r* • 


a 


Ist / = 1 und y — 00 für | a; | -> 00, so ist r (x) -► cx) für | x | -> 00 und 
zb 00 für X ± 00. Die Transformation ist von Nutzen bei der 
Untersuchung von y(x) für große x. 


Vgl. W, E. Müne, Transactions Americ, Math. Soc. 30 (1928) 797—802. 
H, Miüaux, Prace mat.-fiz. 41 (1934) 39—64. 


Wird 



^) Vgl. Kamke, Americ. Math. Monthly 1939. 

*) J. K. L. MaeDofuUd, Bulletin Americ. Math. Soc. 45 (1939) 164—171. 
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gesetzt, so wird 




WO a){z) die im ganzen Intervall existierende Lösung der D61 

\2a> 4 cü*/*' 2a>‘' ^ 

mit den Anfangswerten cü{a) = 1, ci)'(a) = 0 ist. 

(f) Durch die Transformation 

y(z)==u(x)Tj(i), f = c + 

mit gegebenem zweimal stetig differenzierbarem m(z) =i =0 geht ( 14 ) über in 
rj" + ^(^)rj = 0 mit 0(f) = / (fu'Y + fg 
Ist u(x) speziell die in (e) eingeführte Funktion r(a;), so entsteht die DGl 

= 0 . 

Vgl. 0. AscoU, Atti Accad. Lincei (6) 22 (1936) 234—243. 2?. Swift, Americ. 
Journal Math. 60 (1928) 691 — 612; dort werden vor allem kanonische Formen der 
DGl für den Fall periodischer Koeffizienten untersucht. 

25*3. KettenbrachentwicUnngen für Lösongen. Ist in der DGl (i) 

h{x) 4 = 0, so kann die DGl in der Gestalt 

y = Qoi^) y' + y" 

geschrieben werden. Sind und Pj beliebig oft differenzierbar, so erhält 
man durch wiederholte Differentiation 

e, + P'i _ Pi 


y' = öl y" + -Pa y'" mi* öl ^ 




p.= 


1-e;’ 


allgemein 


e,-i + p; 


+ mit = 


V+1 


falls die auftretenden Nenner 4 = 0 sind. Aus der ursprünglichen DGl er- 
hält man 

— Vo i“ y. > 

mit der nächsten Gl weiter 


y _ 

y' 


Qq" 


Ql ^ Fjj 


y 


usw. ; schließlich den Kettenbruch 

y 0-1- 4- - — 4- 4- . . . 

y'-^0+\Q^ +\Q^ + . 

Im Einzelfalle bleibt noch zu untersuchen, ob der Kettenbruch konvergiert. 
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Hat man auf diese Weise ^ und damit auch — gefunden, so kann man durch 

y y 

Integration des letzten Ausdrucks eine Lösung y erhalten^). 

Speziell für die hypergeometrischen Funktionen (s. C 2 - 260 ) besteht 
die Kettenbruchentwicklung 

_ 1| , «i«l i 

^ 11 1 1 j 1 ‘ ' 

mit 

_ (j^ + r)(a — y — v) _ (a -h r) — y ~ v) 

— (y4.2»-l)(y+2r)* **'+1 (y + 2») (y + 2v + 1) 

(Perron, a. a. O., S. 347), und diese konvergiert in der von + 1 bis + 00 
aufgeschnittenen komplexen a^-Ebene mit Ausschluß der Nullstellen von 
F(aL,ß,Y,x)^). 

25*4. Allgenieines über die Hnllstellen der Lfisnngen* Trennnngssätse. 

(a) Da die IKurve durch Anfangswert von Funktion und Ableitung 
bestimmt ist, gilt: Keine IKurve von (i) außer ^ = 0 berührt die a;- Achse 
oder hat in einem endlichen abgeschlossenen Intervall unendlich viele 
Nullstellen. 

(b) Es seien yx(x), y^(x) zwei linear unabhängige Lösungen von (i) 
und Xi<,x^ zwei aufeinander folgende Nullstellen von . Da die Wron- 
skische Determinante y^ y*^-- y\y%^^ ist, ist ys(a;^) 4= 0 und y^(x^ 4 = 0. 
Wäre ys 4= 0 für x^K^x dx^, eo wäre nach dem Satz von Bolle an min- 
destens einer Stelle dieses Intervalls 

^^ = 0 , also yiy*— yiy,== 0 , 

was wegen der linearen Unabhängigkeit von y^, y^ nicht der Fall sein 
kann. Daher hat y^ mindestens eine Nullstelle im Intervall x^. Da 
yi und y^ ihre Bollen tauschen können, ergibt sich der 

Trennungssatz: Ist yi(x), y^C^) ein Hauptsystem von Lösungen 
der DOl (l), so liegt zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen 
(wenn es solche gibt) der einen Funktion genau eine Nullstelle der andern 
Funktion. 

Weiter gilt für jede eigentliche Lösung y(x) folgendes: Ist ä 0 (neben / 4= 0), 
so trennen die NnUstellen von y und y' sich wechselseitig. Ist A 4 = 0 und 
A* -f Ä g' — g A' 4 = 0, so gilt dasselbe für die Nullstellen von y' und y' und, wenn 
g 4 b 0 und A*-}-Ag' — gA'4s0 ist, auch für die Nullstellen von y und y". Vgl. 


^) Zu diesem von L. Evler herrührenden Verfahren und zur Konvergenzhrage s. 
Perron, Kettenbrüohe, { 80. 

*) Vgl. hierzu auch E. L. Inu, Proceedings Edinburgh Math. 800 . 34 (1916) 
146-154. 
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hierzu E» Kamkt, Mathematica 16 (1939) 201—203^); dort sind auch Trennungi* 
8 &tze für Systeme von zwei linearen DGlen erster Ortung angegeben, 0. 0. OdkUy 
behandelt im American Journal Math. 52 (1930) 659— 672 die DG] 
r +/,(») V + »i(*) » +/. W 1/1 + jr,(x) |y| = *(*) . 

2 S- 6 . NnUitdlen and OnOlation der LSiangen in einon e nd l k> » mn 
Intervall*). Die DOl wird in der selbstadjungierten Form (s. 24-1) 

(14) (//)' + »» = 0 

betrachtet, wobei / stetig diSerenzierbar und > 0, gf stetig sein soll für 
a^x^h, 

(a) Sturms ers^ Vergleichssatz : Ist (x) eine eigentliche Lösung der DGl 

(1:9) (/y )' + ?, y = 0 (»' = 1,2) 

und ist 

so liegt zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen x^y x^ von 
mindestens eine Nullstelle von y^ oder es ist 2^2 ~ ^ ^ ^)* 

in keinem Teilintervall zugleich 

/i=/». and 9i = 9t> 

SO liegt im Innern von <a;^, x^} stets mindestens eine Nullstelle von y^. 

Für den Beweis des Satzes s. (c). Zum Beweise kann auch die sog. 
Formel von Pkone^) herangezogen werden: 

(/i yJ yi —ft vi yJ)} = (y* — 9 i) yf + (A —ft) vi + A (yj — yi 

hierin bedeuten y^ Lösungen von (19) für r = 1 , 2 , und in dem betrach- 
teten Intervall soll ^2 4= 0 sein. Sind x^y x^ zwei aufeinander folgende 
NullsteDen von y^ und läge zwischen ihnen keine Nullstelle von y^y so würde 
aus der obigen Formel durch Integration zwischen den Grenzen und 0*2 

^ == J* — fl'i) y\ + (/i /z) +/z 1^1 ’ 

was nicht sein kann, wenn > 0 , g^ und g^ 4 ^2 


^) Der dortige Satz I kann nach Mitteilung von 0. Perron allgemeiner so formu- 
liert werden: Sind /(x), g(x), z(«) für stetig und ist g 4 = 0, so liegt 

zwischen je zwei Nullstellen irgendeiner Lösung y (*) von y' — / y -h g z mindestens 
eine Nullstelle von z, da, wenn x« eine Nullstelle von y ist, nach 4*3 

9 » 


y 



~dx mit 



ist. 


*) Vgl. Jf. Btchery Bullel^ Americ. Math. Socr4 (1898) 365ff. und Möthodes 
de Sturm. M. Ptcone, Annali Pisa 10 (1908). Jnce, D^. Equaticms, S. 223— 230. 

*) ^gl* i^scty Diff. Equations, S. 226f. Für eine Ausdehnung der Formel auf 
DGlen n-ter Ordnung s. 0. CimminOy AtU Aooad. Linoei ( 6 ) 9 (1929) 524— 526; 
( 6 ) 28 (1938) 354-364. 
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T, Fortf Bulletin Americ. Math. Soc. 24 (1918) 330—335, hat Vergleichssätze 
unter allgemeineren Voraussetzungen aufgestellt und die Nullstellen von Aus- 
drücken ol{x) yp(x) ß {x) y*^{x} betrachtet; vgl. hierzu auch H. J. Ettlinger, 
Transactiöns Americ. Math. Soc. 19 (1918) 79—96. C. 0. Oakley, Americ. Journ 
Math. 62 (1930) 659-672 hat die DGl 

y" + fiM y' 9i(^) y ^ f2(^) y' y =h(x) 

behandelt. Vgl. auch 25*5 (c). 

Nimmt man als VergleichsDGl zu (14) die DGl 

mit konstantem k (bzw. K statt k), so ergeben sich hieraus die folgenden 
Bedingungen für Nicht- Oszillation und Oszillation der Lösungen: 

(b) Ist ^ ^ 0 oder 

so hat jede eigentliche Lösung von (14) höchstens eine Nullstelle in <a, by ^). 
Ist 0 <f<K, g>K g®'®* 'lod ^ 1 , 

so hat jede eigentliche Lösung von (14) mindestens m Nullstellen in <0, by. 

Für weitere Sätze dieser Art s. M. Böcher, Bulletin Americ. Math. Soc. 5 
(1899) 22-43 und 7 (1901) 333- 340. 0. Dunkel, ebenda 8 (1902) 288-292. W, B. 
Fite, Transactions Americ. Math. Soc. 19 (1918) 341—352. Zur Verteilung der 
Nullstellen der Lösungen im Bereich komplexer Veränderlicher s. E, HiUe, Trans- 
actions Americ. Math. Soc. 23 (1922) 360—386; Bulletin Americ. Math. Soc. 28 
(1922) 261-265; Proceedings Toronto 1924, Bd. 1, S. 511-619. 

(c) 2 ). Der Vergleichssatz läßt sich leicht beweisen und zugleich allge- 
meiner fassen, wenn man von der DGl zweiter Ordnung zu einem System 
von zwei DGlen erster Ordnung übergeht (vgl. 25*2 (c)) und weiter von 
dem System zu der DGl 25-2 (17). Diese DGl ist von der Gestalt 

(20) #'(a;) = A^{z) cos*# 4* sin 2 # + 0 ^(x) sin* # . 


1) Ist / > 0, ^ ^ 0 und in keinem Teilintervall ^ ss 0, so hat yy' für jede eigent- 
liche Lösung y höchstens eine Nullstelle in (a, b) [M, Böcher, Transactions 
Americ. Math. Soc. 3 (1902) 199]. Denn für u(x) ^fyy' ist 

« (fy'Y y + /y'* -/y'* - y* > 0 , 

und u' ms 0 in einem Teilintervall nur dann, wenn y ^ C ^ 0 und zugleich ^ k 0 
ist, was gerade ausgeschlossen wurde. Hieraus folgt die Behauptung. 

*) Vgl. E. Kamke, Americ. Math. Monthly 1939, sowie «f. H. Sturdivant, Trans- 
actions Americ. Math. Soc. 30 (1928) 560— 566. 
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Hat man zwei derartige DOlen {v = 1 , 2) mit stetigen Koeffizienten 
C,y ist weiter 

( 21 ) 

und ist schließlich (a;, a) die Lösung von (20) mit dem Anfangswert 

(®» a) == «> 

^2 *2) = 0^2 ^ Ot^ . 

Ist B2 = Bif also die letzte der UnGlen {21) eine Folge der beiden ersten, 
so gilt 

^2 *2) > (^» «1) «2 ^ «1 

genau dann, wenn 
entweder 0C2 > 

oder Oj = und außerdem > Aj, iCj | + [Cg | > 0 
oder C2 ^ Ol , | A^ j -f- 1 A2 j ^ 0 
an mindestens einer Stelle des Intervalls a^x^b ist. 

Hieraus folgt als Sonderfall für Systeme 
(22) y' =i'^(aj)y + Q,(a;)2, z' R^(x) y + S^(x) z: 

Es seien P,, . . ., stetig in <a, 6> und 

C2^^i>0, P2 — ^2 = Pi — Siy 

weiter y^(x), z^(x) eine eigentliche Lösung von (22) sowie 
entweder yi(ä) = 0 
oder yi(a)+0. y*(a) + 0, 

Dann gilt 

Erster Vergleichssatz. y2(x) hat in a<Zx^b mindestens ebenso viele 
Nullstellen wie yi{x); sind a;^, die w-ten Nullstellen von ^1,^2» so ist 
X^^x^ ; es ist sogar X^<Cx^, wenn an mindestens einer Stelle des Inter- 
valls x^x^ 

, > f Qi>Qi und lÄi|+lJ?j|>0 

' (oder Ä5,<Äi 

ist. 

Zweiter Vergleichssatz : Wenn y^ und gleichviel Nullstellen im Inter- 
vall a <x <b haben, wenn yi(b) =# 0, ^3(6) 4= 0 ist und an mindestens 
einer Stelle des Intervalls a^x^b die Voraussetzung (23) gilt, so ist 

^ gi(^) 

yi(^) yi(&) ‘ 

Für Py = = 0 , = i Äy = — g^ ist hierin der Satz (a) enthalten. 

fp 

Da man von den DGlen (14) und (i) noch auf mannigfache Art zu einem 
System (9) übergehen kann (vgl. 25-2 (c)), können aus den obigen beiden 
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Vergidohse&tsen für Systeme leicht noch weitere Vergleichss&tze für die 
BGlen (14) oder (i) abgeleitet werden. Z. B. die Sätze von O. Cimmino, 
Bendiconti Sem. Mat. Roma ( 4 ) 1 ( 1936 ) 31 ff. oder auch die folgende Ver- 
schärfung von (a): 

(d) Ist y^{x) eine eigentliche Lösung der DGl 

(19) + (1^ = 1, 2) 

und 

/i^/i>0, 9i^9t 

sowie entweder yi{a) = 0 

oder yj(a) + 0. y,(a) #= 0, AW > /»Wy«W 

yi(«) yi(«) ’ 

so gilt für die n-ten Nullstellen von y^, y^ in dem Intervall a <x^b 
die ünGl ^ 

Hieraus folgt, wenn für (14) die VergleichsDGl 
gewählt wird: 

(e) lst/^jr> 0 , — und ist y(z) eine Lösung von (14) mit 

den Anfangswerten y(a) = a, y'(a) = jS (| a | + | > 0 ), so hat diese Lö- 

sung in dem Intervall a < x^b keine Nullstelle, wenn a = 0 oder a s# 0 , 

85*6. Teriialten der Lösungen Vix 00. Die hierauf bezüglichen 
Sätze sind zum großen Teil nur für die DGl 


(24) y" + /(®)y = 0 (/ stetig für X > o) 

formuliert. Das ist keine erhebliche Beschränkung der Allgemeinheit, 
da sich die DGl (l) nach 25-1 (d) stets in die obige Gestalt bringen läßt, 
wenn nur das dortige gjf stetig differenzierbar ist. 

(a) / ^ 0 Aus 25-5 (b) folgt unmittelbar, daß jede eigentliche Lösung 
höchstens eine NuUstelle hat, also ^ 0 für alle hinreichend großen z ist. 
Weitere derartige Sätze kann man auf Grund der Bemerkung am Ende 
von 25-5 (c) herleiten, indem man ab VergleichsDGl y" = 0 nimmt. 

Ist fix) ^ 0 sogar für aUe x, aber ^ 0 , so ist, wie leicht zu sehen ist, 
y ^ 0 die einzige Lösung, die für alle x beschränkt ist^). 

(b) f(x) — cx> für |x| 00. Jede eigentliche Lösung y(x) hat nur 

endlich viele Nullstellen, und es ist 


y'M 

y(*) 


00 für I X 1 00 . 


Für / » 1 bei Jf. Bdeäer, Bulletin Americ. Math. Soc. 4 (1898) 301f. 
*) H. Murray, Annals of Math. (2) 24 (1923) 69-88. 
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Es gibt zwei linear unabhängige Lösungen u^{x), so daß -► 0, 
u, oo, i4 — oo für z — oo ist, und zwei linear unabhängige Lö. 
sungen t?,, so daß 0, Vg, Vg c» für a? -► oo ist. 


W, E, Müne, Transactions Americ. Math. Soc. 30 (1928) 797—802. 

(c) />a*> 0. Dann hat jede eigentliche Lösung y(z) nebst ihrer 
Ableitung unendlich viele Nullstellen, d. h. jede Lösung oszilliert unendlich 
oft; die Langen der Oszillationsintervalle, d. h. die Abstände aufeinander 
folgender NullsteUen bleiben beschränkt^). 

Ist f{x) -► a* > 0 für x -► oo und nimmt f(x) monoton zu oder ist 
log/(a;) von beschränkter Schwankung für a ^ z <oo, so streben die 
Längen der Oszillationsintervalle gegen - . Sind die Amplituden 

von y, /, d. h. die M a x i ma von ly), [y'l in den Intervallen zwischen auf- 
einanderfolgenden Nullstellen, so existieren tj = lim und rj' = lim »y' , 
und es r/ = oltj. Die Lösungen von (24) verhalten sich also für große x 
ähnlich wie die Lösungen von y" + a* y = 0*). 

Für jede eigentliche Lösung von (24) gilt 

lim y{x) — 0 , Üm ly(x) V/(a:)l >0, 

z — ► oo * -*■ oo 


falls (2) vorhanden und >0 sowie außerdem entweder f{x) 
und /'(x) monoton abnimmt oder 




/(«) 


-1 


oo ist 


istund/^(2) monoton zunimmt (Monotonie jedesmal im weiteren Sinne)’). 

Eine Note von P. FaUm^ C. R. Paris 189 (1929) 967—969, nach der för jede 
Lösung von (24) y{x) und y' {x) beschränkt ist, wenn «^^/(x)^^ gilt, ist 
nicht richtig; vgl. O, Perron, Nachrichten Gröttingen 1930, S. 28f. 


J) W. F. Osgood, Bulletin Americ. Math. Soc. 26 (1919) 216-221. M. Bier- 
nackt, Prace mat.-fiz. 40 (1933) 163—171. Ist außerdem / differenzierbar und 
existieren die folgenden Integrale, so ist, wie man leicht sieht, 

•fOO +00 

F{0) exp j- J -^«**) ^ ^ ^’(O) «P ( / ^ <**) 

— OO — oo 

für F{x) =/y* + y”*; R. CacciofM, Atti Accad. Linoei ( 6 ) 11 (1930) 261—254. 

*) A. Kneaer, Math. Annalen 42(1893) 409—436; Journal f. Math. 116(1896) 
178-212; 117 (1897) 72—103; 120(1899) 267—276. O. Aacoli. Atti Accad. lin- 
cei ( 6 ) 22 (1936) 234—243. Califfo, Bolletino Unione Mat. Italiana (2) 3 (1941) 
286—296. 

*) Jf. Biemaeki, Prace mat.-fiz. 40 (1933) 163—171. Vgl. auch H, MWemx, 
ebenda 41 (1934) 39-64 sowie *). A. Wiman, AcU Math. 66 (1936) 121-146. 
0. Sanaone, Beraolari Soritti, S. 386—403. 2. BxÜewaki, Matbematica 12 (1936) 
86 — 48. Vgl. ferner 23 * 4 . 
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(d) In 


+ ~\-Ky = ^ (v = 1, 2) 


seien g^(x)y \(x) für alle x^a stetig, ferner sei 

^ Ag » Ag > 0 . 

Wenn für die DGl mit v = 1 jede eigentliche Lösung unendlich oft oszilliert, 
so gilt dasselbe für jede eigentliche Lösung der DGl mit v = 2 .^) 

(e) y" + ö^y' + Ay = 0; dabei seien g{x) und h(x) stetig für x ^ a 
und außerdem g ol, h-^ ß für x oo. 

Die Lösungen der „charakteristischen Gl“ ß*+aß + /J = 0 seien 
Isli Rßi 4=Rß2» existiert für jede eigentliche Lösung 


(25) 


lim 

oo 


y'W 
y(x) . 


und hat einen der Werte ^2* Rßi =R^2» braucht der Limes 
nicht zu existieren, wie y" + y = 0 zeigt; auch dann nicht, wenn = og 
ist, wie C 2* 106 zeigt. Im Pall = ^g kann, wie die Transformation 
y = u{x) exp x zeigt, Qi = Q2 = 0 angenommen werden, d. h. gr -> 0 
und A“> 0. Ist überdies g^O und Ä< 0 , so existiert wieder (25) und 
hat den Wert 0 . 


0, Perron^ Journal für Math. 142 (1913) 268 f.; Sitzungsberichte Heidelberg 
1917, Abhandlung 9, ö. Hameln Math. Zeitschrift 1 (1918) 220—228. Vgl. auch 
P. H. Murray, Annals of Math. (2) 24 (1923) 69-88. 

(t) Sind in 

(14) (/y')' + ?y = o 

/ und g stetig differenzierbar, / > 0, gr > 0 und ist fg monoton, so nehmen 
für jede Lösung von (14) die Amplituden mit wachsendem x monoton 
ab oder zu, je nachdem fg zu- oder abnimmt. 

Denn wird für eine Lösung y(x) 

r(a:) = y*+<-^ 

gesetzt, so ist 

und r = y* wenn y' = 0 ist. 

0, Pdlya; vgl. G. 8zegö, Orthogonal polynomials, S. 161. Für Sätze dieser 
Art 8* auch Biernacki und Miüoux in Fußnote 3 auf S. 129. 

(g) y" + [/(^) + ^] y = (^- /(®) für aj ^ a stetig differenzierbar 

und ist 

/(a:)=0(i), /'(x) = 0(l) 


1) W* B, Fite, Transactions Americ. hiath. Soc. 19 (1918) 342 f. Der Beweis 
scheint nicht lückenlos zu sein, kann aber leicht vervollständigt werden. 
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für X oo, so liegt 

firn |9)ji(x)j 

X-* OO 

(<p;i bedeutet eine beliebige zu A gehörige Lösung der DGl) für alle A ^ Aq > 0 
unter einer von A unabhängigen Schranke. 

Ist f(x) für x^a stetig und /(a;) = 0(a;“*) mit 1; > 1 für x-^oo, 
so läßt sich für A > 0 jede Lösung 9 ?(a:) ^ 0 in der Gestalt 

9 ? = ß (a:) sin [A x + , 9 ?' = A cos [A a: + a(a:)] 

mit stetig differenzierbaren Funktionen g(x), a(x) darstellen, und für 
passend gewählte Zahlen po ^ ^ 

e(*) = eo+o <r=ao + o(^). 

Courant- Hilbert, Methoden math. Ph3r8ik I, S. 285ff. 

25-7. DiSerentialgleichimgen mit singiilären Stellen. Bei der DGl 

y" + A (^) y' +fo(^)y = ^ 

sind jetzt für die Koefßzienten f^{x) meromorphe Funktionen zugelassen. 
Für die Begriffe reguläre, schwach singuläre und stark singuläre Stelle 
der BGl s. i8-l. Aus i8 ergibt sich weiter durch Spezialisierung auf die 
DGl zweiter Ordnung: 

(a) Die DGl ist vom Fuchsschen Typus, wenn sie die Gestalt 

P^y"+PQy'+Ry = 0 

hat, wobei 

P = (x — Ol) (a; — «2) • * * — ««i) 

mit lauter verschiedenen a, und Q, E Polynome vom Grad < t» — 1 
bzw. < 2 (m — 1) sind. Eine solche DGl hat einschließlich des Punktes 00 
nur reguläre oder schwach singuläre Stellen. 

(b) i) (x — S)^f(x)y"+ (x — i) g(x) f/ + h{x) y = 0 , 

f,g,hm einer Umgebung von x = f regulär, d. h. in Potenzreihen ent- 
wickelbar und/(f ) 4= 0. Die Stelle f ist dann regulär oder schwach singulär. 
Die Gestalt der Lösungen in der Umgebung der Stelle | hängt von den 
Lösungen der charakteristischen Gl oder IndexGl 

r(r-~l)/(f) + rör(f) + A(f) = 0 

ab. Die Numerierung der Lösungen r^, sei dabei so gewählt, daß, wenn 
fl — fs eine ganze Zahl ist, diese ^ 0 ist. Dann sind die Lösungen der 

Außer der in 18-2 angegebenen Literatur vgl. auch Forsyth-Jacobsthal^ 
DGlen, S. 152—163, 244—269, 584—597. Whütaker-WaUon, Modem Analysis, 
S. 197-201. 



132 


A. { 6. Differentialgleichiiiigen zweiter Ordnung. 


DGl C'i ifi + ^3 93) dabei ist von der Gestalt 


OO 


(«) 

yi = {x—SY' JJc,{x — SY, Co=l; 

ferner 


(ßi) 

yz=(x-f)'-^c:( 3 :-fr. cr=l. 

0 

&Ub d = 

r^~r2 keine ganze Zahl ist; 

ißt) 

yz = Vi log (X - f ) + (X - SY' S^rix- SY 

.-1 

für d — ( 

); 


(ß») »3 = c yi lo« (a: — f) + (a: — SY' * + X* 

y-1 


falls d eine ganze Zahl > 0 ist (hierbei kann o = 0 sein). Die Koeffizienten, 
von (a) und (ßi) bestinunt man, indem man mit dem Ansatz (a), (ßi) in 
die DGl hineingeht. Auf die Funktionen (ß^) und (ß^) führt der Ansatz 
y(x) = yi(x)u(x) sowie die Methode von Frobenius (s. i8-2). 

Von dem Typus der hier behandelten DGl sind z. B. die Besselsche, 
Legendresche, hypergeometrische DGl. 

(c) ^f(i)y'' + ^9(i)y'+^{i)y^^' 

f(x), g(x), h(x) sind in einer Umgebung von x = 0 regulär, /(O) 4 = 0 . 
Dann ist z == cx> regulär oder schwach singulär. Durch die Transformation 

y(x) = t;(f), f = ~ wird dieser Fall auf den Fall (b) zurückgeführt. Vgl. 

X 

auch 18*3. 

f(x), g(x), h(x) sind in einer Umgebung von z = 0 regulär; /(O) 4= 0 , 
ft(0) 4= 0 ; g(x) s 0 oder g(0) 4= 0; a, 6 c ganze 2iahlen. 

UnGlen, in denen 6 vorkommt, brauchen im folgenden nur erfüllt 
zu sein, wenn ör(0) 4= 0 ist. Ist a ^ 5 + 1 ^d a ^ c -r 2, so liegt der 
Typus (c) vor. Weiterhin sei daher a^b oder a < c + I- Dann ist der 
Punkt 00 eine stark singuläre Stelle (vgl. dazu 18*5). Für das Vorhanden- 
sein dner Lösung der Gestalt 

00 

y = *" Pc**-* 
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ist notwendig, daß ^(0) 4= 0 , a < 6 und c ^ Min (a — 2 , 6 — 1) ist. Für 
das Vorhandensein einer Lösung von der Gestalt einer Thom^schen Normal- 
reihe 

(P ein Polynom vom Grad p) ist notwendig, daß 
g(0) = 0, c—2(p — l)^a^c+l 

oder g(0) =# 0, a < 6, Min |c — 6, — — a 

ist. 

(e) Auch für den Fall reeller Veränderlicher sind ähnliche DGlen be- 
handelt w'orden. Sind A, B Konstante, f(x) und g(x) stetig für a < o; ^ 6 
und existieren die Integrale 

fr fr 

f\f\dx, f (x—a)\g\dx , 

a a 

SO läßt sich die DGl 


(* — o)* y" -f [A{x—a) +f{x) {x — o)*] y' + [J 5 + (x — o)* y(i)] y = 0 
nach dem Iterationsverfahren lösen ^). 


25-8. Nähernngslösoiigeii, insbesondere asymptotisdie Lösongen; reelle 
Veränderliche. 

(a)®) Es sei die DGl 

(26) = 0 

y -0 »-0 


gegeben. Für den Sonderfall «q = — 1 , 6 q = 6 ^ = 0 können in 

(27) y = 

y-0 

die Koeffizienten c, nach und nach berechnet werden, wenn man mit 
diesem Ansatz in die DGl hineingeht und die Koeffizienten gleichhoher 
Potenzen von x vergleicht. Die entstehende Reihe (27) divergiert im all- 
gemeinen, liefert aber für die Lösung y(x), die für x-^00 gegen Cq strebt, 
eine asymptotische Darstellung 



') Af. Böchtr, Transactions Americ. Math. 80c. 1 (1900) 40— 52. Vgl. auch 18*9. 
Vgl. Ince, Difi. Equations, S. 169 ff* 
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in dem Sinne, daß für jedes feste m und geeignet gewähltes A 


»-0 


af 



für alle hinreichend großen x gilt. Das ist für die Berechnung von p(x) 
für große x nützlich. 

Der aUgemeine Fall kann, wenn «d =1= 0 und aj + 4 6q ist, auf den 
obigen Fall durch die Transformation 


y(x) = x^fj(i), i = gx 

zurückgeführt werden. Dabei wird r so gewählt, daß das neue 6 q = 0 
wird; r so, daß das neue 6^ = 0 wird; g so, daß das neue Ug = — 1 wird 
(vgl. auch i8*5). 

(b)i) In 

(28) y" + f(x) !/' + g(a:) t/ = 0 

sei g stetige / stetig differenzierbar im Intervall a <ix^b. Die DGI (28) 
sei der DGI 


(29) u" -j- (p(x) u' -(- ip(x) u = 0 

mit stetigem y; und stetig differenzierbarem 97 in der Nähe der Stelle x = a 
„sehr ähnlich** [Beispiel; die Besselsche DGI 

a? y" + y' + — n*) y = 0 und x^u" -j- xu' — w* u = 0 


in der Nähe der Stelle x = 0], ferner seien zwei linear unabhängige Lösungen 
U2 von (29) bekannt. Es wird dann (28) in der Gestalt 

y" + <py' + y>y = (f — /) y' + (v — ?) » 


geschrieben. Mit der Grundlösung (vgl. 17*4) von (29) 

ergibt sich hieraus 


y(z) = f {[ip(S) -/(i)] y'(f) + [v(f) -gif)] y(f)}y 


oder 


y(*) = [/(«) — 9’(«)1 y(«) y (*. «) 

+ / (^ {[/(f) - <p(S)] Y (*. f)} + [vif) - gif)] y i®. f)) yif) di . 


Vgl. r. Ikeda^ Math. Zeitschrift 22 (1925) 16—26; dort ist das Verfahren auf 
die Besselsche DGI angewendet. 
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Das erste Glied der rechten Seite ist, wenn [/(a) — existiert, 

eine bestimmte Lösung u{x) von (29). Man hat also für y(x) eine Volter- 
rasche IGl von der Gestalt 

yix) — u{x) + J K(x, i) p(i} dS 

a 

erhalten und kann auf diese bei geeigneten Voraussetzungen das Iterations- 
verfahren von B 2‘I0 anwenden. Bricht man nach endlich vielen Itera- 
tionsschritten ab, so erhält man einen Näherungsausdruck für die Lösung. 

(c)^) Es sei wieder die Gl (28) gegeben, d. h. 

(28a) L(t /)==0 mit L{y) = y" +f(x)y' 4 -g(x)y, 

wobei jetzt f{x} und g(x) für alle x^a stetig sein sollen. Die gesuchte 
Lösung wird in der Gestalt 

(30) y(x) = Xi(x) Zi(x) -f X^{x) z^ix) 

angesetzt, wo Zj , Zg Lösungen eines linearen Systems 

z[ =(x{x)z^ + ß{x)z2, z'z=^y{x)z^+d{x)z2 
sein sollen. Erfüllen AjjAg die Bedingungen 

W + ^1 ^ y)' + (a + /) (^1 + a + ^ y) 

+ y (^2 + ^ ^ ~ ® > 

+ + + {»+/) + + 

+ (^1 + ^ 4 * ^ 5 ) + ^ ö > 

so ist die Funktion (30) eine Lösung von (28a). Konvergiert schließlich 
f S{t)dt mit Ä(a;) = Max(|a|,|)S|,|y|,|(J|), 

z 

so läßt sich diejenige Lösung (30), bei der 

für X 00 

ist, durch die Reihen 

00 00 

{32) *i=i 7 ^=Uvjx) 

«-0 n-O 

darstellen, deren Glieder durch die Rekursionsformeln 

«0 = fl. «, = / [«(<)«,-i(<) +/?W »,-i(<)]* . 

00 

»0 = f*. »« == / [y w “»-1 w + »«-1 W] dt 

00 

O.Fvbini, Atti Acoad. Linoei (6) 26 (1937) 263— 269; Referat von if. Müller 
im Jahrbuch FdM 63|, S. 434. 
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geliefert werden. Die Reihen ( 32 ) konvergieren absolut und gleichmäßig 
für alle x, für die 

2 f S{t) dt<e<l 

X 

ist, und haben die Majorante 

mit i = Max (|fi| , |f,|) . 

n-0 

Verlangt man, daß neben ( 31 ) 
gilt, so ist 

_ Q 

a— P— ^ » y— IT * W ’ 

falls die Wronskische Determinante TT = A 2 — A 2 ^ ^ 
reichend großen x ist. 

Für die DGl 

y" = mx) + 1] y 

00 

kommt man z. B. mit g = 6 ^* zum Ziel, wenn / 1 0(0 1 konverghrt. 

X 

w Eine weitere Methode ist von H. Jordan, Journal für Math. 162 (1930) 
17—69, ausgearbeitet. Dabei wird für die DGl 

y" = /(») y 

die Funktion /(x) durch eine Treppenfunktion mit unendlich vielen, geeignet ge- 
wählten Stufen ersetzt, so daß man die DGl für die einzelnen Stufen unmittelbar 
lösen kann. Hiermit werden die Besselschen Funktionen J^(a n) für a ^ 1, also 
bei gleichzeitigem Wachsen von Index und Parameter untersucht. 

25-9. Agymptotiache Lösungen; kom^eze VeränderlieheO* ln der DGl 

(33) »"(») + {».,. + '^+^j!r'(«) 

+ K. + ^+'^}»(»)-0 

seien af q 4 = ^<^ 2,0 V’i’ V’s Sektor 

0, Hcdheisel, Journal für Math. 163 (1924) 228—244; dort finden sich auch 
weiterreichende Ausführungen. Weiter vgl. 20 sowie etwa J. Horn, Archiv Math. (3) 
4 (1903) 213— 230. A, Hamburger, Über die Bestabschätzung bei asymptotischen 
Darstellungen der Integrale linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung, Diss. 
Berlin 1906. 0. Blumentkdl, Archiv Math. (3) 19 (1912) 136—174. 
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regulär und beschränkt. Durch die Transformation 

y(2) = y*(2)exp(— oi.ol) 

geht (33) in eine D61 des gleichen Typs über, bei der jedoch das neue 
öj Q = 0 ist. Es werde daher in (33) von vornherein ^ = 0, ag 0 4= 0 
angenommen. 

Ist <T eine Lösung von o® = — a2 o^ so werden die beiden von 2 = 0 aus- 
gehenden Strahlen R (2 a) = 0 kritische Strahlen genannt. Liegt minde- 
stens einer der kritischen Strahlen außerhalb Ä, so gibt es ein Hauptsystem 
von Lösungen der DGl, das in S eine Darstellung 

= (v = 1, 2) 

mit (Tj = o, 02 = — o hat, wobei Xn, i* Xn, 2 ^ ^ regulär sind und für 
eine geeignete Konstante C > 0 die UnGlen 

I %»,,(*)! <^(-j^) 

erfüllen. 

Das läßt sich herleiten, indem die DGl durch die Transformation 

y=:e®*2®i; mit 2^ = — ^ 
in 

r/" + ( 2 <r + 1 ) V = — ^ iViV' + y>2 v) 

mit ab = — a, ^ übergeführt und auf diese DGl das Iterationsverfahren 
angewendet wird. 

25-10. Genäherte DanteUnng d» Lösongen von Ditfernitialtdeichaiigen, 
die von einem Parameter ahhängen. 

(a) Vgl. hierzu 2I sowie die Arbeiten von J. Hom, Math. Annalen 52 
(1899) 271—293, 340—362 über die DGlen 

[/(*) y']' + fe® £!'(*) + Ä(a:)] y = 0 mit/>0 , gi>0 

und 

y" + 9* y y,(*) e"' = o mit g^ix) > o . 

In der zweiten Arbeit werden als Sonderfalle die Mathieusche, Besselsohe 
und hypergeometrische DGl behandelt. Wesentlich ist dabei, daß d. h. 
das höchste Glied in q einen Koeffizienten ohne Nullstelle hat. 



138 


A. § a. Differentialgleicbungen «weiter Ordnung. 


(b)i) Die WBK-Methode. Die D61 

(34) y" — y = 0 

geht durch die Transformation 

y = exp (q J u{x) dx) 
über in die Riccatische DGl 


p tt' + p* — Q^f — g =- 0 . 

Setzt man die Lösungen dieser DGl formal in der Gestalt einer Reihe 

oo 

(35) « = U«,(i»)e~' 

»•-O 

an und trägt man diese in { 34 ) ein, so ergibt der Vergleich entsprechender 
Potenzen von q 


« o =± K ^> “1 = 


2 «.’ 


g — Ml — 

2 mo 


*»+1 




Für diese Methode ist wegen der Division durch vorauszusetzen, daß 
f(x) in dem betrachteten a;-Bereich keine Nullstelle hat. Unter der Vor- 
aussetzung, daß die Reihe ( 35 ) und die aus ihr durch zweimalige gliedweise 
Differentiation gebildeten Reihen für alle hinreichend großen q in dem «- 
Bereich gleichmäßig konvergieren, erhält man hiernach Lösungen der DGl 
( 34 ) durch einen im Prinzip sehr einfachen Prozeß. Dieses Verfahren 
wird in der physikalischen Literatur als WBK-Verfahren bezeichnet. 

(c) Für den Fall, daß bei einer DGl 

y" +/(«» Q)y' ^9 Q)y = ^ 

die Funktion g [X, p) für jedes | p | ^ Pq in dem betrachteten a;- Bereich 
Nullstellen hat, liegt ebenfalls eine Reihe von Untersuchungen vor. 

Vgl. hierzu den Bericht von R. E, Langer im Bulletin Americ. Math. 
Soc. 40 (1934) 545 — 582. Ferner etwa H. Jeffreys y Proceedings London 
Math. Soc. 23 (1935) 428 — 436, dazu Referat von 0. Perron im Jahrbuch 
FdM 50, S. 301. 8, QddOeiny Proceedings London Math. Soc. (2) 28 (1928) 
81 — 90; (2) 33 (1932) 246 — 252. R, E. Langer y Transactions Americ. Math. 
Soc. 33 (1931) 23—64; 34 (1932) 447—480: 36 (1934) 90—106; 37 (1935) 
397—416. 


1) Vgl. B 9*10 (c) und R, E, Langer^ Bulletin Americ. Math. Soc. 40 (1984) 
ö45-~682. 
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§ 7* Lineare Differeniialgleichiiiigen dritter und vierter 

Ordnung. 

26. Lineare Differentialgleichungen dritter Ordnung. 

Bei den linearen DGlen dritter Ordnung treten folgende Besonder- 
heiten auf^): Die DGl 

y"' +/2W y" +/i(«) y'+foM y = 0 
geht, wenn /g differenzierbar ist, durch Multiplikation mit 

/ = exp-g- J f^dx 
Über in eine DGl der Gestalt 

[/(/y')T + yy' + Äy = o. 

Da die Ordnung ungerade ist, gibt es keine selbstadjungierten DAus- 
drücke dritter Ordnung. Die anti-selbstadjungierten DAusdrücke sind 
von der Gestalt 

Li(y) = + (g yY + g y' 

oder 

^2(y) = (/y'r + urv + (g yY + g y' 

oder, wenn der Koeffizient von y"' positiv ist, auch von der Gestalt 
Ai(y) = [/(/y')T+2(/y' + /y. 

Die zugehörigen DGlen L(y) = 0 werden manchmal auch kurz selbst- 
adjungierte DGlen genannt, da die adjungierten DAusdrücke L = — L 
sind und daher L(y) = 0 dieselben Lösungen wie Zf(^) = 0 hat. 

Ist yi, ^2 Hauptsystem von Lösungen der selbstadjungierten DGl 
zweiter Ordnung 

s/ay'r + yy^o (/ + 0), 

so bilden yf, yiyn Hauptsystem von Lösungen der anti-selbst- 

adjungierten DGl L^(y) = 0. Da dann auch yf + y^ eine Lösung dieser 
DGl ist, hat jede anti-selbstadjungierte DGl dritter Ordnung eine Lösung, 
die in dem betrachteten Intervall keine Nullstelle hat, wenn auch der 
höchste Koeffizient in diesem Intervall keine Nullstelle hat. 

Sind Vi, Vg linear unabhängige Lösungen von Ljiy) = 0 mit 
/ 4= 0, so liegen zwischen je zwei l^nachbarten Nullstellen von höchstens 
zwei Nullstellen von und eine ungerade Anzahl von Nullstellen von 
Vg und y^ — y[ y^ zusammen. Für weitere Vergleichs- und Trennungs- 
Sätze s. die angegebene Literatur. 

1) Vgl. hierzu ö. D. Birkhoff, Annels of Math. (2) 12 (1910-11) 103-r-l27. 
Ö. Mammanüt Rendiconti Istituto l.ombardo (2) 63 (1980) 272— 282. ,0,0(dHna, 
Bolletino Unione Mat. Italiana 12 (1983) 142—145. 
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27. Lineare Differentialgleichungen vierter Ordnung. 

Die selbstadjungierte DGl vierter Ordnung ist von der Gestalt 

(I) [/(«) ^7' + [g{^) y7 + h(x)y=-o. 

Sie geht, wenn / #= 0 und dreimal stetig dijfferenzierbar ist und g stetig 
diflFerenzierbar ist, durch die Transformation 

y(x) f = J f-idx 

Über in eine DGl der Gestalt^) 

Sie geht ferner durch die Transformation 

y{x) = u(x)f]{S), = J ^ 

Über in eine DGl der Gestalt 

wenn u(x) eine nirgends verschwindende Lösung der DGl 

ist: für v(x) geht die letzte DGl über in die Riccatische DGl 
30v'+ 10t;2+ 10'^t;+ 

Zur Lage der Nullstellen bei linear unabhängigen Lösungen von (1) (Trennungs- 
satz) vgl, 17-3. Einige weitere Sätze dieser Art für DGlen vierter Ordnung findet 
man bei G. Cimmino, Math. Zeitschrift 32 (1930) 4—58 und W. M. Whyhurn^ 
Americ. Joum. Math. 52 (1930) 171—196. 


§ 8. Nttmerisclie, graphische und maschinelle 
Integrationsverfahren. 

28. Numerische Integration: Differentiolgleichungen 
erster Ordnung. 

Lit.; Encyklopädie Ilg, S. 141 — 159. Bennett-Milne-Batemarif Numerical 
Integration. Lindow, Numerische Infinitesimalrechnung, Kap. 4. E, J. NystrÖm^ 
Über die numerische Integration von Differentialgleichungen, Acta Soc. Fennicae 50 
(1926) Nr. 13. Bunge-König, Numerisches Rechnen, S. 286—323. Scarhorough, 
Numerical Analysis. Schulz, Formelsammlung, S. 111 — 132. Wiüers, Prakt. Ana- 
lysis, S, 306—334. 

Die Koeffizienten sind ausgerechnet bei W. Sternberg, Math. Zeitschrift 3 
(1919) 192. 
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28-1. Vetbhren von Runge. Henn und Kntta^). Es sei die DGl 

(I) y'=/(*.y) 

gegeben. 

Das Prinzip der viel verwendeten Methode von Bunge-Heun-KttUa be- 
steht darin, daß für ein Intervall h Punkte rj^ und Ge- 

wichte B^ (v = 0, 1, . . m) so bestimmt werden, daß die Ordinate 
yi = q> {Xq + h) der durch x^, gehenden IKurve y == (p(x) an der Stelle 
x^ + h durch den Ausdruck 

* =? Ä [i?0 / (^0» ^o) H ^ / (fm» ^»n)J 

möglichst genau angegeben wird, und zwar möglichst genau in dem Sinne, 
daß bei einer Entwicklung von (p(x) und./(a;, q){X}) nach Potenzen von h 
in der Gl 9 ?'(a;) =/(a;, q)) möglichst viele Glieder auf beiden Seiten über- 
einstimmen. Dabei soll Io = 

h = Ä/(|o,7yo)» = ^0 + «1 ^1-» 

h = Ä/ (fl»’?!)» ’?2 = % + «2 + /S 2 ^2 


sein; ferner sollen die B^, unabhängig von der Funktion / gewählt 

werden. Die Durchführung der Bechnung ergibt folgendes: 

Für die durch den Punkt x ^ , y^ gehende IKurve y = q)(x) erhält man 
an den äquidistanten Stellen oJq, Xg, . . . = ä > 0) eine Folge 

von Werten yo» 2^1» ^ 2 » • • •» Vv ^ i®^» hidem man je nach dem 

gewünschten Näherungsgrad folgende Formeln benutzt, um nacheinander 
yi » ^ 2 » • * • berechnen : i 

Formel erster OrdnUiig: 

y.rt — y. = */(*.> y.)- 

Formeln zweiter Ordnung: 

h^ = hf(x„y^), fc, = A/K + A, y, + fci) , 

oder auch 

Al = A/{a:,, y,), A, = A/|3:,4- i A, y, + ^ Aij , 
y.+i — y. == 0- Aj4- A,. 

Außer der am Anfang genannten Literatur s. auch W. Kutta, Zeitschrift f. 
Math. Phys. 46 (1901) 435—453. H, Koch, Über die praktische Anwendung der 
Runge -Kuttaschen Methode zur numerischen Integration von Differentialgleichun- 
gen; Diss. Göttingen 1909. Levy- Baggott, Numerical studies, S. 96—110. 

*) Hier wird also vorausgesetzt, daß f(x, y) eine analytische Funktion ist. 
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Formeln dritter Ordnung: 

*1 = */(»,. y,). Jcs==hf^x, + ~h, y, + ^fci), 

= Ä/(x, + Ä, y, — *1 + 2 i,) , 

y,^i — y» = 6 *1 + 3 *2 + 6 *8 

oder auch 

kl = Ä/(a:,, y,) , i* = hf^x,+ ^ h, y, + | , 

*8 = A/|x, + |a, y^+l^z), 

y.+i — y, = ^ *>1 + 0 • ij + I *8 • 

Formeln vierter Ordnung: 

ki = hf(x„y,), A8 = A/|x,+ iA, y, + yAij, 

ig = Ä/^x, + ^ A, y, + ^ iij , *4 = Ä/ (x, + A, y, + A3) , 

y,+i — = + + + 

oder auch 

Al = A/ (x,, y,), Ajj = Ä/|x, + 1 A, y, + -g Ai| , 

A3 = A/|x, + jA, y,— ^fci + A,!, A4 = A/(x, + A, y, + Aj — A2+ A3), 

y,^.i — y, = I *^1 + I Aj + 1 A3 4- g A3 . 

Es gibt noch andere derartige Formeln. Eine brauchbare Fehler- 
abschätzung ist nicht bekannt. Die Fehler werden mit wachsender Ent- 
fernung vom Ausgangspunkt Xq im allgemeinen immer starker wachsen. 
Um zu einer ungefähren Abschätzung des Fehlers zu gelangen, kann man 
die Rechnung einmal mit der Schrittweite h und ein zweites Mal mit der 

Schrittweite \h durchführen. Bei den Formeln w-ter Ordnung ist dann 
der Fehler der genaueren Rechnung näherungsweise Differenz 

der beiden Ergebnisse^). 

28*2. Kombiniertes Interpolations- und Iterationsvertahren^). Ist 

für die D61 (i) die IKurve y == 9 ?(a;) mit dem Anfangswert (p(Xq) = 

Nach Schulz, Formelsammlung, S. 112. Vgl. auch JSTocä, a. a. 0., S. 15. 
>) Es handelt sich hier um eine Ausgestaltung des Verfahrens 2*2 für die prakti- 
sche Rechnung. Vgl. auch Nyatröm, a. a. 0., S. 29ff. A- Nowakotvski, Zeitschrift f. 
angew. Math. Mech. 13 (1933) 299-322. G. Schulz, ebenda 12 (1932) 64-69 und 
Formelsammlung, S. 114—116. 
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gesucht, so nimmt man zu den äquidistanten Punkten Xq, x^, X2, . • • 
— = irgendeine Wertefolge yg = yo» »?. »2. • • • »n (z. B. 

alle == oder noch besser eine solche, für welche die Punkte z^,y^ 
schon in der Nähe der gesuchten IKurve liegen), berechnet yj) 

und stellt das Interpolationspol3mom (nach Lagrange, NewUm oder 
mit Hilfe der Differenzenrechnung) auf, das für a; — den Wert /J an- 
nimmt. Durch Integration dieses Pol3moms erhält man für die Stellen 

^1» ^2» • • • verbesserte Wertefolge y\ = y\, y\ Auf diese 

wendet man das Verfahren von neuem an und fahrt so fort, bis sich die 
Näherungsfolgen innerhalb der zugelassenen Fehlergrenze nicht mehr 
ändern. Werden die Zahlen dieser letzten Wertefolge kurz mit y^ bezeichnet, 
so ist y^ ^(p{x^). 

Verwendet man z. B. die Besselsche Interpolationsformel (vgl. Schulz, 
Formelsammlung, S. 77 und 86), so hat man 


(n = 0, 1, 2, . . 


rci+z; 1 

[2 12 2 

, 11 191 

720 2 60480 2 

. ; V = 0 , 1 , 2 , . . .) und dazu das Bechenschema 




] 


^0 Vo fo 

Vo fo 


• • • 

yt fl • • • 

yi /} 

^f 

Af-.- 

aiä y® f • • • 

yl fl 

^f 

^fl-- 

xs yl f d^f--- 

yl fl 


^fl ■ ■ ■ 

*4 y? ^^f--- 

yl f\ 


Um die Werte an den mit ♦ bezeichneten Steüen zu erhalten, muß man 
innerhalb der betreffenden Spalte extrapolieren oder die Spalten von 
vornherein weiter nach oben fortsetzen. Ein Vorteil dieses Verfahrens ist, 
daß Ungenauigkeiten oder kleine Fehler im Laufe der Rechnung sich selbst 
korrigieren. 

28*8. Das Eztrapolatioiisverfahzeii Ton Adams^). Der Grundgedanke 
(vgl. hierzu auch 30*6) bei diesem Verfidiren, das heute vielleicht am meisten 

^) Außer der am Anfang angegebenen Literatur vgl. F- Ba^fort -- J,C. Adams, 
An attempt to test the Theory of Oapillary Action, Cambridge 1883. Levy-BaggoU, 
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benutzt wird, ist folgender: Soll die Lösung y = 9?(x) der DGl (l) mit 
dem Anfangswert == für eine Folge äquidistanter Stellen 
Xj, . . . («^^1 — = A > 0) genähert berechnet werden, so sind als vor- 

bereitender Schritt für eine gewisse Anzahl von Stellen Xq, «j, . . 

(z. B. n = 3) hinreichend genaue Näherungswerte für (p(x^) zu berechnen 
(das soll möglichst genau geschehen; über die Durchführung dieses vor- 
bereitenden Schrittes s. 28*4 (a)). Ist dies geschehen, so berechnet man 
y^) für diese v und stellt wie bei 28*2 das Interpolationspolynom 
P(x) auf, das für die letzten m (z. B. w = 4) der die Werte /, annimmt. 
Dieses Polynom wird integriert (z. B. zwischen x^ und und so 
der Näherungswert y^^^ für (p(x^.i) berechnet. Das ist der erste Extra- 
polationsschritt. Mit wird/(a;^^i, berechnet und das zu den 
letzten m Punkten gehörige Interpolationspolynom jetzt zur Berechnung 
von benutzt (zweiter Extrapolationsschritt), usw. 

Als Interpolationsformel ist hier wieder die Besselsche Formel 
(s. SchvlZf Formelsammlimg, S. 77, 86) brauchbar, die nach Ausführung 
der Integration 






lautet, wenn P{x) mit an den Stellen a:^ für v = i, A — 1 , . . ., A — m + 1 
übereinstimmt; dabei ist 


und 

ao(u) = u, ai(u) = j, o,(«) = ^ (2 m + 3) , 

®s(“) = {« + 2)*, a^{v,) = ^ (6 «® + 45 M* + HO m + 90) , 

Oj{M) = (2 M« + 24 «» + 106 M* + 200 M + 144) , 


o,(m) = (12 m‘ +*210 M« + 1428 m» + 4725 m* + 7672 « + 6040) . 


Numerical studies, S. 111—162. 0, Schvh, Fonnelsammlung, S. 116—126. E, T. 
WkiUaker — 0. Robinson, The Calculus of Obaervations, London 1924, S. 363—367. 
Für einen Beweis der Konvergenz des Verfahrens s. J. Tamarkine, Math. Zeitschrift 
16 (1923) 214-219. 
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Die Extrapolation kann dnrchgefübrt werden als 

(a) Unmittelbare Extrapolation. Man benutzt dabei nach Aiama die 
aus (2) folgende Formel 

(3) = + + 

4- ^ J75 y I lQ067 -p6 f 4 . . .1 

oder nach Nyström^) besser 

(4) y«+l - yn-l = A [ 2 /« + -3 (F*/„ + FV. + FV. + FVn + F»/n) 

-i(FV,4-2PV. + 3FV„) + 7^F«/n + ---l 

und das Bechenschema 



Bis zu der Treppenlinie ist die zweite Spalte auf Grund der vorbereitenden 
Rechnung bekannt, die folgenden Spalten können somit leicht berechnet 
werden. Durch (3) oder (4) erhält man und kann nun die ganze erste 
Schrägzeile unter der Treppenlinie berechnen. Aus (3) bzw. (4) mit n + 1 
statt n erhält man dann y^^^, usw. 

Für eine Fehlerabschätzung s. B, v. Mises, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 
10 (1930) 81-92. W, Toütnien, ebenda 18 (1938) 83 - 90. 

(b) Mittelbare Extrapolation durch schrittweise Näherung, auch 
Interpolationsverfahren genannt. Nach der vorbereitenden Rechnung 
entnimmt man aus (3) einen ersten Näherungswert indem man 
von der rechten Seite nur das erste Glied oder die beiden ersten Glieder 
berücksichtigt. Mit diesem ersten Näherungswert wird die erste Schräg- 
zeile unter der Treppenlinie des folgenden Bedienschemas (kleiner An^qua- 


1) A. a, 0.. S. 33. 
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Bechenschema: 



y«-3 

CO 

1 

I^V«-2 




f^/«-2 



*«-2 

y«-2 

/n-2 





^ fn-1 


f^fnf 


y«-i 


1 

1 _l 



^fn 

1 

1 f73f0 

a'n 

y« 

In 1 

J P2f0 
*n+i 




' «"Cl 




y^i 











fLi •••• 















^fn.l 




y«+i 

/ll+l 





Pf® 





f® 

* 11+2 




druck) gebildet. Mit Benutzung dieser Schrägzeile berechnet man nach (2) 
mit fl = fg = ^n+i> ^ 1 , d. h. nach 

(5) yLi - y- == A [/2.1 - f - k 

— iL 174/0 Lps/o __^:§5Lp«/o j ] 

einen zweiten Näherungswert und kann nun mit statt 
das Verffdiren wiederholen, bis man keine weitere Verbesserung mehr er- 
zielt. Das Verfahren konvergiert im allgemeinen sehr rasch (häufig genügen 
zwei oder drei solcher Näherungen) zu einem Wert den man der 

weiteren Rechnung zugrunde legen kann. Das Verfahren hat den Vorteil, 
daß die Zahlenkoeffizienten in (5) offensichtlich Meiner als in (3) sind, 
und ist im allgemeinen genauer als das Verfahren (a). 

Für eine Fehlerabschätzuilg s. Q, Schvlz, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 12 
(1932) 44 — 59. W. ToUmien, ebenda 18 (1938) 83 — 90. Collaiz-ZurmM, ebenda 
22 (1942). 

28-4« Eigiluniiigeii som Verfahren von Adams. Für die praktische 
Rechnung nach dem VerfSaihren von Adams scheint heute die mittelbare 
Extrapolation 28*3 (b) bevoraiugt zu werden. Dabei sind noch mancherlei 
Varianten möglich. Von diesen werden einige, die bei praktischen Rech- 
nungen erprobt sind, im folgenden angegeben. 
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(fi) Bei der vorbereitenden Rechnung kommt es nach dem Anfang 
von 28 3 darauf an, die IKurve y=^(p(x) für eine gewisse kleine Anzahl 
von Stellen Xq, 2;^ ziemlich genau zu berechnen. Das wird in vielen 

Fällen so geschehen können, daß man für 93 (x) eine Potenzreihe ansetzt 
und durch Einträgen dieser Reihe in die DGl die ersten Glieder der Reihe 
berechnet. Natürlich stehen auch die übrigen allgemeinen Vertahren 
(z. B. das Iterationsverfahren in der Form 2*2 oder 28-2 sowie die Runge- 
KiUtaschen Formeln 28*1) zur Verfügung. Für ein besonders bequemes Ver- 
fahren s. auch (b). 

(b) Für den Fall, daß es genügt, die dritten Differenzen zu berücksichtigen 
(was für hinreichend klein gewähltes h zutrifft), empfiehlt W, E. Müne^) 
folgende Variante des Verfahrens 28 3 (b) : Aus (2) mit ib = n + 1 folgt 

(6) y„+i ~ y,-8 + 1 * (2 /,-/,-! + 2 

weiter hat man die Simpsonsche Regel 

(7) yn+i ^ y*-i + 5 * (A+i + 4/„ + /*.i) 

= y._i + Ä(2/, + ^FV,*i)- 

Die zweite Formel ist im allgemeinen genauer als die erste, aber die erste 
liefert einen Näherungswert für allein auf Grund der Kenntnis von 
Vn-s» * • ’» Vn' diese Werte mit genügender Genauigkeit be- 

rechnet, so kann man also durch (6) einen ersten Näherungswert 
finden und diesen durch (7) mit verbessern. 

Die Berechnung eines ersten Wertequadrupels (vorbereitende Rechnung) 
y.i» • • •» ^2 ^«‘-nn so erfolgen: Man geht aus von 

y-i = yo — */o. yi = yo + Ä/o. y2 = yo+2Ä/o, 
berechnet » /i » nächste Näherung mit (6) und einer weiteren 

aus (2) folgenden Formel 

3^2 = ^0 + "j ^(^2 + ^/i +/o)» 

!4 = !^ o +^^(“'/2 + 13/J+ 13/0 — /^i), 

yii = yi“" + ^/o +/^i)» 

sodann aus der DGl /J , /J , fh und nach den obigen Formeln mit fl statt fl 
neue Näherungswerte yj. Die Rechnung wird wiederholt, bis die gewünschte 
Genauigkeit erreicht ist. 


1) Americ. Math. Monthly 88 (1926) 455- 460. 
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Für Einzelheiten, Abschätzung des Fehlers und Beispiele s. Milne, a. a. 0. 
Vgl. auch H, Levy, Proceedings London Math. Soc. 7 (1982) 305— 318. W- G. BickUy^ 
Philos. Magazine (7) 13 (1932) 1006—1014. TT. Sihagaki, Proc. Phys.-math. Soc. 
Japan (3) 18 (1936) 659—706. L, CoUatz — B.ZurmM, Zeitschrift f. angew. Math. 
Mech. 21 (1941). 

(c) Für genauere Kechnimg ist folgende von Lindelöf angegebene 
Variante zu empfehlen. Mit ^2 = ^ ^ + 2 folgt aus (2) 

bei Fortlassen der höheren Differenzen 

( 8 ) [2/. +|(r*/. + r’/j] 

Ist das Rechenschema von 28-3.{b) bis zur Treppenlinie aufgesteUt, so läßt 
man in (8) zunächst die zweite Zeile fort und berechnet aus 

(9) yl. 1 - y„-i = Ä 1 2/„ + 3 (F*/„ + PV„)] • 

Damit kann man einen Näherungswert =/(a:^^i, yj+i) berechnen 
und die erste Schrägzeile unter der Treppenlinie bilden. Indem man in (9) 
n durch n + 1 ersetzt, kann man auch Näherungswerte /nf2 
zugehörige Schrägzeile berechnen. Nun kann die Korrektion 

berechnet werden, die nach (8) an anzubringen ist. 

Für den nächsten Schritt ist aus (9) mit n + 2 statt n nun und die 

zugehörige Schrägzelle neu zu berechnen. Damit kann man &iden; 

usw. 

Für eine weitere Verfeinerung des Verfahrens und durchgerechnete 
Beispiele s. Lindelöf, a. a. 0 , 

29. Numerische Integration: Differentialgleichungen 
höherer Ordnung. 

Die Methoden von 28 lassen sich auf Systeme von DGlen^erster Ord- 
nung und damit (vgl. 14) auch auf DGlen höherer Ordnung auödehnen. Für 
DGlen zweiter Ordnung sind, entsprechend ihrer Wichtigkeit, die Lösungs- 
verfahren eingehender entwickelt. 

29*1. Systeme von Differentialgleichangen erster Ordnung. 

(a) Verfahren von Runge-Kvita. Bei der Übertragung der Formeln von 
28*1 auf das System 

(I) y'(«) z*(x)^g(x,y,z) 


1) E. Lindelöf, Acta Soc. Fennicae A 2 (1938) No. 13, S. Off. 



2 g. Numerische Integration: Differentialgleichungen höherer Ordnung. 149 


lautet z. B. die erste der Formeln zweiter Ordnung^) 

= hf (*,, li-=hg (r„ y„ z ,) , 

^2 — “I“ Ä, y, -|- , 2 , -|- Zj) , I 2 = hg (x^ -|- Ä, y, ki, ~t* 1%) > 

jZiM-i y» = y (^1 + ^2) > *v+i — {^1 + ^2) 

und die erste der Formeln vierter Ordnung*) 


kl = hf(x„ y„z,) , li = hg (x„ zj) , 



*4 = A/(x, + A , y, + A3 , 2, + Za) , Z4 ---= A y (x, + Ä , y, + Aj, 2, + Zg) . 


y.4i — y. = ^ (*i + 2 Aj + 2 A3 + A4) , 

*.+i — = (j (^1 + 2 Zg + 2 Z3 + Z4) . 

(b) Verfahren von Adams. Man hat zunächst wieder an einer gewissen 
Anzahl von Stellen • • •> l^hireichend genaue Näherungswerte 

für die gesuchte Lösung zu berechnen. Bei der Wahl des Verfahrens 
28*3 (a) für das System (i) rechnet man dann nach (3) (oder entsprechend 
bei Verwendung von (4)) und einer zweiten Formel weiter, die sich aus (3) 
ergibt, wenn man y, / durch 2, g ersetzt; dabei ist jetzt 

fn f * Vn ♦ * 9n 9 ’ Vn ’ * 

Neben dem Differenzenschema von 28-3 (a) für / ist jetzt noch ein zweites 
für g zu bilden. 

29*2. Bunge-Kuttasche Formeln für Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung^). Für die DGl 

(2) y" =f(jc,y,y') 

gelten folgende Formeln^): 

kl ^hf{x,, y„ y;), 

Aa = A/|x,+ |-, + 

') Vgl. Schulz, Formelsammlung, S. 114. 

*) Lindow, a. a. 0., S. 122. Nyström, a. a. 0., S. öf. 

*) Vgl. hierzu 28*1 und die am Anfang von 28 angegebene Literatur, in8bt*s 
Nyström, a. a. 0. Bei Nyström findet man auch Formeln für Systeme von DGlen 
zweiter Ordnung. 

*) Nyström, a. a. O., S. 26, Nr. V. Vgl. auch Ä. Zurmühl, Zeitschr. f. angew. 
Math. Mech. 20 (1940) 110 f. mit entsprechenden Formeln für DGlen dritter 
Ordnung; jedoch erfordern die dort benutzten Bezeichnungen Vorsicht. 
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h = hj{x,-\-K y,+Äj<+^*’s. y^+^s). 
yr+i = y.+Ä^» “it ^. = yi+-5(*i+*8+*‘3). 
yj+l = + -^ (fc* + ^8 + ^ 4 ) • 


Für die speziellere DGl 

(3) y"=/(». y) 

vereinfachen sich diese Formeln zu 

h = */(*,. y,). 

*8 = A/(*, + A. y, + Ay; + |A*|, 

y,+i = y,+ A mit ^, = yi + ^ (Al + 2 i-g) , 

y^+1 = + g (2 A2 + Aj) . 

29*3. Das Verfabren von Adams-Stönner für =: /(a?, y'). 

(a) Die DGl (2) wird, indem man y'=z setzt, auf ein spezielles System 
(l) von zwei DGlen erster Ordnung zurückgeführt, und die Rechnung kann 
(vgl 29-1 (b)) nun^) z. B. mit Hilfe der beiden Formeln 

= A[/. + lF/, + Ap*/^ + ...p 

und 

(4) y» 4 i = y»;i - 2 y, + y,_i 

-*■[/. + ^ R/. + i P /, + ä P- /. + li P/. 

■ 863 p,. 1 

^ 12096 J 

durchgeführt werden. 

VgL C, Störmer, Comptes Rendus du Oongr^ international des math^maticiens 
Strasbourg 1920 (Toulouse 1921), S. 243—267 und Norsk mat. Tidsskiift 3 (1921) 
121—134. Schulz, Formelsammlung, S. 116—126. E. Lindelöf, Acta Soc. Fennicae 
A 2 (1938) No. 13. 

^) Die leclite Seite ist dieselbe wie in 28 ( 3 ), nur hat / hier eine andere Be- 
deutung. 
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(b) Für die Anwendung der mittelbaren Extrapolation 28*3 (b) werden 
von L, Collatz — R. ZurmiM^) die Formeln 

f'* y«+i = y.+i — 2 y, + = Ä* (/„ + 1 

y;+i-y;-i = Ä(2/. + iFV,+a) 

zur Verbesserung vorläufiger Werte empfohlen, die man aus dem Gang 
der Werte Vn-x^ * • • Formel (4) durch Abbreohen hinter 

P* entnehmen kann. 

29*4. Das Verfahren von Adams-Stfirmer für = / {x^ y). 

(a) ln diesem Fall kann die Rechnung schon allein auf Grund von (4) 
durchgeführt werden. Man hat dann das Rechenschema*) 

*«-S y«-S f’*y«-2 fn-S 

^ y«-2 f^fn-2 ' 

*n-2 yi.-2 y»-l fn-2 


^Vn-X ^fn-X 



Ist man bei der Rechnung bis zu der Treppenlinie gelangt, so liefert (4) 
P* . Damit hat man auch P y^^^ und y^^^ und kann nun auch , 
P , . . . berechnen. Der nächste Schritt besteht in der Berechnung 
von P* y^^2 d^ch (4) mit n + 1 statt n; usw. 

• Für eine Fehlerabschätzung s. 0. SchulZf Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 14 
(1934) 224-234. 

(b) W, E, Milne^) empfiehlt für die Lösung der DGl die Formeln 

y«-! - y» = y«-2 — y«-s + 7 (&/» + 2/,_i + ^fns) 

= y»-2 - y«-3 + Ä» (3/._i + |f»/,) . 

y..! — y« = y« — y.-i +-^ (/«.i + 10/« +/n-i) 

= y» — y,-x + Ä* (/» + i . 

Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 21 (1941) [voraussichtlich]. 

•) Vgl. Störmer und Schulz, a. a. O. 

®) Americ. Math. Monthly 40 (1933) 322—327. Vgl. auch D. Ä> Hartree, Memoirs 
Manchester 76 (1932) 91-107. 
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wenn die vierten und höheren DifEerenzen vernachlässigt werden können; 
— y« = y«-4 — y-s + ^ (67/„ — 8/„-i + 122/«., 

.f. — ®/n-S + ß^/n-4)> 

y»+i — y» = y«-i — y«-s + ^ + 2324 + 222 /„.i 

+ 232/„.2+17/„.3), 


wenn erst die sechsten und höheren Differenzen vernachlässigt werden 
können. Die zweite Formel jeder Formelgruppe ist im allgemeinen die ge- 
nauere. Man rechnet nach den Formeln wieder wie bei 28*4 (b). 

(c) E, Lindelöf (vgl. 28-4 (c)) hat folgende Formeln entwickelt, nach 
denen wie bei 28-4 (c) zu rechnen ist: 

( 7 ) y.+l = A* [/« + + F*/«)] + «»+1 . 

<5.+i = S[FVn.i-iFV..2]- 

Ist das Bechenschema von (a) bis zur Treppenlinie gebildet, so wird aus (7) 
zunächst ein Näherungswert bei Vernachlässigung von <5„. ^ und so- 
dann entsprechend berechnet. Mit diesen Näherungswerten kann 
nun die Korrektur berechnet werden. Die Rechnung geht dann weiter 
wie bei 28-4 (c). 

Vgl. auch W, Sihagaki, Proc. Phys. math. Soc. Japan (3) 18 (1936) 659—705. 
Für die numerische Integration von DGlen zweiter und höherer Ordnung durch 
ein abgeändertes Adamssches Verfahren s. auch F. M, Falkner ^ Philos. Magazine (7) 
21 (1936) 624—640. Ein anderes Verfahren, das auf einer Verallgemeinerung der 
Difierenzenrechnung beruht, ist von J. P. BaUantine, Washington Publications 2 
(1934) Nr. 2, S. 6—34, angegeben. Über die Verwendung dieses Verfahrens in der 
Praxis ist nichts bekannt. 


28*5. Das Verfahzen von Blaess Für die gesuchte Lösung y(x) der 
DGl 


y"=/(*, y.y') 


seien die Anfangswerte yj, der Funktion und ihrer Ableitung an der 
Stelle Xq gegeben. Die Funktionswerte y^ = y(x^) mit den Ableitungen 
yj = y'i«^), y^' = y"(a;,) werden bei fester Schrittlänge ä > 0 nachein- 
ander berechnet, und zwar zunächst für y = 1, . . ., 5. Aus der DGl er- 
hält man mit den gegebenen Werten 


yi' =/(*o.yo>yo)- 


1) F, Blaess, ^itschrift VDI 81 (1937) 587—596. Vgl. auch B. Zurtnühl, Zeit- 
schrift f. angew. Math. Mech. 20 (1940) 104—109. 



29 « Nttinerisohe Integration: DifEeientialgleichangen höherer Ordnung. 153 


Mit der Taylorschen Formel erhält man genähert 

yi y© + * yo + Y y© . yi =« yi + ä 

und hiermit wieder aus der DGl Indem man so fortfahrt, erhält man 
die ersten Zeilen des folgenden Rechenschemas : 



y6«y4 + Äy; + 


ersetzt man die Funktionswerte und die Ableitungen erster Ordnung mit 
Hilfe der beiden mittleren Spalten der Tabelle durch die Werte an der 
Stelle Xq. Man erhält so 

(8) y© y© + 5Ä yi + (9 y" 4- 7 y;' + 5 y^' + 3 yj' + y") 

und, wenn für die zweiten Ableitungen die Taylorsohe Formel 

(9) Yy'/ = |!yo'+ 3*-|^yi" + 6.-*J^y<o«> + 10»-»^y<« 

aufgestellt wird und diese Werte in (8) eingetragen werden, 

y© ^ y© + 5 A yi + 25 yJ- + 9o|-* yJ" + 420^* y<o^> 

. + 1920 |-‘y<®>+ 8790 *^y^*> 
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Für den wahren Wert ergibt die Taylorsche Formel unmittelbar 

% = y» + ÖÄ + 26|-* yj' + 125|ly'„" + 625^ y<«) 

+ 3125j‘y<*)+ 15625|^yW + .... 

Um den wahren Wert zu bekommen, hat man also zu dem Näherungswert 
die Korrektion 


6* = 7?8 — 


ys = 35 y'" + 205 ^ y<o« + 1205 §iy«^) + 6835 y}«) + 


ZU addieren. In diese Korrektion gehen die höheren Ableitungen von y 
ein, deren Berechnung gerade vermieden werden soll. Daher wird d* durch 
einen Wert 


<5 = y® - ys = y'i - 2» vo') 

ersetzt, der so bestimmt ist, daß seine mit Hilfe von (9) hergestellte Taylor- 
Entwicklung 


3 ’! 


h* 


(5 = 35™yJ" + 205^yW + 


3725 


— 4 - 

5 ! ‘ 


.6) , 

2 6! ^0 ^ 


mit < 5 * in den beiden ersten Gliedern völlig übereinstimmt, während die 
beiden folgenden Gliederpaare nur geringe Abweichungen, nämlich von 
3 % und 6% aufweisen. 

Entsprechend ergibt sich für die ah h y*^ anzubringende Verbesserung 

e = Ä Fs — * ys = ^ Y (11 ys' + 3 y'i — 16 yG') • 


Die Rechnung geht nun in der Weise weiter, daß die Korrekturen e 
an y^ihy'^ angebracht werden ; die korrigierten Werte seien ^5 , hy'^. Mit 
diesen Werten und statt Xq setzt man die Rechnung fort und berechnet 
eine neue Serie von Werten y, y , y" für x = Xg, . . ., Xjq, korrigiert die 
an der Stelle x^q erhaltenen Werte wie vorher an der Stelle X5, usw . 

Für Beispiele, Wahl einer zweckmäßigen Schrittlänge h und Aus- 
dehnung des Verfahrens auf Systeme von DGlen zweiter Ordnung s. BlaeaSy 
a. a. 0. 


30. Graphische Integration: Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 

Lit.; Encyklopädie II 3 , S. 141 — 169. Mehmke, Graph. Rechnen, S. 113—147. 
Runge, Graphische Methoden. Fr. A. Wiüera, Graphische Integration. Willera, 
Prakt. Analysis. 

Das Verfahren der graphischen Integration ist besonders übersichtlich, 
•wenn die DGl durch ihr Richtungsfeld gegeben ist oder wenn dieses leicht 
gezeichnet werden kann. Ist nur eine einzelne IKurve zu zeichnen, so 
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braucht man — und das ist für die Braüchbarkeit wesentlich — nur für 
eine verhältnismäßig kleine Anzahl von Punkten, die Richtung zu be- 
stimmen, die diesen durch die BGl zugeordnet ist. Bei einiger Geschick- 
lichkeit kann man die IRurven ohne große Mühe mit einer Genauigkeit 
konstruieren, die für die meisten Zwecke (z. B. auch für viele ballistische 
Aufgaben) ausreicht. 

80 1, F (x, y, y') = 0, Festleffong des Richtungsfeldes. Am anschau- 
liebsten wird das Richtungsfeld dadurch festgelegt, daß man für eine hin- 
reichend große Anzahl von Punkten 
die diesen durch die DGl zugeord- 
nete Richtung einzeichnet (Fig. 24). 

(a) In manchen Fällen kann man 
leicht die Gesamtheit der Punkte 
finden, denen dieselbe Richtung a 
( = Neigungswinkel gegen die a:- Achse) 
durch die DGl zugeordnet ist; z. B. 
erfüllen diese Punkte bei der DGl 
y' = 9(y) durch g(y) == tga be- 
stimmte Parallele zur ar-Achse (es 
kann auch mehrere solcher Perallelen 
geben). Die Punkte, denen dieselbe Richtung a zugeordnet ist, bilden die 
zu a gehörige Isokline. Das Richtungsfeld ist festgelegt, wenn die 

Isokline gezeichnet ist und die 
Richtungen angegeben sind, 
die den Punkten der einzelnen 
Lsoklinen zugeordnet sind 
(s. Fig. 25). Geräte zum Ein- 
zeichnen der Richtungen, die 
zu den Punkten einer Isokline 
gehören, haben F. Söderberg^) 
und V. Bjerknes^) angegeben. 

(b) Ist g eine gerade Linie, etwa eine Parallele zur y- Achse, so kann es 
verkommen, daß die Richtungsgeraden, die den einzelnen Punkten von g 
durch die DGl zugeordnet sind, die Tangenten einer Kurve (g), der sog. 
Strahlkurve sind. Ist die Strahlkurve gezeichnet, so erhält man die 


Siehe J. W'. Sandströmt Annalen Hydrogr. 37 (1909) 24*2- 554. Dort findet 
man eine Reihe durchgeführter Beispiele, ebenso bei 0, GylUtrömt Meddelapden 
• met.-hydr. Anstalt 4 (1928) Nr. 9. 

*) BjtrkneSt Meteorologie, S. 63 





Fig. 24. 
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ZU einem Punkt P von g gehörige 
Richtung, indem man von P aus die 
Tangente an {g) zieht (Fig. 26). Bei 
linearen DGlen schrumpft jede Strahl- 
kurve auf einen Punkt zusammen 
(vgl. 4 - 3 ). Bei Riccatischen DGlen 
sind die Strahlkurven Hyperbeln^). 


^ y) = 0 


heißt die Direktrix der DGl. Ist ein Punkt der Direktrix, so ist 

ihm durch die DGl der Richtungswinkel a = arc tg zugeordnet. Die 
Direktrix liefert keineswegs immer das ganze Richtungsfeld, wie die DGlen 
y' = yf ^ ^ 2 ^ yi zeigen. 

(d) Für DGlen der Gestalt 

^ fiM-ftiy) 


hat H. Heinrich^) ein nomographisches Verfahren zur Gewinnung des 
Richtungsfeldes mitgeteilt. In einem rechtwinkligen System werden 
die beiden Kurven 

X{x): S=fi{x), V = 9xi^) 

und 

Y(y): f=/ 2 (y). V = 9z(y) 

gezeichnet (Fig. 27); die Punkte der Kurven 
werden mit den Parameterwerten x bzw. y 
beziffert. Bildet eine Gerade g, welche die 
Funktionsleitem X(x)t Y (y) in den Punkten 
JP, y schneidet, mit der f-Achse den Winkel a, 
so ist offenbar 

9i(^)-9t(y) 



^) Fr. A, Wiüers, Archiv Math. (3) 26 (1917) 96—102; dort sind noch einige 
weitere Typen von DGlen behandelt. 

*) Mitteilungen techn. Inst. Tung-chi üniversit&t 2 (1935) Heft 1. Für eine aus- 
führliche und erweiterte Darstellung s. H. Heinrich^ Deutsche Math. 3 (1938) 
363—389. Dort wird auch die allgemeine DGl y' =/(a?, y) in der Gestalt 

/ ^ ni (Xfy)-Vt(x, y) 

(*> y) (*> y) 

behandelt; die oben unter (a) und (b) angegebenen Verfahren erscheinen dann als 
Sonderfälle eines allgemeineren Prinzips. Vgl. auch W, Bichter, Ingenieur-Archiv 8 
(1937) 1; 10 (1939) 28—34, 292—301 (Lösung von DGlen für die Längsbewegung 
eines Flugzeugs). P. Böning, Archiv Elektrotechn. 31 (1937) 545— 551 für die in der 
Elektrotechnik auftretenden DGlen y' -f a y = 6 sin c « und y' + /(y) = a sin x 
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Indem man die Gerade g parallel verschiebt, kann man die Koordinaten y 
der zum Richtungswinkel a gehörigen Isokline erhalten. 

Für die Verwendung des Verfahrens zur Lösung von DGlen erster und zweiter 
Ordnung s. 30*7 bzw. 31*4. 

In speziellen Fällen, wie z. B. bei /(y) y' + y == bieten sich auch noch andere 
einfache Verfahren zur Konstruktion des Richtungsfeldes dar. Vgl. z. B. V.A. Baitey 
— J . M . Somervillef Philos. Magazine (7) 26 (19B8) 1—31; das dort benutzte Ver» 
schieben von Zeichnungen auf durchsichtigem Papier läßt sich auch durch Kon- 
struktionen auf einem einzigen Zeichenblatt ersetzen. 

Man wird das Richtungsfeld nur dann auf eine der eben beschriebenen 
Arten festlegen, wenn es leicht zu erhalten ist oder wenn eine größere 
Anzahl von IKurven gezeichnet werden soll. Ist nur eine einzelne Kurve 
zu zeichnen, so führen die im folgenden beschriebenen Verfahren im all- 
gemeinen schneller zum Ziel. 

30*2. Einschaltimg über die graphische Integration einer Funktion 
yssf(x). Für die graphische Integration dieser Funktion unterteilt man 
das Integrationsintervall durch eine Anzahl von Teilpunkten 

a = 2 Cq < < • • < = ö und approximiert die Kurve y = f(x) durch 

eine Treppenlinie y ^ t(x) so, daß in den Teilpunkten a; kein Sprung der 
Treppenlinie stattfindet und 

flTy Xv 

j f(x)dx— f t(x)dx 

^P-1 

ist ; das letztere kann man mit 
beträchtlicher Genauigkeit 
durch Augenmaß erreichen. 

Das Integral über die Treppen - 
funktion 

X 

T(x) — J t{x) dx 

a 

ergibt einen Streckenzug, der 
leicht gezeichnet werden kann 
(8. Fig. 28). In den Teil- 
punkten x^ stimmt die OrdL 
nate des Streckenzuges mit 
der Ordinate der IKurve Fig. 28. 

J’(*) = ff(x)dx 
a 

Überein und die über x^ liegende Strecke ist außerdem die Tangente an die 
IKurve. Daher kann die IKurve schon bei einer kleinen Anzahl von Teil- 
t>unkten mit großer Genaiugkeit gezeichnet werden. 
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Weitere graphische Integrationsmethoden können den folgenden Num- 
mern entnommen werden, da die Berechnung des obigen Integrals y ^F(x) 
ja auf die Lösung der DGl y'—f(x) hinausläuft. 


30 8. Erstes Näherungsverfahren zur Lösung von #' = /(«» ff). Ist 

der Anfangspunkt Xq, y^ der IKurve gegeben, so kann man aus der DGl 
die Richtung der Tangente (tga = ffo =/(^o> ^o)) berechnen, welche die 





IKurve an der Stelle hat. 
•In dieser Richtung geht man 
ein Stück weiter, etwa bis zum 
Punkt x^, y^y und wiederholt 
bei diesem Punkt das Ver- 
fahren. Man gelangt so zu 
einer ersten Näherung für die 

IKurve (Fig. 29 für y' = — | , 

Xo = 2, ffo ~ ^ konstante 
Sehnenlänge ; die mit kleinen 
ICreisen markierten Punkte 


Fig. 29. 


liegen auf der wahren IKurve). 


Bei dieser Gelegenheit sei vor einem Fehlschluß gewarnt. Bei den graphischen 
Lösungsmethoden kann es Vorkommen, daß man als Näherungskurve einen Strecken- 
zug erhält, der nicht den Eindruck eines Streckenzuges sondern einer stetig differen- 
zierbaren Kurve macht. Man wird dann geneigt sein, ihn als eine sehr gute An- 
näherung an die gesuchte Kurve 


anzusehen. Das Beispiel von 2 -i, 
Fig. 2 zeigt, daß das ein Fehl- 
schluß ist. 

30-4. Verfahren der ein- 
geschalteten Halbschritte. Man 

fangt an wie bei 30-3, d. h. 
für den Anfangspunkt Xq, y^ 
wird der zugehörige Rich- 
tungskoeffizient y^ der IKurve 
aus der DGl entnommen. In 



dieser Richtung geht man ein ^ig, 30. 

Stück weiter, etwa bis zu dem 

fl, iji (erster Halbschritt; s. Fig. 30, die DGl ist dieselbe wie bei 
Fig. 29, ebenso der Anfangspunkt). Für diesen Punkt wird aus der DGl 
der Richtungskoeffizient rj[ entnommen. In der durch rj[ gegebenen Rich- 
tung geht man nun nochmals vom Punkt xq, yo aus, jedoch doppelt so weit 
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wie bei dem ersten Halbschritt, etwa bis zum Punkt (erster Voll- 

schritt). Nun wird das Verfahren für den Punkt als Ausgangspunkt 
wiederholt; nach Zwischenschaltung eines zum Punkt fg, ^2 führenden 
Halbschritts gelangt man zu einem Punkt x^,y^\ usw. Die Punkte y^ 
sind die Punkte der gesuchten Näherungskurve. Da man in jedem 
Punkte x^y außerdem die Tangente der Kurve kennt — die Tangente 
ist die nach führende Gerade — , so ist eine ziemlich genaue 

Zeichnung der Kurve möglich (in Fig. 30 liegen die durch kleine Kreise 
markierten Punkte auf der wahren IKurve). 

Die Einschaltung von Halbschritten ist ein allgemeines Prinzip, das zur Er- 
höhung der Genauigkeit häufig mit Nutzen verwendet werden kann. 

80-5. Verbesserung der Nähenmgskiirve nach C. Ronge^). Ist eine 
Näherungskurve (z. B. nach 30-3 oder 30 4) gefunden, so glättet man 
sie und berechnet für eine Reihe ihrer Punkte aus der gegebenen 

DGl y' == f (Xy y) die Werte y\ =/(xv, y„). Durch die Punkte mit den 
Koordinaten Xvy y\ wird ebenfalls eine möglichst glatte Kurve ge- 
legt und graphisch (s. 30*2) oder mit einem Integraphen integriert. 
Die Integrationskonstante wird dabei so gewählt, daß die IKurve 
durch den Anfangspunkt von geht. Ist der Unterschied zwischen 

und Kg erheblich, so kann man das Verfahren mit statt wieder- 
holen. Für die Wirksamkeit des Verfahrens ist »yesentlich, daß bei seiner 
Wiederholung die Werte Xv gewechselt und nötigenfalls dichter gewählt 
werden. Das Verfahren läuft auf das Iterationsverfahren 2*2 hinaus. 

30*6. ExtrapolationSTerfahren. Dieses ist die graphische Form des 
Verfahrens von Adams (28*2). Man bestimmt zunächst ein Anfangsstück 
der IKurve, aber dieses möglichst genau (z. B. nach 30*4 bei Wahl einer 
kleinen Schrittlänge). Nach Gefühl setzt man das Stück nebst der 
Näherungskurve K[ ihrer Ableitung ein Stück fort. Die Integration der 
Fortsetzung von K[ liefert eine Kontrolle und evtl, eine Verbesserung der 
Fortsetzung von Ist die Fortsetzung von genau genug, so wird 
das Verfahren in derselben Weise fortgesetzt. Dieses Verfahren wird viel 
verwendet. 

Bei der praktischen Verwendung dieser graphischen Methoden wird 
man von selbst noch mancherlei Mittel finden, durch die man die Genauig- 
keit steigern kann; insbesondere wird man die Teilpunkte dort dichter 
wählen, wo die Gestalt der IKurve sich schneller ändert. 

1) Jahresbericht DMV 16 (1907) 270-272. Fr. A. WillerSy Graphische Inte- 
gration, S. 77—83. 
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80*7. Verwendung von Nomognumnen nach BL Heiniich^). Bei der 

Lösung der DGl 

y' =/(*. y) 

besteht ein wesentlicher Teil der Arbeit in der Gewinnung des zu dem ein- 
zelnen Punkt X, y gehörigen Richtstrahls, d. i. der Richtung, die dem Punkt 
Xy y durch die DGl zugeordnet ist. Diese Arbeit läßt sich nach Heinrich in 
einer Reihe von Fällen durch Verwendung von Nomogrammen erleichtern. 
Für DGlen von dem Typus 

ist die Herstellung solcher Nomogramme schon in 30-1 (d) beschrieben. Ist 
z. B. die homogene DGl 


gegeben, so sind die beiden Funktionsleitem von 30*1 (d) 

X{x): ^ = = und Y{y): i = — y^, rj = y^, 

sie liegen also auf den Strahlen rj = ^^0 und tj = — f ^ 0. Da es nur 
auf die Richtung der die Punkte £ und y (Fig. 27 auf S. 156) verbindenden 
Geraden ankommt, kann die Einheit im System eine andere als im 
y-System sein, ferner kann das |, ^-System in passender Weise parallel 



Fig. 31. 

verschoben werden. In Fig. 31 sind diese Funktionsleitern und nach 30-4 
ein Stück der IKurve gezeichnet, die durch den Punkt a; = 2, y = 8 geht. 

Dasselbe Beispiel läßt sich auch mit einem festen Pol für die Richt- 
strahlen behandeln. Wird 
(I) f (a:, y) = aJ* + y*, 

Siehe Fußnote 2 auf S. 156. Vgl. auch H, Benin, Zeitschr. f. angew. Math. 
Mech. 4 (1924) 481—487, wo die DGl ^f(x)g(y) + h(x) behandelt wird. 
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gesetzt, so lautet die D 61 


3 ^ = 


17^0 


man erhält also den zum Punkt x, y gehörigen Richtstrahl, indem man im 
f, ij-System den festen Punkt 0, 0 mit dem Punkt | (x, y), tj (x, y) ver- 
bindet. Ke durch (i) 
vermittelte Abbildung 
der X, y-Ebene auf die 
97-Ebene ist hier leicht 
zu übersehen, da die Ko< 
ordinatenlinien x = «0 
und y = yo der x, y- 
Ebene in die Geraden 

n = -i + 2xl 

und 

ri = ^ — ^yo 
Übergehen. In Fig. 32 
sind diese Geraden mit 
X = X0 und y = % be- 
ziffert, und es ist wieder 
die durch den Punkt 
X = 2 y y = 8 gehende 
IKurve gezeichnet. Da- 
bei ist wieder davon Ge- 
brauch gemacht, daß 
das f, 17- System parallel 
verschoben imd die Ein- 
heit in ihm willkürlich 32 . 

gewählt werden kann. 

Das Verfahren kann offenbar noch in mannigfacher Weise abgeandert 
und auch auf andere Typen von DGlen, z. B. auf 




y)-y 

f(x,y)-x 


und 


, ^ ygtix) 


angewendet worden. Allgemeiner sind von Heinrich auch die DGlen 


gi(a?>y)~yi(g> y) 

^ /i(*»y)-’/i(«»y) 

behandelt. Für die Anwendung des Verfahrens auf Systeme von DGlen 
und DGlen zweiter Ordnung s. 31*4. 
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Fig. 33. 
ein Punkt einer zu 


80*8. Verwmdnng von Polarkoordinaten ^). Ist die D61 

(2) = o 

für die gesuchte Funktion p = p(#) gegeben oder auch 

(3) ^ e> 9 (e> e')) = o . 

WO 9? (u, v) eine gegebene Funktion ist, so 
kann man, wenn man p, als Polarkoor- 
dinaten eines Punktes ansieht, folgender- 
maßen Vorgehen: 

(a) <p = p', d. h. die DGl (2) ist gegeben. 
Man zeichne die Kurve F {&, p, C) = 0 für 
verschiedene Werte von C. Es sei 
gehörigen Kurve. Errichtet man auf OAq das 
Lot OBq = Cq (Fig. 33), so ist das Lot zu durch Aq die Tan- 

gente der durch Aq gehenden IKurve. Geht man auf der Tangente ein 
Stück weiter bis zu einem Punkt A^ und liegt dieser auf der Kurve 
F p, Cj), so kann man die Tangente der IKurve im Punkt A^ zeichnen 
und durch Wiederholung des Verfahrens die 
durch Aq gehende IKurve genähert erhalten. 

(b) 93 = ^ Wird = tg a gesetzt, so 

Q Q 

ist a der Winkel, den q mit der Tangenten- 
richtung der Kurve q = q{&) bildet (Fig. 34). 

Hat man die Kurvenschar F C) ge- 
zeichnet, so kann man nun wieder leicht die 
Tangenten der gesuchten IKurve zeichnen. 

(c) Ist ip = 4- e'*. SO ist nach (b) p = 9p sin a , so daß man a durch 

C \md Q finden kann. Weiter ist p = 9? ctg a für 9? = ^ und Q ^ (p cos a 

für (p = ^, + p'*- Das vorher geschilderte Verfahren ist somit auch 

in diesen Fällen anwendbar. Für nähere Ausführungen siehe die angegebene 
Literatur. 



Hg. 34. 


80*9. Weitere Verfahren. Hierzu ist auf das Linienbildverfahren von 
Meissner (31*6) und das Orthopolarenverfahren von Qrammel (317) zu ver- 
weisen. Die Bedeutung dieser Verfahren liegt zwar vor allem darin, daß 
mit ihnen DGlen höherer Ordnung gelöst werden können, aber man kann 
sie auch zur Lösung von DGlen erster Ordnung benutzen. Vgl. ferner 
F. A, Bailey — J. M, Samerville a. a. O. (S. 157). 


^) Bi Neuendorff, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 2 (1922) 131—136. E. A. 
KhcHodovsky, Americ. Math. Monthly 37 (1980) 231—240. 
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31. Graphische Integration: Differentialgleichungen 
höherer Ordnung. 

811. Systeme von Differentialgleichungen. Auf Systeme von DGlen 
erster Ordnung sind die Methoden von 30 ebenfalls anwendbar. Ist etwa 
das System 


gegeben, so zeichnet man die 
Projektionen der IKurve auf 
die X, y-Ebene und auf die x, z- 
Ebene, d. h. man zeichnet eine 
Kurve y = y{x) und eine Kurve 
z == z{x). 

In Fig. 35 ist z. B. für das 
System 

2^== 2 '= y 

die durch den Punkt a; = 0 , 
y = 0 , 2 = — 1 gehende IKurve 
nach dem Verfahren 30*3 kon- 
struiert (Schrittlänge : 0 , 1 ). Die 
kleinen Kreise geben Punkte 
der wahren IKurve an, das pri- 
mitive Verfahren 30*3 liefert 
also in diesem Falle die IKurve 
ziemlich genau. 

Für die Festlegung des Richtungsfeldes und die Verwendung von Strahl- 
kurven s. Willers, Graphische Integration, S. 84 — 96 . 

Jede DGl höherer Ordnung kann nach 14 auf ein System von DGlen 
erster Ordnung zurückgeführt und dann nach den für diese Systeme ange- 
gebenen Methoden behandelt werden^). Für DGlen höherer Ordnung und 
besonders solche zweiter Ordnung sind jedoch auch noch besondere Me- 
thoaen entwickelt worden. 



31*2. Differeniialgleichiiiigeii zweiter Ordnimg: em mtee Nähemiigs- 
verfahien. Wie am Ende von 31*1 bemerkt, kann man die DGl zweiter Ord- 
nung auf ein System von zwei DGlen erster Ordnung zurückführen und 
auf dieses System z. B. das Verfahren 30-3 oder 30*4 anwenden. 

Vgl. hierzu für DGlen zweiter Ordnung auch B, O, Pobedinsky, Recueil 
*math. Moscou 35 (1928) 87—103 (russisch); .Bericht hierüber im Jahrbuch FdM 
55ii (1929) 948. 
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In Kg. 36 ist nach diesem Verfahren für die DGl 

6y" + .vy' = 0 

(vgl. C 6*43) die IKurve mit den Anfangswerten y(2) = 6, y'(2) = — 3 
konstruiert. Durch die Anfangswerte von y, y' ist auf Grund der DGl auch 

y"(2) = 3 bekannt. Mit y' (2) und y" (2) 
sind die Tangenten der Kurven y(x) 
und y^(x) im Punkt a; = 2 bekannt. 
Diese Tangenten sind bis x = 2,25 als 
erste Näherungen der Kurven genom- 
men, es kann daher für x = 2,25 aus 
der DGl ein Näherungswert für y" 
berechnet werden (erster Halbschritt). 
Dieser Näherungswert wird als mitt- 
lerer Wert von y" für das Intervall 
von X = 2,0 bis x = 2,5 gewählt und 
dient als verbesserte Steigung für die 
Strecke, die y'(x) in diesem Intervall 
approximiert. Die Integration dieser 
Näherungskurve über das genannte 
Intervall liefert einen Näherungswert 
für y(2,5). Man hat also Näherungs- 
werte für y und y' im Punkt x = 2,5 
gefunden. Damit ist der erste Schritt 
beendet. Dasselbe Verfahren wird nun 
auf das nächste Intervall der Länge 0,5 
angewendet. Auch für die beiden näch- 
sten Schritte sind noch Intervalle der 
Länge 0,5 benutzt, dann folgen zwei Schritte der Länge 1. Die kleinen 
Kreise geben Punkte der wahren IKurve an. 

81*3. Das Verfahren der wiederholten Integration (Trapez- oder 
Seilpolygonverlahren)^). Dieses Verfahren kann als eine Weiterbildung 
des Verfahrens von 30*2 angesehen werden. 

(a) Die Grundlage bildet die Lösung der DGl 
y" yiß) == a, y'(a) = /?, 

A. Schwaiger, Archiv Elektrotechn. 4 (1916) 269—278. X. Oiimbd, Zeit- 
schrift VDI 63 (1919) 771—778, 802—807; dort auch eine Reihe ausgeführter Bei- 
spiele; weitere Beispiele bei Qürhbd, Jahrbiibh schiffbautechn. Gesellschaft 2 (1901) 
211—294. WiUera, Graphische Integration, S. 102—104. 
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d. h. die Auswertung des Integrals^) 

y — ■P(*) = a + j\ß + / /(*) «^*1 dx . 

Man unterteilt hierfür das Intervall so durch Teilpunkte 

a = < a?! < • • • = daß die Kurve y" = f(x) in jedem Teil- 

intervall durch eine Strecke 
ersetzt werden kann (in Fig, 37 
ist speziell x^ — == 1 ). 

Dann ist 

j f(x) dx 

der Inhalt eines Trapezes. In 
einem besonderen Diagramm 
werden auf einer Parallelen zur 
y". Achse hintereinander ange- 
tragen AÄQ=ß, T,, 

und zwar unter Berücksichtigung der Vorzeichen. links von A wird im 
Abstand 1 ein „Pol“ 0 markiert. Weiter werden die Schwerelinien der 
einzelnen Trapeze d. h. die Lote zur a;- Achse gezeichnet, die durch 
die Schwerpunkte gehen. In einem zweiten, imter dem ersten liegenden 
y- System wird nun durch den Punkt a, a die Parallele zu OA^ ge- 
zeichnet und bis zur ersten Schwerelinie fortgesetzt. Durch den Endpunkt 
wird die Parallele zu 0 A^ bis zur nächsten Schwerelinie gezogen, usw. 
Der so erhaltene Streckenzug ist eine Approximation für die Kurve 
y = F(x), imd zwar liefert er im Punkte x^ nicht nur die Ordinate F{xX 
sondern auch die Tangente an die Kurve. Daher ist F (x) selbst bei einer 
geringen Anzahl von Teüpunkten schon verhältnismäßig genau bestimmt. 

(b) Ist y(x) durch 

(I) [ 95 ( 3 :) /]' =/(a:), y(o) = a, ip(a) y'ifl) = ß 


Diese Aufgabe tritt in der Mechanik bei der Bestimmung der Seilkurve auf, 
und das folgende sog. ifoärsche Verfahren wird meistens auch durch Überlegungen 

aus der Mechanik begründet; vgl. z. B. Trefftz, Grapho- 
Statik, § 80. Es läßt sich jedoch auch leicht rein 
mathematisch begründen. 

*) Den Schwerpunkt 8 eines Trapezes mit den 
parallelen Seiten a und b kann man nach Figl 38 
genau konstruieren. In den meisten Fällen wird 
jedoch eine SchMzung nach Augenmaß genügen. 
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bestimmt, d. h. ist 

SO benutzt man in dem Teil- 
V intervall x^) einen 

j'-T — ; — \ f T I Mittelwert 9?^ von ^>(x)\ 

^""1 dann in 

||iVJ|^j I I I Fig.39über. 

1 j Sj i 1 j (<0 der Lösung von 

[ ‘"-’J?-“ 1 - >s. — 1 1 j ►x Eigenwertaufgaben zweiter 

I [ 1 I Ordnung nach dem Itera- 

tionsverfahren B 3 4 treten 
^^8- 39. . DGlen der Gestalt 

(2) Ifi^) yil' + h(x) yj^ = g{x) yj^^^ 

aüf; dabei ist yje^i(x) bekannt, und die gesuchte Funktion yj^(x) soll 
noch gewisse Randbedingungen erfüllen. Sind diese von Sturmscher Art 

(3) A y(a) + 5 y'(a) = 0, C y(b) + Dy'(b) = 0 

und ist A~ 0^), so ist die DGl gerade von dem Tjrpus (i). Wählt man 
die Anfangswerte y(a), y'{a) irgendwie so, daß die erste der Randbedin- 
gungen (3) erfüllt ist, so kann man die dadurch bestinunte Lösung von (2) 
nach (b) finden. Erfüllt die Lösung die zweite der Randbedingungen (3) 
noch nicht, so wiederholt man 
das Verfahren mit anderen 

Anfangswerten y(a), y'(a) (die / ^ 3 u 5 ,^ 

natürlich wieder die erste der 

Gien (3) erfüllen müssen), bis 
die Lösung y[x) auch noch die 

zweite der Randbedingungen 

mit hinreichender Genauigkeit 
erfüllt. 

(d) Ist die DGl 

y"=/(*.y). t i i # 5*' 

y{o) = «. y'(a) = /5 Pig. 40. 

ZU lösen, so kann man folgendermaßen verfahren: Durch die Anfangs- 
werte y{a), y'(a) ist ein Anfangsstück y^F^(x) der gesuchten Kurve 


Für den Fall ä ^ 0 s. (e). 
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in einem Intervall a ^ x < gen&hert gegeben (Fig. 40 zeigt die Duroh- 
führung des Verfahrens fär die DGl 4 x* y" = — y und die Anfangswerte 

y(l) = 1, y'(l) = ^), und zwar durch ein Stück einer geraden Ldnie. Setzt 
man 

y" (ö) = / (a, Fo(o)) , y" (Xj) = / (xj , F^{Xy)) 

und inter^liert man linear, so hat man y"(x) genähert für a ^ a; ^ 
Durch doppelte Integration von y" nach (a) erhält man nun verbesserte 
Näherungswerte y = -Fi{x) für a < x < Durch lineare Extrapolation 
erhält man aus eine Näherungsfunktion y ^ F^(x) in einem an- 
stoßenden Intervall ^ x ^ Xj und hieraus durch die Werte 

== /(* 1 . ^o(*i)). y"(^) = /(* 2 . -f’o(*a)) 

in Xj ^ X ^ Xj wieder eine lineare Näherungsfunktion für y"(x) und durch 
deren Integration wieder eine verbesserte Näherungsfunktion Fi(x) in 
Xi^x^x^, Ist man so bis zum Punkt b gelangt, so kann man die erhal- 
tenen Näherungskurven für y" und y nach Gefühl glätten und das Ver- 
fahren von neuem durchführen, um die Näherungslösung noch weiter 
zu verbessern. 

(e) Nach diesem Verfahren kann man die DGl ( 2 ) auch dann lösen, 
wenn A ^ 0 ist. Man kann die Eigenwertaufgabe, die aus der DGl 

[/(*) y'Y + Hx)y = ?.g(x)y 

und Sturmschen Randbedingungen ( 3 ) besteht, aber auch direkt behandeln, 
indem man für A irgendeinen Wert Aq wählt und außerdem für y(o), y'(a) 
Werte, welche die erste der Randbedingungen ( 3 ) erfüllen. Löst man nun 
die DGl nach (d) und ergibt sich dabei, daß y( 6 ), ^^( 6 ) noch nicht die zweite 
der Randbedingungen erfüllen, so wiederholt man das Verfahren mit einem 
andern Wert Aj (eine Veränderung von y(a), y'(a) hat keinen Zweck, 
da die Eigenfunktionen bei den Sturmschen Eigenwertaufgaben nur bis 
auf einen konstanten Faktor bestimmt sind). 

31*4. Verwendung vcm Nomogranunoi^). 

(a)*) Ist die lineare DGl 

( 4 ) y" +f{x)y' + g{x)y = %{x) 

gegeben, so wird y als unabhängige Veränderliche eingeführt und 
y'(x) =z (y) , also y" (x) = 22 ;' 


Vgl. 30*7 und Fußnote 2 auf S. 156. 
•) Heinrieh, a. a. 0. 
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(5) 

mit 


Dadurch wird aus (4) das System 






fl (x, z) = z + p («) , 1?1 (x, z) = Ä(a;) — z/(a;) , 


fa y) y) = y • 


Durch die vorletzte Zefle wird die x, z-Ebene auf die f^, i^i-Ebene (oder auf 
einen Teil von ihr), durch die letzte Zeile die x, y-Ebene auf die fg , i^g-Ebene 
(oder auf einen Teil von ihr) abgebildet. Sind die Funktionen /, y , h so be- 
schafiFen, daß die Bildpunkte leicht gefunden werden können, so verläuft 
die weitere Konstruktion folgendermaßen: In einem zum y, z- System 
parallelen f, «^-System trägt man die Punkte f^, und fj, ri^ ein, ihre Ver- 
bindungsgerade liefert die dem Punkte x, y, z zugeordnete Steigung z'{y)y 
während in dem x, y- System die dem Punkt x, y, z zugeordnete Richtung 
y'(x) unmittelbar aus der ersten 61 (5) erhalten werden kann. Soll die 
IKurve mit den Anfangswerten yCxp) = y'C*©) = ^(Vo) = ^ konstruiert 

werden, so geht man von dem Punkt y^, z^ im y, z-System und von dem 
Punkt X0, y0 im x, y-System um ein hinreichend kleines Stück in jenen 
Richtungen weiter bis zu einem Punkt y^, z^ bzw. y^ und wiederholt das 
Verfahren mit y^, z^ statt Xq, yo, z^, usw. Di'rch Einschalten von Halb- 
schritten nach 30*4 kann die Genauigkeit des Verfahrens noch erhöht werden. 

ln Sonderfallen kann man durch geeignete Abänderung des Verfahrens 
noch zu bequemeren Konstruktionen gelangen. Ist z. B. die hypergeo- 
metrische D 61 


* (* — 1) y" -t- ^2 a: — Ij y' + i y = 0 



gegeben, so kann man diese 
durch das System 

*'(*) = i(|-S7i^) 
ersetzen. Nach Wahl einer 
Längeneinheit E trägt man 
auf einer horizontalen x- Achse 
die Werte x (1 — x) ab und 
beziffert sie mit x (Fig. 41 ). 
Auf einer z- Achse, die senk- 
recht zur X-Achse durch den 
Punkt mit derZifferxss 0 geht, 
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trägt män mit derselben Längeneinheit E die Werte z ab. Im Abstand 4 E 
wird links von der z-Aohse auf der x-Achse ein Pol P festgelegt. Schließ- 
lich wird rechts von der 2 - Achse und parallel zu ihr im Abstand %E 
die Achse gezeichnet, auf ihr werden mit der Längeneinheit 2 £ die 
Werte y abgetragen. Die zum Punkt x, y, z gehörigen Steigungen 
erhält man (in der Figur ist die Zeichnung füra; = 4, y=: 2 , z = 6 ausge- 
föhrt), indem man den Punkt A{z) mit dem Punkt B{x) verbindet; dann 
gibt AB die Steigung zf an. Weiter wird durch P die ParaDele zu AB bis 
zum Schnittpunkt C auf der z- Achse gezogen; wird nun noch C mit D{y) 
verbunden, so gibt CD die Steigung y' an. Die Steigungen lassen sich also 
leicht konstruieren. Die Zeichnung der IKurve kann nun wieder in der 
Weise erfolgen, daß man in den gefundenen Richtungen um hinreichend 
kleine Schritte weitergeht. 

(b) Das Verfahren ist auch bei DGlen von der Gestalt 




gt(y)-gi(y') 
/i(y)— /i(y') 


anwendbar^). Wird aamlich y als unabhängige Veränderliche eingefiihrt 
und y'(x) = z(y) gesetzt, so geht die D61 über in 


2 '(y) 


gi(y) -g«(») 

/i(y)-/i(*) ’ 

d. h. in eine DQl von einem Typus, der in 30-7 behandelt ist. Hat man 
etwa nach dem dort beschriebenen Verfahren von Heinrick eine Lösung 
z{y) gefunden, so hat man y'(x) und kann daraus die Funktionen y(x) er* 
halten; z. B. bekommt man x(y) durch graphische Integration von 


®'(y) = 


1 1 

y'(*)~*(y) ■ 


Zu dieser Klasse von DQlen gehören insbesondere die SchwingungsGlen 


y"+/(y') + y(y) = o 

mit beliebigem Dämpfungsgesetz Durch die 
ang^bene Transformation geht die D61 über in 
.,_y(y) +/(*). 

* ~z * 

hier liegt die F-Leiter (vgl. 30 * 7 ) auf der tj- Achse, 
Ist speziell 

/(y') = «y'|y'|+Äy', 

so besteht die Z-Leiter aus zwei Parabelstüoken, 
die symmetxisoh zur tj-Achse liegen und im Punkt 



Fig. 42. 


M W. Ekhter, Ingenieur-Archiv 8 (1937) 1-3; 11 (1940) 437-460. 
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{ 0 , 97 == 0 miteinander zoBammenhängen (Fig. 42 ), kann also leicht ge- 

zeichnet werden. Zu diesem Fall vgl. auch C 6*45 ff. 

Sl-5. Integration mittdi Krtjmmnngsfcreisen nach Lord Kelvin^). Es 

sei die DGl 

(6) y" =f{x,y,y') 

gegeben. Ist q (x) der Krümmungsradius einer IKurve an der Stelle x und 
^{x) der Winkel, den der Krümmungsradius mit der x- Achse bildet, also 
ctg#(x) = y'lx), so laßt sich die DGl in der Gestalt 


( 7 ) 


- = |/{*.y.- 


ctg#) sin*#l 


schreiben. Soll die IKurve gezeichnet werden, für die y(x^) = 

^(^0) yo gegeben sind, so kann man #(a^) und daher aus (7) auch ^(a;^) 
berechnen. Da das Vorzeichen von /darüber Aufschluß gibt, nach welcher 
Seite die zu zeichnende Kurve konvex ist, kann man nun den Krümmungs- 
kreis Xq für den Anfangspunkt x^, zeichnen. Auf diesem Kreis geht man 

ein hinreichend kleines 
Stück weiter bis zu einem 
Punkt Setzt man 

#(Xi) gleich dem Rich- 
tungswinkel des nach 
x^i yi führenden Radius 
von Xq, so kann man 
das Verfahren von neuem 
auf x^, yi statt Xq, y^ an- 
wenden und zu einem 
weiteren Punkt Xg , y^ ge- 
langen (s. Fig. 43 , untere 
Kurve für die DGl (vgl. 
C 6.43) 6 y" + y y' = 0 
und die Anfangswerte 
y( 2 ) =6, 2^(2) = ~ 3 ). 
Auch hier kann man in 
Analogie zu 30-4 Halbschritte einschalten, um die Genauigkeit zu er- 
höhen (Fig. 43 , obere Kurve; die durch kleine Kreise markierten Punkte 
liegmi auf der wahren IKurve). 

Für die VerbeBseniiig der Näherangakurve und einige praktiache Winke b. 
Ä. Boikey Zeitschr. f. Math. Phys. 64 (1917) 90—100. W. Meyer zur Capellen, 



Vgl. Willers, Graphische Integration, S. 99—104. Mehmke, Graph. Rechnen, 
S. 139f. 
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Zeitschrift math. Unterricht 62 (1931) 121 f., empfiehlt bei direkter Operation 
mit der Gl (6) für die Bestimmung des Krümmungsradius 

e = p (1 + y'*)* oder log g + log y" = i log(l + /*) 

ein Nomogramm mit drei parallelen Skalen. Für die Verwendung des Verfahrens 
bei der Darstellung der Kurve in einem Polarkoordinatensystem s. Ü. Neuendorff ^ 
Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 3 (1923) 34—36. 

31*6. Das LinienbüdFerfahren ¥on Meissner^). Die Grundlage ist 
die Darstellung einer Funktion f(x) durch ein Linienbild. Es wird 
ein Pol 0 und durch diesen ein Ausgangsstrahl festgelegt (Fig. 44). Der 
Punkt Qx soll in bezug auf diese 
festen Elemente die Polarkoordinateij 
x, f(x) bei positivem / und x + n, 

— f{x) bei negativem / haben. Der 

Strahl OQx wird in um ge- 
dreht, auf dem gedrehten Strahl wird 
Qx Px von Qx aus abgetragen, 

wobei das Vorzeichen von /' in der- 
selben Weise wie bei / zu berücksich- 
tigen ist. Die Punkte bilden das Linienbild $ der Funktion f(x),. Die 
Gerade PxQx isi^ Tangente an die Kurve $ im Kurvenpunkt Pj^. 
Die Kurve $ ist daher die Einhüllende der in den Punkten Qx errichteten 
Lote. Daraus ergibt sich eine einfache Konstruktion der Punkte Qx und 
damit der Funktionswerte f(x), wenn das Linienbild $ gegeben ist. 

Nach demselben Verfahren wird das Linienbild $' der Ableitung f{x) 
gezeichnet; dabei wird jedoch ein Ausgangsstrahl durch 0 genommen, 

der aus dem ersten Ausgangsstrahl durch Drehung um i hervorgeht. 

Die Kurve §' ist die Evolute (Kurve der Krümmungsmittelpunkte) zu $, 
und daher ist der zu x gehörige Krümmungsradius q{x) der Kurve $ 

Q(x)^f(x)+r(x), 

Ist nun die DGl (6) gegeben, so schreibt man sie in der Gestalt 
(8) q { x ) = y + y" = y + . 

Sind die Werte y{a) und y'(a) für die gesuchte IKurve gegeben, so kann 
man den Punkt P^ zeichnen; aus den Gien (6) und (8) findet man q(a) 

E. Meissner, Schweizerische Bauzeitung 98 (1931) 287—290, 333—336; 
99 (1932) 27-80, 41-44, 67-69. Vgl. auch H. Ziegler, Ingenieur- Archiv 9 (1938) 
60— 76, 163— 178. Für die Anwendung auf die DGlen yy"-f y* = ax-f6^ siehe 
J. J, Müller, Revue ]6leotrictt4 42 ( 1037 ) 380 — 406 , 410 - 434 . E. Vällm, Commen- 
tarn math. Helvetici 11 ( 1030 ) 362 — 368 (Verbesserung der Interpolation). 
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und damit den Punkt , also auch den Krümmungs- 
kreis von S im Punkt (Kg. 45 ). Auf diesem 
Krümmungskreis geht man ein hinreichend kleines 
Stück weiter bis zu einem Punkt , zeichnet den 
zugehörigen Punkt und hat damit y(Xi), 
Aus (6) und (8) erhält man Da der 

Krümmungsmittelpunkt P^^ auf P^ liegt, kann 
man den Krümmungskreis in P^^ zeichnen und 
schreitet nun auf diesem bis zu einem Punkt P^ 
fort; usw. Das Verfahren kann dadurch genauer 
gemacht werden, daß man für jeden Schritt einen mittleren Krümmungs- 
radius durch Einschalten von Halbschritten nach dem Muster von 30 4 
bestimmt. Hat man auf diese Weise g näherungsweise erhalten, so kann 
map aus $ die Funktion y{x) gewinnen. 

Für die Verwendung dieses Verfahrens bei DGlen erster Ordnung s. 0, Doetsch, 
Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 1 (1921) 464->466. 

81*7. Grammeis Qrthopolarenverfahren. (a) P. Orammd^) hat zu 
Meißners Linienverfahren ein Gregenstück entwickelt, das wegen seiner viel- 
fachen Anwendungen*) besondere Beachtung verdient. In dem betrachte- 
ten Intervall der Variabein x sei die gegebene Funktion f(x) zunächst 4= 0 
und stetig difPerenzierbar. Das Polarbild dieser Funktion ist die Kurve ÜT, 

deren Punkte P{x) die Polarkoordinaten haben^). Das Ortho- 

polarbild (Kg. 46 ) von K ist das um + ^ gedrehte Polarbild der Ablei- 


') Ingenieur- Archiv 10 (1939) 396—411. 

*) Orammd behandelt a. a. O. folgende Beispiele: Auswertung des uneigent- 

a 

liehen Integrals J dx; Lösung der DGl 2 y" = 1 -f- V 1 -f- y'* für die Hänge- 
0 

kurve eines Kabels bei gegebenen Anfangswerten; Lösung einer linearen DGl 
dritter Ordnung y'" 4- a(z) y" -f b{x) y' = c{x), die mit der Biegung rotierender 
Dampfturbinenscheiben zusammenbängt, unter zweiseitigen Randbedingungen; 
Lösung einer linearen DGl vierter Ordnung, die bei dem Problem der biege- 
steifen, rotationssymmetrischen und belasteten Schale auftritt; das System von 
zwei DGlen zweiter Ordnung 

*"(t) = - w (y, V) , y"{t) =-w{y, v) — y{y) 

V V 

(v* = «'* -h y'*) für die Bahn eines Femgeschosses bei beliebigem Widerstands- 
gesetz. 

•) Das Vorzeichen von /(«) wird wie in 31*6 berücksichtigt. I8t/s=0 an 
der Stelle « « so wird diesem Funktionswert der unendlich ferne Punkt des 
Strahls mit dem Richtungswinkel x« zugeordnet. 
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tung /'(«), d. h. die Kurve, deren Punkte die Polarkoordinaten x + -, 
1 2 
^ 7 ^ haben ^). Jedem Punkt P (x) des Polarbildes entspricht somit ein Punkt 

P*(x) der Orthopolaren*); die beiden 
Punkte haben die wichtige Eigenschaft, 
daß ihre Verbindungsgerade PP' das 
Polarbild imPunkt Pberührt(Fig.46)^). 

Ist das Polarbild P und das Orthopolar- 
bild P' von f(x) an einer Stelle Xq be- 
kannt, so erhält man daher die Tan- 
gente an das Polarbild im Punkt a;^, 
indem man die beiden Punkte mitein- 
ander * verbindet . 

(b) Ist eine DGl erster Ordnung 

y'=f{x, y) 

gegeben und soll eine Lösung mit dem Anfangswert y(x^ = konstruiert 
werden, so zeichnet man die Strahlen mit den Neigungswinkeln x^ und 

Xq + ^ und trägt auf diesen die reziproken Werte OPq und OPq von y^ und 



1) Siehe Fußnote 3 auf S. 172. 

•) Ist f{x) nicht stetig differen- 
zierbar, sondern weist das Polarbild 
Yon f{x) an der Stelle P(Xo) einen 
Knick auf (Fig. 47), so entsprechen 
dem Punkt P(x^) zwei Punkte 
P'(aro) und P'{x^). 

*) Beweis: Die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten von P{x) und P'{x) sind 
^ cos X y sin X 

f 



und 

sin x ^ _ cos X 
ihre Verbindungsgerade hat also die Steigung 


Y — Y ^ fcoax—f'Binx 
Z — Z /sin» -f /'cos a;* 


Andererseits ergibt sich durch IHfferentiation 

/'I /'I 

X'{x) = — ^cosäc — jsinx, Y'{x) = — ^sinx-hjcoex, 

und hieraus für die Steigung der Tangente des Polarbildes 

r(x) 7-T 
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y*{zQ) =/(a;Q, ab (Fig. 48). Die Gerade PJ ist dann Tangente an das 
Polarbild der gesuchten Lösung y (x). Dreht man die beiden Strahlen um einen 
hinreichend kleinen Winkel so liefert daher der Schnitt von Pq 

mit dem gedrehten Strahl 0 Pq einen 

Punkt Pj, für den ^ ist. Trägt 

C/J' I 

man OP[ = auf dem gedrehten 

> yi) 

Strahl OPß ab, so kann man dasselbe Ver- 
fahren auf Pi , PJ statt Pq , Pq anwenden 
und gelangt durch Fortsetzung dieses Ver- 
fahrens zu einem genäherten Polarbild der 
gesuchten Lösung^). 

— und daraufv beruht vor allem seine Be- 



Fig. 48. 


(e) Dieses Verfahren kann 
deutung — auch auf DGlen 

(9) = / (*. 

beliebig hoher Ordnung angewendet werden. Ist die Lösung mit den An- 
fangswerten 

y = «/o> y' = yi. • • •. = yo"~^’ für x = xq 

gesucht, so zeichnet man n -f 1 Strahlen mit den Neigungswinkeln XQ-\-k~ 

(ifc = 0, 1, . . ., n) und trägt auf diesen die reziproken Werte von y^, yj, 
. . yj*) ab, wobei aus (g) 

ZU berechnen ist (Fig. 49; dort 
ist n = 4). Mit den erhaltenen 
Punkten Pq, . . ., P^q^ wird der 
Streckenzug P^ 


0 » 







bildet. Die Strahlen werden nun 
sämtlich um einen hinreichend 
kleinen Winkel x^ — Xq ge- 
dreht. Die Schnittpunkte der 
ersten n gedrehten Strahlen 
mit dem Streckenzug seien 
Pj, . . ., Die reziproken 

Werte ihrer Abstände von 0 
sind genähert gleich den Werten 
y(*i), • • •. der ge- 

suchten Lösung. Wird mit 

diesen Werten aus (9) der zugehörige Näherungswert berechnet und 

der reziproke Wert als OPf*^ auf dem gedrehten Strahl OP^q"^ abgetragen, 

Zur Erhöhimg der Genauigkeit dieses Verfahrens s. (e). 
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Fig. 50. 


so kann man nun das Verfahren von neuem auf die Punkte . . ., P^**^ 
statt Pq, . . ., P{J*^ anwenden und gelangt durch Fortsetzung des Ver- 
fahrens zu einem genäherten Polarbild der gesuchten Funktion^). 

(d) Einschaltung über die Auswertung bestimmter Integrale. Es sei 
f(z) die gegebene Funktion; gesucht ist die Funktion F(x) mit gegebenem 
Anfangswert F(Xq), für die F'=f ist. 

Man zeichnet F(Xq) als Polarbild Pq, 

F'(x) als Orthopolarbild (Fig. 50), teilt 
dieses in hinreichend kleine Stücke 
QoQii Q 1 Q 2 * • • •» löarkiert deren Mittel* 
punkte qo,qiy • • • und dreht die Strahlen 

OQqj O Qii . . . um den Winkel — Die 

den Stücken Ooöi» • • • entspre- 

chenden Kurven müssen zwischen diesen gedrehten Strahlen liegen. Die 
(Jerade Pq ^q liefert eine mittlere Richtung der zu Qq gehörigen IKurve, 
das zwischen den gedrehten Strahlen OQq und OQi liegende Stück PqPi 
dieser Geraden ist also näherungsweise eine Sehne des IKurvenstücks. Um 

den ganzen Sehnenzug der 
IKurve zu erhalten, hat man 
weiter nur P^ mit q^ bis zum 
Schnitt Pj mit dem gedreh- 
ten Strahl OO 2 zu verbinden, 
Pg mit qg bis zum Schnitt P 3 
mit dem gedrehten Strahl 
0 Ö 3 ,usw. Dann ist PqPiP 2 . . . 
angenahert ein der gesuch- 
ten IKurve einbeschriebener 
Sehnenzug. Die Geraden 
^oQo< Aöi. • • • geben die 
Tangenten in den Punkten 
Pq, Pi, ... der gesuchten 
IKurve. 

(e) Die Genaui^eit des 
Ver&hrens (c) wird beträcht- 
pig lieh erhöht, wenn man (d) 

heranzieht und nötigenfalls 
ein oder mehrere Iterationsschritte hinziiiiigt. Die Fig. 48 ändert sich 
dann folgendermaßen. Man konstruiert zunächst mit den Punkte 



Siehe Fußnote 1 auf S. 174. 
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Po> P'o’ ■'> tlie Punkte P^, P {, . . die jetzt mit öj, Q{, . . 

bezeichnet werden (Rg. 51). Die durch P^Qi, P'oQ'i, • • ; 
gegebenen Funktionen werden nun nach (d) integriert, indem man die 



Mitten dieser Strecken mit Pg, . . Pg*“®) verbindet; 

die Schnittpunkte mit dem um gedrehten Strahlenkreuz seien 

Pi, . . „Um auch zu finden, berechnet man die Lage des 

Punktes Pf'^ in erster Näherung aus Pj, PJ Pj'"*> und (statt 
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und verbindet die Mitte von mit Dies liefert 

p(«-i) in erster Näherung. Nun bereohilet man in zweiter Näherung 
aus Pj, . . und der gefundenen ersten Näherung von und 

wiederholt, wenn nötig, mit dem verbesserten Punkt Pf*> die Konstruk- 
tion bis zu einer zweiten Näherung von usw.“ Die Geraden 

^ 2 -^ 2 » • • • ll®f®rn wieder die Tangenten in den Punkten 
Po,Pi,P2,...l). 

(I) Beispiel. Es sei die DGl 

2y" = i + Vi + !^ 

mit den Anfangsbedingungen y (0) = 1, y'(0) == 0 zu lösen. Man kann den 
durch den Anfangswert y'(O) = 0 hineinkommenden imendlich fernen 
Punkt vermeiden *), indem man u{x) = y(x) x setzt. Dann lautet die DGl 

2u" = 1 4- Vi + (m' — 1)*, M(0) = 1, it'(0) = l. 

Die Lösung (Fig. 52) ist nach dem Verfahren (e) konstruiert. Eine zweite 
Näherungsrechnung für die P^^ ist kaum nötig. Die Punkte Q' liegen für 
r > 3 so nahe an den P^ , daß sie nicht mehr eingezeichnet sind. Nach 

C 6*6l erhält man y = 2,41 ; die Konstruktion, deren Original in 

doppelter Größe ausgeführt war, ergab den Wert 2,43, wies also einen 
Fehler von weniger als 1% auf. 

81*8. Ontphisdie Verwendiing der Taylozschen EntwicUimg. Es sei 

die DGl 

(6) y"=f{x,y,y') 

mit den Anfangsbedingungen y(a) = a, y'(o) — ß gegeben. Ist / beliebig 
oft stetig differensderbar, so kann man mit Hilfe der DGl auch die Werte 
y"(a), der höheren Ableitungen berechnen und die Taylorsche Reihe 

y(a + Ä) = 2?'^ 

r-0 * 

ansetzen. Wenn diese Reihe für ein geeignet gewähltes, festes Ä >► 0 
konvergiert, erhält man aus ihr Näherungswerte für y (a + ä), indem 
man nur die ersten Glieder berücksichtigt. Um nicht nur den Punkt 
a -f A, y (a + A), sondern auch die Tangente der Näherungskurve in diesem 
Punkt zu erhalten, kann man so Vorgehen®); Man zeichnet (s. Fig. 53) 

^) Für Varianten dieses Verfahrens und sonstige nützliche Winke sei auf die 
Arbeit von Qtammd verwiesen. 

*) Bei Qrammü ist die Konstruktion für y(ar), also mit Benutzung des unendlich 
fernen Punktes ausgeführt. 

• ») F. Bfaew, Zeitschrift f. techn. Phys. 9 (1928) 7~11. Vgl. auch B. Zur- 

Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 20 (1940) 104ff. 
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Fig. 53. 


die Punkte P^{a^y(o)) und -4o(a + »,»(a)) 
and trfigt über a; = a + A die Ordinaten* 
stücke 

^.-1^. = ^ */'>(«) (v^l) 

auf Weiter wird mit Äy verbunden, der 
Mittelpunkt By dieser Strecke mit der 
Endpunkt des ersten I>rittel8 von ByA^ mit A^y der Endpunkt B^ 
des ersten Viertels von B^ A^ mit A^y usw. Die Strecken B^^y A geben 
dann immer genauer die Tangentenrichtung im Punkt a + hy y (a + *) 
an. Hat man diesen Punkt und seine Tan- 
gentenriohtung mit hinreiohender Genauig- 
keit gefunden, so wiederholt man das Ver- 
fahren mit diesem Punkt als Ausgangs- 
punkt; usw. 

Auch der Erümmungskreis im Punkt P^ 
kann leicht gezeichnet werden^). Man 
braucht hierfür nur die Punkte Ayy A^, 

Durch A^ (Fig. 54) wird die Parallele und 
durch Ay das Lot zu Po^i go^^ichnet, der 
Schnittpunkt sei C. Dann wird durch P^ das Lot zu P^Ay und durch Ay 
das Lot ixi ByC gezeichnet. Der Schnittpunkt M ist der Mittelpunkt 
des Ejürnmungskreises für den Punkt Pq. 

Für die Anwendung des Verfahrens bei Systemen von zwei DGlen s. Blaess*). 

81*9. Das Veilalizeil von E. Braun Die unabhängige Veränderliche 
sei jetzt mit t bezeichnet, und es sei 

X') 

die gegebene DGL Wird x als unabhängige Veränderliche eingeführt und ^'{t) - y{x) 
gesetzt, so nimmt die DGl die Gestalt 

f(ty x^ ^ u 

y 



(lO) 




an, und für die Bogenlänge s{t) der Kurve 

(II) » = «(<), y = y(»(<)) 


^) W. Meyer zur Capeüen, Zeitschrift f. techn. Phys. 11 (1930) 259f. 

*) Siehe Fußnote 3 auf S. 177. 

•) Ingenieur-Archiv 8(1937) 198— 202. Das Verfahren ist für DGlen der Gestalt 
x"{i) + D[x')^R{x)^F{t) 

und insbesondere für das Wasserschloßproblem entwickelt, ist aber auch auf den 
obiuen idlgemeineren Fall anwendbar. Zu dem Verfahren vgl. 31 * 5 . 


32. Apparate zm- Ldeung ron DifferenüalgleichiiBgeii. 
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ergibt sich 

(12) t’(t) = y». 

Sind für eine IKtirve die Anfangswerte ss^ = x(t^), = y(zg) gegeben, 

so ist (vgl. Fig. 66) Uo «o» !/o) die Subnormale Q^J^o des Punktes Po («b* V«) 

der gesuchten Kurve (ii), und nach (12) ist 

(13) «'(« = Po^o. 




Da t<o bekannt ist, wenn x(tf^) und gegeben sind, kann die Normale gezeichnet 
werden, und nach (13) ist für einen hinreichend kleinen Kurvenbogen 

Js 




At . 


Man nimmt nun auf Po versuchsweise einen Krümmungsmittelpunkt Kq an 
(Fig. 66) und zeichnet einen Kreisbogen Po P^ . Diese Näherung wird geprüft und 
verbessert, indem man den Mittelpunkt M von Pq P^ aufsucht und für diesen Punkt 

mit t* = \ At die Normalenkonstruktion von neuem durchführt; die neue 


Normale schneide Po in K\ Man führt nun die Konstruktion mit K* statt 
durch. Ergibt sich für den verbesserten Punkt P\ eine zu große Abweichung von 
P^, so war Ko zu falsch gewählt, und man fängt das Verfahren mit einem neuen K 
nochmals an. Ist die Abweichung der Bogen Po Pi und Po Pi gering, so setzt man 
das Verfahren fort, indem man es auf Pi statt Po anwendet. 

Hat die DGl speziell die in Fußnote 3 auf S. 178 angegebene Gestalt, so kann u 
leicht aus den Kurvenbildem der Funktionen F (t), Ji(x), D(z') entnommen werden. 
Für den Fall einer periodischen Funktion F(t) und für die graphische Unter- 
suchung des Schwingungsvorganges mit Hilfe dieses Verfahrens s. Braun, a. a. 0. 


32. Apporate zur Lösung von Differentialgleichungen. 

Zur mechanischen Lösung von DGlen ist eine Reihe von Konstruk- 
tionen angegeben worden, aber nur wenige sind anscheinend wirklich aus- 
gefährt worden und haben sich als brauchbar erwiesen. Dazu kommt 
ein hoher Preis, wenn die Geräte einigermaßen leistungsfähig sein sollen. 

Für die Lösung der DGl 

y"(«) ^/(y') + + A(«) 
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hat Knorr^) einen Apparat angegeben; dabei müssen /(^)> g(y)i A(^) 
als Kurven gezeichnet vorliegen; an diesen entlang werden Fahrstifte 
geführt. Es lassen sich dann IKurven zeichnen, die gegebene Anfangs- 
bedingungen erfüllen. Als Hersteller wird angegeben Gebr. Starzei, Fabrik 
für Feinmechanik, München 15, Kapuziner Str. 18. 

Am leistungsfähigsten scheint ein Apparat von Buah^) zu sein, der sich 
im Massachusetts Institute of Technology befindet. Durch dieses Gerät 
läßt sich ein System 

=2+/i. 2'(a:) =/i+/,{/8 + /4) — ^/i 

und die entsprechende DGl zweiter Ordnung integrieren, dabei sind die 
willkürlich gegebene Funktionen von je einer der Variabein x, y, z. Liegen 
diese Kurven gezeichnet vor, so werden, durch den Apparat die Kurven 
y{x), z{x) gezeichnet. Ein zweites Gerät löst DGlen sechster Ordnung 
oder Systeme von zwei DGlen dritter Ordnung. Ein ähnliches Gerät war 
1939 in Oslo im Bau imd scheint jetzt benutzbar zu sein*). Etwas ein- 
fachere, aber auch recht leistungsfähige Geräte sind in Manchester und 
Cambridge hergestellt worden^). 

Ein Gerät, das auf elektromagnetischen Gesetzen beruht und zur 
Lösung von linearen und nichtlinearen DGlen zweiter Ordnung dienen soll, 
ist von N. Minorahy^) beschrieben. Eine Vorrichtung dieser Art war 1936 
im Massachusetts Institute of Technology im Bau. 

Die von der modernen Nachrichtentechnik entwickelten elektrischen 
Hilfsmittel scheinen bisher bei dem Bau von Apparaten zur Lösung von 
DGlen noch nicht ausgenutzt zu sein*). 

1) Organ d. Eisenbahnwesens 79 (1924) 363—368. DRP. 286619, 840239. 

*) F. Bush, The Differential Analyzer, Journal Franklin Institute 212 (1931) 
447—488. P. FourmaHer, Bulletin de la Soci4t6 Fran^aise des filectriciens (6) 2 
(1932) 13 — 43. W. Meyer zur Capellen, Mathematische Instrumente, Leipzig 1941, 
8. 206 ff. P. Sauer — H. Posch, Zeitschrift VDI 87 (1943) 221—224. Für die 
Benutzung des Geräts zur Herstellung des Geschwindigkeitsdiagramms eines 
fahrenden Eisenbahnzuges s. D. E. Hartree — J. Ingham, Memoirs Manchestei 
83 (1939) 1—16. 

*) Vgl. hierzu 8. Rosseland, Naturwissenschaften 27 (1939) 729—735. 

*) Beschreibung und Abbildung bei J. E. Lennard- Jones — M. V. Wilkes — 
J. B. Bratt, Proceedings Cambridge 35 (1939) 485—493. 

») C. R. Paris 202 (1936) 293-296. Revue filectricit4 39 (1936) 787-794; 
Referat hierüber im Jahrbuch FdM 62 (1936) 1393f. 

*) Jedoch ist folgendes gemacht worden: Bei den Integrationsapparaten 
werden die in der DGl als Koeffizienten auftretenden Funktionen dadurch in 
den Mechanismus eingeführt, daß ein Stift mit der Hand längs einer Kurve ge- 
führt wird. Unter Verwendung einer photoelektrischen Zelle sind Geräte kon- 
struiert worden, welche die Führung automatisch machen. P. M, 8. Blackeit — 
P. C. Williams, Proceedings Cambridge 35 (1939) 494-505. P. C. Williams, 
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Für Geräte zur Lösung von DGIen der Ballistik s. L. Jacob, Le Calcul möca- 
niquc, Paris 1911, S. 383 — 39*2 [Encyclopedie scientifique, publiee sous la direction 
du Dr. Toulouse]. Ferner P. Füsgen, Flugbahn- Rechengerät, Dies. Aachen 1937. 

Eine Anzahl einfacherer Geräte ist wenigstens modellmäßig ausgeführt. Vgl. 
hierzu 

A. Galle, Mathematische Instrumente, Leipzig-Berlin 1912. 

A. Galle, Neuere Integra phen, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 2 (1922) 
458-466. 

L. Jacob, a. a. O. 

E. Pascal, I mici Integrafi per equazioni differenziali, Napoli 1914. Ins Deutsche 
übersetzt von A. Galle, Zeitschrift f. Instrumentenkunde 42 (1922) 232—243, 
253- 277, 300-311, 326-337. 

Fr. A. WiÜers, Mathematische Instrumente, Berlin-Leipzig 1926, S. 116— 125. 
Willers, Prakt. Analysis, S. 334—339. 

Diese Konstruktionen können in erster Linie zur Lösung der Riccatischen DGl 
y' =fix) / + 9 {x) y + h{x) 

und der Abelschen DGl 

y' =/(aj) y^ + g{^) y* h(x)y k{x) 

dienen. 

Weitere Konstruktionen, über deren Bewährung jedoch nichts veröffentlicht 
ist, sind angegeben von 

W. Thomson, Proceedings Soc. London 24 (1876) 269 — 275. Die DGl 
[/(a?) y']' = y wird durch das Iterationsverfahren gelöst; bei der Ausführung der 
Quadraturen soll ein von J. Thomson erdachtes Gerät benutzt werden. 

M. Petrovitch, Americ. Journal Math. 20 (1898) 293-300; 23 (1901) 1 -12. 
Es soll f{y)y' = g{x -~y) gelöst werden; das Gerät erfordert im Einzelfall zuviel 
Vorbereitungen, und das Ergebnis wird zu ungenau sein. 

E. C. Buüaid — P. B. Moon, Proceedings Cambridge 27 (1931) 546—552. Zur 
Lösung von y" = f{x) y soll ein magnetisches System benutzt werden. 

T. Fuchida hat für die Lösung der DGl 

y"-f ay'-f öy=/(®) 

die optisch aufgezeichnete Galvanometerbewegung benutzt ; Bulletin of the Earth- 
quake Research Institute, Tokyo Imperial University 14 (1936) 415—419 [nach 
Referat im Jahrbuch FdM 62n (1939) 1394]. 

P. Suprunenko, Acad. Ukraine 7 (1927—1928) 307—455 (ukrainisch mit deut- 
schen Auszügen), hat Geräte für die Lösung der DGIen beschrieben, die bei der 
Untersuchung der Bewegung eines Eisenbahnzuges auftreten. Die Arbeit enthält 
auch graphische Lösungsmethoden. 


ebenda 506 — 611. — Vgl. jedoch auch H. KleintDächter, Anwendungen der Braun- 
sehen. Röhre für die Auflösung von Differentialgleichungen auf elektrischem Wege, 
Archiv Elektrotechn. 33 (1939) 118 — 120. 



B. Rand- und Eigenwertoufgaben. 


§ 1. Rand- und Eigenwertoufgaben bei einer linearen 
DifFerentialgleichung n-ter Ordnung. 

Lit.; Encyklopädie IIj, S. 437—463; II 3 , S. 1244—1266. M, Böcher, M^thodes 
de Sturm. Courant- Hilbert, Methoden math. Physik* I. Ince, Diff. Equations, 
S. 204-278. W, T. Reid, Bulletin Americ. Math. Soc. 43 (1937) 633-666 (ein 
Bericht). L, CcUatz, Eigenwertprobleme und ihre numerische Behandlung, Leip- 
zig 1944. 

Für Rand- und Eigenwertaufgaben niedrigerer Ordnung, vor allem für solche 
zweiter Ordnung, ist weit mehr an Einzelheiten bekannt, als die folgenden all- 
gemeinen Entwicklungen ergeben. Aus den reichhaltigeren Tatsachen für diese 
spezielleren Aufgaben kann man daher Anregungen auch für die Behandlung all- 
gemeinerer Aufgaben erhalten. Diese spezielleren Aufgaben sowie als besonders 
einfaches Beispiel y" + A y = 0 mit irgendwelchen Randbedingungen möge man 
auch zur Illustration der allgemeinen Theorie heranziehen. Die bei technischen 
und physikalischen Problemen bisher aufgetretenen Rand- und Eigenwertaufgaben 
sind meistens selbstadjungiert und von der zweiten oder vierten Ordnung; ins- 
besondere führen Aufgaben über Longitudinal- und Torsionsschwingungen elasti- 
scher Stäbe auf DGlen zweiter Ordnung und Aufgaben über Transversalschwin- 
gungen elastischer Stäbe auf DGlen vierter Ordnung. 

1. Allgemeines über Randwertaufgaben. 

11. Bezeichnimgen und aUgemeine Vorbemerkungen^), ln dem Inter- 
vall a^x^b seien die Funktionen f(x) und f^(x) stetig, ferner /„(a;) =# 0. 
Mit diesen Funktionen wird der lineare homogene DAusdruck 

(1) ^(») = y'”’ 

»-0 

und mit diesem die lineare DGl 

( 2 ) L{y)=f{x) 

^) Die grundlegenden Originalarbeiten zu i sind: O. D. Birkhoff, Transact ions 
Americ. Math. Soc. 9 (1908) 373ff. E. Bounitzky, Journal de Math. ( 6 ) 5 (1909) 
65—125. M. Böcher, Annals of Math. (2) 13(1911 — 1912) 71—88 und Transactions 
Americ. Math. Soc. 14 (1913) 403 — 420. Zu i*i s. auch Böcher, Möthodes de Sturm, 
S. 17ff.; Ince, Diff. Equations, S. 205ff. 
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gebildet; die zugehörige homogene DGl ist 
(3) L(y) = 0. 

Mit gegebenen Konstanten aj,*’, für welche die Matrix 


.(0) 

-1 » • 

(n-1) 



r(0) 

-m > • ' 

•» “m 


• -.Vr’ 


den Rang m haben soll, werde für eine in <o, 6> (n — l)-mal stetig differen- 
zierbare Funktion y(x) 

(5) (y) = jj'tajr’ y** (a) -f ^;> yW (6)] (^ = 1. . . m) 

gesetzt. Wegen der Voraussetzung über den Rang von (4) sind diese Aus- 
drücke in den y^*'\b) voneinander linear unabhängig. Mit den 

Ausdrücken und gegebenen Zahlen lassen sich für eine Lösung 
y = (p(x) der DGl (2) die Randbedingungen (boundary conditions, 
conditions aux limites) 

(6) U^((p) =y^ (^ = 1, . . m) 

bilden. Diese Ra^ndbedingungen heißen homogen, wenn alle y = 0 sind. 
Die DGl und die Randbedingungen zusammen bilden die Randwert- 
aufgabe (boundary problem; problema di valori ai limiti, problema al 
contomo). Die Randwertaw/gfobe heißt homogen, wenn die DGl und 
die Randbedingungen homogen sind; in jedem andern Falle unhomogen; 
gelegentlich halbhomogen (semihomogen), wenn die = 0 sind, aber 
fix) ^ 0 ist. 

Bei dieser allgemeinen Formulierung ist in der Randwertaufgabe 
auch die übliche Anfangswertaufgabe (gegeben sind die Werte der Funktion 
und ihrer n — 1 ersten Ableitungen an der Stelle a) enthalten. 

Da (p(x) = 0 Lösung jeder homogenen Randwertaufgabe ist, wird 
diese Funktion als triviale oder uneigentliche Lösung bezeichnet. Eigent- 
liche oder nicht-triviale Lösungen der homogenen Randwertaufgaben 
sind nur solche Funktionen, die ^ 0 sind. 

Sind . . ., (pj^ Lösungen einer homogenen Randwertaufgabe, so ist 
auch jede lineare Komposition + • • • + mit beliebigen Zahlen 
G, eine Lösung derselben Randwertaufgabe. 

Da die homogene DGl (3) ein System von n linear unabhängigen Lö- 
sungen besitzt, aus denen jede Lösung durch lineare Komposition erhalten 
werden kann, gibt es zu jeder homogenen Randwertaufgabe, falls sie 
überhaupt eine eigentliche Lösung besitzt ein System von k linear un- 
abhängigen Lösungen so daß jede Lösung der Randwertaufgabe 
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aus (pii • • lineare Komposition erhalten werden kann; die 

homogene Bandwertau^abe heißt dann ib-fach lösbar; h heißt die Viel- 
fachheit der Lösbar*keit oder der Index der Randwertaufgabe. 
Z. B. hat die Aufgabe 

y" = 0, + 

den Index 2 , da 1 und x Lösungen sind. Hat die Aufgabe keine eigentliche 
Lösung, so wird 4=0 gesetzt. 

Sind ^2 verschiedene Lösungen einer (unhomogenen) Rand- 
wertaufgabe, so ist offenbar q> — q>i — eine eigentliche Lösung der 
zugehörigen homogenen Randwertaiifgabe. 

Ist eine Lösung einer unhomogenen Randwertaufgabe, so liefert 
y == ^ alle Lösungen dieser Randwe^ufgabe, wenn q> alle Lösungen 

der zugehörigen homogenen Randwertaufgabe durchläuft. 


1*2. Bedingungen tür die Lösbarkeit der Bandwertautgabe^). Eine 
gegebene Randwertaufgabe braucht keine Lösung zu haben®). Ist für (2) 
eine Lösung und für (3) ein Hauptsystem von Lösungen 
bekannt, so hat die Randwertaufgabe (2), (6) genau dann eine Lösung, 
und zwar ist diese 


fl" = n + 61 y*! H 1- c, 

wenn sich die c, so bestimmen lassen, daß q die Randbedingungen (6) 
erfüllt. Auf diesem Wege ergibt sich : Notwendig und zugleich hinreichend 
für die Lösbarkeit der Randwertaufgabe ist, daß die Matrix 

J7i {<Pi), (9jJ, Ul (9>„) — yi 

• • •. ^miv) — Ym 

denselben Rang wie die Matrix 

UM UM)\ 

U„(9lh ■ ■ ; U„{<Pn)j 
hat. IMe homogene Randwertaufgabe ist genau (n — r)-fach lösbar, wenn 
(7) den Rang r hat; sie ist also stets eigentlich lösbar für m < n, und^für 
m genau dann, wenn die Determinante 



ist. 


üi(9i) UM) 


= 0 


UniVl) UM) 


') Vgl. Bieher, a. a. O., S. 19—21. Inee, a. a. 0., S. 207 f. 
*) Beüpiel: y" = 0, y{a) - y(b) = 1. y'(a) + y’{h) - 0. 
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Für m^n folgt hieraus die wichtige Tatsache (sog. Alternative): 
Entweder hat eine gegebene unhoxnogene Randwertaufgabe genau eine 
Lösung, oder die zugehörige homogene Randwertaufgabe hat mindestens 
eine eigentliche Lösung. 

1*8. Die adjnngierte Bandwertanfeabe^). Es sei jetzt f^(x) für 
= 1 , . . ., w sogar v-mal stetig differenzierbar 2 ), so daß zu L der adjun- 
gierte BAusdruck 


( 8 ) 




iW 


»-0 


gebildet werden kann. Für n-mal stetig differenzierbare Funktionen 
u(x)yV(x) besteht dann die Lagrangesche Identität (s. A 17*6) 

(9) vL(u) — uL{v) = -^L*(u,v) 
mit 

(10) Ir* (U, v) = ^ Ui— 1)** (fr.l »)*'”• 

f-0 p+tf-r 

Hieraus folgt die Greensche Formel 

b _ b 

(11) f [v L(u) — uL(v)\ dx = [L* (Uy v)] , 

a a 

und hierin ist die rechte Seite eine Bilinearfonn in 

iu{a), u'{a), . . u{b), u'{b) 

\»(a), v'(o), .... v‘"~*>(o), v(b), v'(b) (6), 

und die Determinante dieser Bilinearform ist 4= 0 . 

Es sei nun die Randwertaufgabe 
(13) L(u) =f(x); ü^(u) = 7^ (/i = 1, . . ., m) 


Vgl. Böcher, a. a, 0., S. 22—36. Jnce, a. a. 0., S. 210—214. 

*) Diese Voraussetzung kann gemildert werden, wenn L sich in der Gestalt 

(*) L(y) = ^[/,(a:)y(%)](«r) 

t'-O 

mit fy+i + r ^ -f = n schreiben läßt. Dann braucht nämlich /, 

nur stetige Ableitungen bis zur Ordnung Max (r^, «,) zu haben, also, wenn speziell 

L(y)^ {n^2h) 

r-O 

ist, nur stetige Ableitungen bis zur Ordnung v, während nach dem obigen Texte 
sogar Ableitungen 2 v-ter Ordnung zu verlangen wären. Die Formeln (9) bis (ii) 
und ebenso die weiteren Ausführungen von 1*3 und 1*4 gelten unverändert für 
. die DAusdrücke (*) mit den adjungierten und bilinearen DAusdrücken X, L*, die 
in Ai 7*5 und 17*6 angegeben sind. 
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gegeben. Da die Matrix (4) den Bang m hat, kann sie durch Hinzufügen 
von 2 n—m Zeilen zu einer quadratischen Matrix vervollständigt werden, 
deren Determinante =}= 0 ist. Das mit dieser Matrix gebildete GlsSystem 

= X'K"’ (*)] 1 2 n) • 

K—0 

kann daher nach den aufgelöst werden. Trägt man das 

Ergebnis in die rechte Seite von (ii) ein, so entsteht eine Gl von der Gestalt 

/ [vL(u) — u Z(r)] dx = Ul Fj, + Fi„_i H H 

a 

wobei die Linearformen der in der zweiten Zeile von (12) stehenden 
Größen sind. Die Randwertaufgabe 
(£3) I(v) = 0, F^(t?) = 0 (// = 1, . . ., 2» — m) 

heißt die zu (13) adjungierte Randwertaufgabe. Es läßt sich beweisen, 
daß die adjungierte Randwertaufgabe, die scheinbar noch von der Art 
und Weise abhängt, wie die Matrix (4) zu einer quadratischen Matrix er- 
gänzt ist, in Wirklichkeit hiervon nicht abhängt. 

Beispiel: Es sei die Randwertaufgabe 

tt" 4- g(x) w = 0, u(a) 4- 2 u(h) = 0, 2 u'(a) 4* = 0 

gegeben. Hier ist 

L(u) = Z(u) = u" g Uf L* (u, v) = u' v — u v\ 

XJy^ — u{a) -|- 2 u{b)f U, = 2 u'{a) -i- , 

und man kann z. B. 

(7j = m(6), = u'{a) 

setzen. Dann wird 
b 

[L* {u, v)] = u'(b) v{b) — u{b) v'{b) — u'(a) v(a) u{a) v'(a) 

= v'(a) Ul 4* v{b) üt — [2 v'(a) -f v'(6)] 17, — [v(a) 4- 2 r(6)] , 

also 

Fj = — v{a) — 2 v(b), F, = — 2 v'{a) - v'(b), F, = v(6), F, = v'(a). 

Die adjungierten Randbedingungen sind somit 

v(a) 4* 2 v{b) = 0, 2 r'(o) + v'(b) = 0 

und stimmen mit den ursprünglichen überein. 

Sind die Randbedingungen der ursprünglichen Aufgabe (13) homogen, 
so haben demnach die adjungierten Randbedingungen die Eigenschaft, 
daß für jedes Zahlensystem (12), welches die Randbedingungen von (13) 
(13) erfüllt, der bilineare Ausdruck L* den Wert Null hat und daß 
daher für je zwei Punktionen u{z), v(x)y welche die ursprünglichen bzw. 
die adjungierten Randbedingungen erfüllen 

b 

J [v L(u) — u Z{v)] dx ^ 0 
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ist. IMese wichtige Eigenschaft ist charakteristisch für die adjungierten 
Randbedingungen. 

Die Randwertaufgabe (13) ist genau dann lösbar^), wenn für jede 
Lösung rp{x) von (13) die Gl 

b 

(14) Jy>{x)f(x) dx = ViJy,) 4 h 

a 

besteht. Ist k die Vielfachheit der Lösbarkeit für die homogene Rand- 
wertaufgabe 

(i3o) ^(«) = 0: = 0 (jM = 1, . . 

und k die entsprechende Zahl für (13), so ist 

k = k-^ m — n; 

im Falle m = n ist also die eine der Aufgaben (13^) und (13) genau dann 
lösbar, wenn die andere lösbar ist, und beide Aufgaben haben dieselbe 
Vielfachheit von Lösungen. 

Weiterhin wird stets m — n sein. 

1-4. Selbstadjungierte Bandwertaulgaben. Die homogene Randwert- 
aufgabe 

(14) L(u) = 0; U^{u) = 0 = 1 , . . ., n) 

heißt selbstadjungiert, wenn sie mit der zu ihr adjungierten Aufgabe 

{14) L(u)=^0; = 0 (/i = 1, . . 

in der jetzt u statt v geschrieben ist, in dem Sinne übereinstimmt, daß 
erstens L{ul — X(u)y d. h. L(u) ein selbstadjungierter DAusdruck 
(s. A 17*5) ist, und daß zweitens die Randbedingungen von (14) und (14) 
dasselbe besagen, d. h. wenn für jedes Zahlensystem 

(15) u{a), u'{a)y u{b), u'(h), . . ., 

welches die Randbedingungen von (14) erfüllt, auch die Randbedingungen 
von (14) erfüllt sind, und umgekehrt. 

Für die Feststellung, ob eine gegebene Randwertaufgabe selbstadjun- 
giert ist, bedient man sich meistens des folgenden Kriteriums: Die Rand- 
wertaufgabe (14) ist genau dann selbstadjungiert, wenn L{u) = Z(tt) 
und wenn außerdem der in der Greenschen Formel (ii) aufbretende bi- 
lineare DAusdruck 

[L* («, v)l = 0 


Bei diesem Satz gilt auch y = 0 als Lösung der homogenen Randwertau^be. 
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ist für je zwei Zahlensysteme (15) und 

(15a) v(o), »'{«) v(b), v'(6) 

welche beide die Randbedingungen von (14) erfüllen^). 

Ben selbstadjungierten Randwertaufgal^en kommt deswegen eine be- 
sondere Wichtigkeit zu, weil die in den Anwendungen auftretenden Rand- 
wertaufgaben meistens selbstadjungiert sind. Bei den Randwertaufgaben 
zweiter Ordnung kann man die selbstadjungierten leicht explizite an- 
geben (s. 91), ebenso bei den Randwertaufgaben vierter Ordnung, soweit 
in dem letzten Fall die Randbedingungen von Sturmscher Art sind (s. ii-2). 

Hat L(u) konstante Koeffizienten, so sind, wenn L(u) = L(u) ist, die 
Randbedingungen der Periodizität 

(v 1, . . ., n) 

selbstadjungiert. Dagegen sind die Anfangsbedingungen 
u{a) = 0, u'(a) — 0, . . ., 
keine selbstadjungierten Randbedingungen. 

Als wichtige Folgerung aus dem letzten Teil von 1*3 sei noch notiert: 
Die halbhomogene Randwertaufgabe 

L(u) =/(a:); U^{u) = 0 (/.« 1, . . ., n) 

ist, wenn die zugehörige homogene Randwertaufgabe selbstadjungiert ist, 
genau dann lösbar, wenn für jede Lösung y}(x) von (13) 

b 

f dz = 0 

a 

ist. 

1*5. Die Greensche Funktion^). Es sei die homogene Randwert- 
aufgabe 

(16) Hy) = 0 , U^iy) = 0 (/i = 1,.. .,n) 

gegeben, wobei die jetzt wieder nur stetig zu sein brauchen. Eine in 
dem Quadrat a^x, f < 6 definierte Funktion F (z, f) heißt eine Green- 
sche Funktion oder Einflußfunktion (induction function) dieser 
Aufgabe, wenn sie eine Grundlösung (s. Ai7*4) außer- 

dem für jedes feste a < f < 6 als Funktion von x die Randbedingungen 
von (16) erfüllt. 

*) Für eine andere Form der Bedingung der Selbstadjungiertheit s. D. Jackson. 
Transactions Americ. Math. Soc. 17 (1916) 418—424. F. V. Latshaw, Bulletin 
Americ. Math. Soc. 39 (1933) 909-978. 

*) Vgl. Böcher, Methodes de Sturm, S. 98—104. Inee, Diff. Equations, S. 265 
bis 259. Für eindimensionale Aufgaben tritt die Greensche Funktion zuerst auf bei 
Burkhardt, Bulletin Soc. math. France 22 (1894) 71 — 75. 
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Wenn die Randwertaufgabe (i6) nur die triviale Lösung y ^ 0 hat, 
gibt es zu der Aufgabe genau eine Greensche Funktion^). Man kann sie, 
wenn man ein Hauptsystem von Lösungen yx{x), , , der D 61 

i(y) = 0 kennt, in folgender Weise erhalten: Für jedes be- 

stimmt man die Lösung c»(f) des linearen GlsSystems 


^c, = 0 

v-l 


Sc, 




r-l 


/-(f) ’ 


(* = 0 n — 2) , 


sodann die Lösungen bi{$), . . <>*( 1 ) des GlsSystems 


S (y») = <2'') (A* = 1 ”) > 

V-l V-l 


wobei die auf a bzw. b bezüglichen Teile in 

U^iy) = + E/^,j(y) 

bedeuten. Schließlich wird = b^ — gesetzt. Dann ist 


r(x,s) = 


JJaAS) vAx) 

v-l 


für a ^ a; < f ^ 6 , 
für o < f ^ a: ^ 6 . 


Mit den Bezeichnungen von A 17*4 ist auch 


(17) 


r(x,f) = 


Z{x,^) 


wo 



9 (x,S) Piix) .. 


= 

UAg) Uiivi) . . 

• Urii,,) 


UA 9 ) (Vi) . , 

■UAyn) 


und A die Determinante 


A = Det. I (y^) | (p, g = 1 , . • n) 

ist. Für f = a und f = 6 gilt die Darstellung (17) im allgemeinen nicht 
mehr. Man hat dann jedoch 

jT (a:, a) = lim F (x, f ) und r(Xyb) = lim F (x, f ) . 

f-».a 

Für Beispiele s. C2-I, 2-6, 2-14, 4-1. 


Sie liefert für den Fall, daß die homogene Randwertaufgabe keine eigent- 
liehe Lösung hat, einen Ersatz für eine Lösung, der „nahezu“ eine Lösung der 
Aufgabe ist. 
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Hat die Bandwertau^abe (i6) nur die tririale Lösung ~ 0, so gilt 
dasselbe nach dem letzten Teil von i*3 auch für die adjungierte Rand- 
wertaufgabe. Diese hat daher auch eine Greensche Funktion P{Xf(), 
und zwar ist 

r{x.i)=r{ix). 

Ist (i6) selbstadjungiert, so ist daher F (x,S) = F {(, x), d. h. F(x,$) 
eine symmetrische Funktion. Ist die D61 anti-selbstadjungiert, so ist 

F(x,() = --F((, X). 

1*6. Lösung nnhomogener Bandwertantgaben mittels der Greenschen 
Funktion. Ist die halbhomogene Randwertaufgabe 

(18) L(y)^f{x); U^{y)^0 (/,^0; = 1, . . ., n) 

gegeben und ist für die zugehörige homogene Rahdwertau%abe die Green- 
sche Funktion F {x, () bekannt, so ist die Lösung von (i8) 

( 19 ) y = jr{x,i)mdi. 

a 

Man kann hiernach also für beliebige f(x) die Lösung der Randwertaufgabe 
sofort hinschreiben. 

Auch die Lösung der allgemeineren Randwertaufgabe 

(20) L(y) = fix ) ; ü^iy) = (/i = 1, . . ., n) 

kann man auf die Lösung gewisser Elementar-Aufgaben zurückführen. 
Ist nämlich y)k{^) die Lösung der Randwertaufgabe 

(21) L(y)-0; ük(y)^l, U^iy) = 0 n) , 

so ist die Lösung Ton (20) 

y = Jr{x, f)/(f) (jf + ^Jty>i{x) .• 

Um schließlich die Aufgabe (21 ) zu lösen, hat man die Möglichkeit, ein 
Hauptsystem von Lösungen der DGl Hy) = 0 aufzustellen 

und die Konstanten c, so zu bestimmen, daß 

Vi(«) = Ci9^iH + <^nfn 

eine Lösung von (2l) ist. 

1*7. Verallgemeinerte Greensche Funktionen^). Die Greensche Funktion 
existiert nach i*5 nur, wenn die homogene Randwertaufgabe (i6) keine 

») Vgl. D. Hübert, IGlen, S. 42ff. W, D. Ä, Wegtfaü, Annals of Math. (2) 10 
(1908-1909) 177-180. W. W. BüioU, Americ. Journal Math. 60 (1928) 248- 268; 
61 (1929) 397—416. Für die physikalische Bedeutung dieser Funktionen s. C<mratU- 
Hüben, Methoden math, Physik I, S. 306ff. 
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cig o ii t liofac liösiiDg hftt. Hftt (i6) eine ei^ntliche Lösuxig, so l&Bt sidhi 
durch eine Ab&nderung der Definition der Qreensohen Funktion jedoch 
erreichen, daB man eine Lösung von (i8) ^wieder durch eine Formel Ton der 
Gestalt (19) erh&lt. 

Ist nämlich die Aufgabe (16) k-fskoh lösbar, so gibt es eine y er all ge • 
meinerte Greensche Funktion r*(z,(), welche für a<(<b die 
Randbedingungen von (16) erfüllt und außerdem wieder die Eigenschaften 
(a)> (y)» (^) Grundlösung (s. Ai7-4) hat, wahrend statt (ß) gefordert 
wird, daß 

(/?*) r* (x,i) bei festem f in jedem der Bereiche und 

f ® ^ ^ Lösung der DGl 

(16’) L(y)=^-^<p,(x)v,(^) 

ist; dabei bedeutet ein linear unabhängiges Lösungs- 

system der zu (16) adjungierten Randwertaufgabe und 9^1 (x), . . 9*(x) 
ein beliebiges System stetiger Funktionen, für das die Beziehung der 
Biorthogomdität (s. hierzu 2*2) 

b 

f <Pr(x) »,(*) dx = Cp , (p, g = 1, . . fc) 

a 

gUt»). 

Es ist dann 

(19*) y{x) = j r*(x.^)f(^)di 

« 

eine Lösung von (18), wofern diese Randwertaufgabe überhaupt eine 
Lösung hat. 

Ist rj (x, f ) eine verallgemeinerte Greensche Funktion, so sind die 
sämtlichen verallgemeinerten Greenschen Funktionen 

■T* (ar, I) == /^ (ar, f ) 4- ^ tt, (*) V», {S\ , 

C-1 

wobei ttj , . . ein System linear unabhängiger Lösungen von (16) und 
beliebige stetige Funktionen sind. 

EüioU, a. a. 0., S. 262—265, Der dortige Beweis bedarf noch einer Er- 
gänzung, durch welche die Definition von O* auch auf f = a und { = 6 ausgedehnt 
und die Stetigkeit von 0* und den Ableitungen nach x in bezug auf i gesichert wird. 

Ist die Randwertaufgabe ( 16) selbstadjungiert, so gibt es k linear unabhängige 
Lösungen von (16), für die 

b 

f = *>.» 

« 

itt; ea kann dairn gew&hlt mirden. 
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Sind die und fest g^eben und ist 

b 

Det. J Uj,(x)y)^(x)dx +0 (p, j = 1, . . fc) , 

a 

80 gibt es genau eine verallgemeinerte Greensche Funktion F*, für die 
/ r* {x, f) v,(a:) da: = 0 (g = 1 k) 

a 

ist. Die verallgemeinerte Greensche Funktion der adjungierten Rand- 
Wertangabe ist dann P*(aj,f) = /^{f, x). 

Um eine verallgemeinerte Greensche Funktion zu erhalten, kann 
man ähnlich wie in i*5 vergehen. Man setzt 

J]a,(i)'u,(x) fürx^f, 

fär 

»-1 

WO 0 (Xf i) diejenige Lösung von (i6*) ist, die nebst ihren w — 1 ersten 
Ableitungen für x = a den Wert 0 hat, Ui, , , ,, linear unabhängige 
Lösungen von (i6) und Lösungen der DGl L(f/) = 0 sind, 

die zusammen mit ein Hauptsystem von Lösungen bilden. Die 

lassen sich dann wie in 1-5 bestimmen, wobei zu berücksichtigen 
ist, daß Uu , . schon die Randbedingungen erfüllen. Für Beispiele 
8. C2-I, 4-1. 

Für die bloße Berechnung einer Lösung von (i8) kann eine allgemeine te 
Greensche Funktion bequemer sein, d. i. eine Funktion r**(x,i), 
die für a < x, stetig und so beschaffen ist, daß 

y{x)==Jr**{x.S)mdS 

a 

eine Lösung der Randwertaufgabe (l8) ist, wofern diese Aufgabe überhaupt 
lösbar ist. Eine Funktion dieser Art kann sofort aufgeschrieben werden; 
nämlich, wenn (i6) ib-fach lösbar ist, für a < f < 6 



r**(x,s) 

Z**(x, f). 



g(x,^) 



z**{x,i)=^ 



■ («,) 


Unig) 

Uju,j . . , 

• UnK) 


J**=Det.l{7^(M,)| (fl,v = k+l n), 


dabei ist 
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g(Xy^) eine Grundlösung, die sind linear unabhängige Lö- 

sungen von L[y) = 0, die nicht zugleich die Randbedingungen von (i6) 
erfüllen, und die Randbedingungen sind so numeriert, daß id**=f=0 ist 
{EllioU, a. a. 0.). 

2. Rand- und Eigenwertaufgaben bei der Differentialgleidiung 
S (^) ^ (^) !^ = /{*) ; allgemeiner Teil. 

2*1. Eigenwerte und Eigenhmktionen; die charakteristuche Deter- 
minante Jß). L{y) und lJ^(y) haben die in i*i angegebene Bedeutung, 
g(x) ist in <a, 6) stetig und ^0. Mit einem Parameter X wird die all- 
gemeine Randwertaufgabe 

(1) L(y) + Xg(x)y=f(xy, (// = 1, . . ., n) 

und die homogene Aufgabe 

(2) L(y) + Agf(x)y = 0; C7^(y) = 0 (/^ = 1 n) 

gebildet. Bei der homogenen Aufgabe (2) handelt es sich häufig darum 
(Eigenwertaufgabe), Werte des Parameters X zu bestimmen, für welche 
die Aufgabe (2) eine eigentliche Lösung hat. Solche Parameterwerte 
heißen Eigenwerte (eigenvalue, characteristic value, eit; valeur singu- 
liere, caractöristique, critique; autovalore, valore eccesionale), ihre Ge- 
samtheit das Spektrum der Eigenwertaufgabe, die zugehörigen eigent- 
lichen Lösungen von (2) heißen Eigenfunktionen (eigenfunction, cha- 
racteristic function, eif; fonction caract^ristique ; autosoluzione). Einem 
Eigenwert wird die Vielfachheit k beigelegt, wenn für ihn die Aufgabe (2) 
l;-fach lösbar ist (s. I*l). 

Ist (pl(X,X)y,,.y(pJ,X,X) 

ein Hauptsystem von Lösungen für die DGl von (2), und zwar ein solches, 
daß 

<pf (a, A) = «p.j+i (p = 1, . . n; g = 0, . . n- 1) 
ist, so wird 

(3) ^(A) = I>et.|f7^(f,)| (/i,r= 1, ...,n) 

die charakteristische Determinante genannt. Aus i*2 folgt, daß 
die Eigenwerte gerade die Nullstellen von d (A) sind. Die Vielfachheit 
eines Eigenwertes Aq ist höchstens gleich der Vielfachheit, die X^ als Null- 
stelle von A (A) besitzt^). A (A) ist eine ganze (im allgemeinen transzendente) 

^) Für den Beweis s. /nee, Diff. Equations, S. 219. Beide Vielfachheiten 
brauchen nicht übereinzustimmen; z. B. ist A = 0 einfacher Eigenwert von 

y" = ly, y(0)-ya)+|»'(i) = 0- y'(0) = 0> 

aber doppelte Nullstelle von 

j(A) = 1 - (£of i + 1 i-Sin fc (t* =• • 
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Funktion von A. Es kann A{X )^0 sein, d. h. jedes A Eigenwert (s. C 2 9 (f)). 
Ist A (A) ^ 0, so gibt es höchstens abzahlbar viele Eigenwerte, da eine 
ganze Funktion ^ 0 höchstens abzahlbar viele Nullstellen hat. Zugleich 
ergibt sich, daß die Eigenwerte stetig von der DGl und den Randbedin- 
gungen abhängen in dem Sinne, in dem dieses immer beim Auftreten von 
evtl, mehrfachen Nullstellen zu verstehen ist. 

Beispiel: Für die Eigenwertaufgabe 

y" 4- A y = 0; y{a) = y(h), y'(a) = y'{b) 

ist 

cos k f 4- sin Ar a; für A — F > 0 , 

k 

<Pi = 1 , ^2 = s ^ fü** A = .0 , 

<£of k X 5iu k X für A = — < 0 

zu wählen. Es ist dann 

/ 2 — 2 cos k(h — a) t 
J(A)= 0, 

12 — 2 Cof k{b — a) , 

d. h. 

4 (A) = 2 2 (- ir-i =2[l-c08(6-a) Vl] . 

Die beiden Hauptprobleme bei den Eigenwertaufgaben sind da« 
Eigenwertproblem : Unter welchen Voraussetzungen gibt es zu einer 
Eigenwertaufgabe (2) überhaupt Eigenwerte? Wann gibt es unendlich 
viele? Wann sind sie reell? Was läßt sich über ihre Größe sagen? 

EnttvicklungsprMem: Unter welchen Voraussetzungen kann eine 
Funktion F(x) in eine nach Eigenfunktionen u^(x) fortschreitende Reihe 

entwickelt werden ? 

Entwicklungssätze sind z. B. wichtig für die Lösung partieller DGlen 
und für die Herleitung mancher nützlicher Sätze. 

2-2. Die adjungierte Eigenwertanfgabe und die Greensche Besolvente; 
vollständiges Biorthogonalsystem. Es sei jetzt jedes /, v-mal stetig diffe- 
renzierbar ^). Dann kann zu der DGl 

L{u) + Xg u — 0 

die adjungierte DGl gebildet werden, und diese ist nach Ai7*5 

Ti(v) + A p v == 0 . 

Oder es soll L ein DAusdruck von der auf S. 186, Fußn. 2 genannten Art 
sein und die dort genannten Woranssetzungen erfüllen. 
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Da der zu diesen beiden DGlen gehörige bilineare Ausdruck L*{u,v) 
(s. 1*3) fo + Xg nicht enthält, ist die zu (2) adjungierte Aufgabe von der 
Gestalt 

(4) ^(y) + ^ y(*) y == 0; v^(y) = o {n = i,...,n), 

WO die wieder die in 1-3 gebildeten Ausdrücke sind und weder von A 
noch von g abhängen. 

Aus 1*3 folgt, daß die Eigenwertaufgabe (2) und die adjungierte Auf- 
gabe (4) dieselben Eigenwerte und jeden Eigenwert in derselben Viel- 
fachheit haben. 

Sind A, A* zwei verschiedene Eigenwerte und ist u{x) eine zu A gehörige 
Eigenfunktion von (2), v*(x) eine zu A* gehörige Eigenfunktion von {4), 
so folgt aus der Greenschen Formel die Biorthogonalitätsbeziehung 

b 

f 9(^) ^(^*) ^*{^) dx — 0 , 

a 

Ist Xq ein Ä;-facher Eigenwert, so gibt es zu diesem, wie leicht einzusehen 
ist, stets ein linear unabhängiges System Wj, . . ., Uit von Eigenfunktionen 
von (2) und ein linear unabhängiges System von Eigenfunk- 

tionen von (4), so daß 

b 

(5) / y(a:) Uj,(x) Vj(x) da: = 0 für j» =# ? 

a 

ist. Ist A (A) ^ 0 , so gibt es also, wenn es überhaupt Eigenfunktionen gibt, 
stets ein vollständiges Biorthogonalsystem von Eigenfunktionen 

\vi(x), V2(x)y . . 

d. h. ein System von höchstes abzahlbar vielen Eigenfunktionen von 
(2) bzw. (4) derart, daß jede Eigenfunktion u(x)y die zu einem Eigenwert A 
gehört, sich aus den endlich vielen der obigen die ebenfalls zu A ge- 
hören, linear komponieren läßt (entsprechendes für v) und daß die Relation 
(5) besteht. 

Ist A (A) ^ 0 , so kann man für jedes A, das kein Eigenwert ist, die 
Greensche Funktion r(x,(fX) (Greensche Resolvente) nach 1-5 
bilden^). Diese ist eine meromorphe Funktion von A, und die Vielfachheit 
eines Pols Xq an einer Stelle Xy f ist offenbar höchstens gleich der Vielfach- 
heit, die Ao als Nullstelle von A(X) hat. Ist Aq ein i-facher Eigenwert, 
ttj, ...» % und Vj, . . ., ein zu Ao gehöriges Biorthogonalsysten^ von 


Hierfür genügt es, daß die /„ stetig sind. 
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Eigenfunktionen und ist Aq für F (x, f , Aq) höchstens ein Pol erster Ordnung, 
so ist 


(7) 




f ff (t) Up (t)Vp(t) dt 


+ 0 


(P = 1 *) . 


und das Residuum von /'(a;, |,A) an der Stelle Aq gleich 

( 8 ) 


p-1 


/ Wp(0 Vp(t) dt 


Das ist von Bedeutung für die Entwicklung gegebener Funktionen nach 
Eigenfunktionen (vgl. 2*5). 


2-3. Genormte Bandbedingangen; reguläre Eigenwertanfgaben^). Durch 
lineare Kombination der Randbedingungen von (2) läßt sich erreichen, 
daß 

Up(y) = ^p,a(y) + 
ist, wo von der Grestalt 

^p,a(y) = + 27 s,» > 

(9) ' VI 

Up,i(y)=ßpy^'‘'‘Ub) + jjßp..y^'Hb) 

p-O 

sind und |a^| + > 0, 

» 1 ^ ÄJj ^ ^ ^ ^ 0, 

ist (genormte Randbedingungen, normalized conditions). 

Für g{x) =t= 0 wird eine Klasse von diesen Randbedingungen in folgender 
Weise herausgehoben: Die Lösungen der Gl 

+ ^(a:) = 0 

werden zu n stetigen Funktionen ö>i(x), . . a>„(a;) zusammengefaßt. 
Die Numerierung der co^ kann so gewählt werden, daß für eine ganze 
Zahl l die ünGlen 


HQCt)^(x)^RQ€o^^i{x) (v = 1, . . ., n— 1) 


1) J. Tamarkine, Eendiconti Palermo 34 (1912) 378; für den Fall, daß A ein- 
fache Nullstelle von d(A) ist, ist der Beweis auch ausgeführt bei /nee, Diff. Equa- 
tions, S. 269f. Vgl. auch W, W, Ellioit, Americ. Journal Math. 51 (1929) 397—416. 

*) 0. D, Birkhofft Transactions Americ. Math. Soc. 9 (1908) 382 f. J. Tamar- 
kinep Rendiconti Palermo 34 (1912) 358ff. Zu der Arbeit von Birkhoff , Trans- 
actions Americ. Math. Soc. 9 (1908) 219—231, die einen für die Untersuchung 
wesentlichen Hilfssatz enthält, vgl. einen Einwand von 0. Perron, Sitzungsberichte 
Heidelberg 1919, Abhandlung 6, S. 25f. sowie J. Tamarkintp Math. Zeitschrift 27 
(1928) 1-64 
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für alle komplexen Zahlen q eines Sektors 

n — n 

gelten. Mit diesen q wird die Determinante 

® («I» 1^^,- 1 — n) 

gebildet, wo 

für V ^ p — 1, 

P für V = p, 

fürv = p+l, 
für v S p + 2 

ist. Die Eigenwertaufgabe heißt für ungerades »= 2 p — 1 regulär, 
wenn stets 0 4= 0 ist sowohl für 

Vprl = ßpO>\tl(b) 

als auch für 

Op,P = ßA"(b), 

sie heißt für gerades » = 2 p regulär, wenn 0 4= 0 ist sowohl für 
als auch für 

p==ßp «J" (b), «^,p,i = (o) . 

Für n == 2 sind allein die Randbedingungen 

oiy'(a) + ß y'(b) + y y{a) + 6 y(b) = 0 
a(o(a)jy^a^ — ßa)(b) y(b) = 0 

irregulär, wo ja] + |^| >0 und f2(^)co^ + ffW = 0 ist; insbesondere sind 
alle selbstadjungierten Eigenwertaufgaben zweiter Ordnung (s. 2-6 und 9-3) 
regulär*). Für gerades n = 2 p sind die „Sturmschen Randbedingungen** 

X'<V'’(®) = 0. Eßp1^’'^^b) = 0 (^ = 1 P) 

v-O »-0 

regulär; bei diesen bezieht sich die eine Hälfte der Bedingungen nur auf 
den Punkt a, die andere Hälfte nur auf den Punkt 6. Regulär sind ferner die 
Randbedingungen der Periodizität 

y(')(a) = y<'>(6) (r=0,l,....n-l). 

Irr^lär sind die Randbedingungen z. B., wenn n ^ 3 ist und sich n — 1 
der Randbedingungen nur auf den einen der Punkte a oder b beziehen . 

Hier genügen die Voraussetzungen von i*i über die/y. 

*) Wie es in dieser Hinsicht mit selbstadjungierten Eigenwertaufgaben höherer 
Ordnimg steht, scheint nicht bekannt zu sein. 
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2*4. Die Eigenwerte bei regulären und irr^rnlären Eigenwertanfgaben^). 

Ist J (A) ^ 0 und ist die Eigenwertaufgabe (2) regulär (also 0) und 
sind und g n-mal, (n — l)-mal stetig differenzierbar, die übrigen 
stetig, so gibt es unendlich viele Eigenwerte. Für ungerades n sind alle 
bis auf höchstens endlich viele einfach; sie lassen sich so in zwei Folgen 


(IO) 


^1,^2» • • • 5 A 3 , ^2 > • • • 


anordnen, daß die eine sich der einen Hälfte und die andere sich der andern 
Hälfte der imaginären A-Achse in dem Sinne nähert, daß 



a 


ist ; dabei bedeutet E eine beschränkte Funktion von h (und evtl, anderen 
Größen). — Für gerades n sind alle Eigenwerte bis auf höchstens endlich 
viele einfach oder doppelt. Die Nullstellen der charakteristischen Deter- 
minante A (A) lassen sich, mehrfache in ihrer Vielfachheit aufgeführt, so 
in zwei Folgen (10) anordnen, daß 



ist. Die Nullstellen sind zwar zugleich Eigenwerte, aber eine mehrfache 
Nullstelle braucht nicht zugleich mehrfacher Eigenwert zu sein. Für 
gerades n nähern sich also die Eigenwerte asymptotisch einer der reellen 
Halbachsen. In jedem Falle folgt aus den Darstellungen (ii) und (12), 
daß die Eigenwerte für große h weitgehend von den Randbedingungen 
und Koeffizienten der D61 unabhängig sind. Der Beweis dieser Tatsachen 
beruht auf A 21*3 ; mit Hilfe dieses Satzes läßt sich ein Näherungsausdruck 
für A (A) gewinnen, aus dem sich die as3miptoti8chen Werte für die Eigen- 
werte bestimmen lassen. 


^) O.D. Birkhoff, Transactions Americ. Math. Soc. 9 (1908) 373-396; Rendi- 
conti Palermo 86 (1913) 116—126 (hier beachte man besonders die Fußnote 10 auf 
S. 117). J. Tamarkine, Rendiconti Palermo 34 (1912) 346—382. M. H, Stone, 
Transaotions Americ. Math. Soc. 28 (1926) 696—761, 
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Für die am Ende von 2*3 angeführte irreguläre Eigenwertaufgabe er- 
eben sich nach derselben Methode ähnliche Tatsachen^). 

2*5. Der Ansatz zur Entwicklung gegebener Funktionen nach Eigen*« 
funktionen; Entwicklungssätze für reguläre und irreguläre Eigenwert- 
aufgaben^). Die Funktionen 1 und cos hxy^mkx (k>Q und ganz) sind 
die Eigenfunktionen der Eigenwertaufgabe 

+ t/(0) = y(2:r), y' (0) = y' (2 71) . 

Die Entwicklung einer gegebenen Funktion F(a;) in eine Reihe 

(13) F ^ c, u,(x) 

9 

nach den Eigenfunktionen eines vollständigen Orthogonalsystems oder 
Biorthogonalsystems einer Eigenwertaufgabe (2) ist somit eine Verall- 
gemeinerung der Entwicklung einer Funktion in eine Fourier-Reihe. 

Wenn J (A) ^ 0 ist und die Eigenwertaufgabe (2) unendlich viele Eigen- 
werte hat, gibt es ein vollständiges Biorthogonalsystem von Eigenfunk- 
tionen 

Ui(x), u^ix), . . v^{x), v^(x)y . . . 

der Eigenwertaufgaben (2) und (4). Wenn dann eine integrierbare Funktion 
F(x) in eine gleichmäßig konvergente Reihe (13) entwickelt werden kann, 
folgt auf Grund der Biorthogonalität unmittelbar 

b 

I g{x)F{x)i\{x)dx 

(14) C. = > 

/ g(x) v^{x)v^{x}dx 
a 

falls der Nenner nicht Null ist. Diese Koeffizienten c^, die man (verall- 
gemeinerte) Fourier- Koeffizienten nennt, können für jede integrier- 
bare Funktion F{x) gebildet werden, falls die auftretenden Nenner 4= 0 
sind, nach 2-2 also sicher dann, wenn r{x,^yX) höchstens Pole erster Ord- 
nung hat. Es bleibt dann noch zu untersuchen, ob die mit diesen Koeffi- 
zienten gebildete Reihe (13) konvergiert und welches ihre Summe ist. 

Aus (8) folgt: Ist J (A) ^ 0 und hat r(x, A) nur Pole erster Ordnung 
und ordnet man die Eigenfunktionen so, daß die absoluten Beträge 
der zugehörigen Eigenwerte monoton zunehmen, so ist 

(15) /, = i **/ / r(x, X) Fm gm di dX 

a 

^) Vgl. JD. Jackson^ Proceedings Americ. Acad. öl (1916) 383—417. L. E, Ward^ 

• Aimals of Math. (2) 26 (1926) 21-36. 

*) Vgl. die bei 2*4 angegebene Literatur. 
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gleich einer Teilsumme der Reihe (13) ; dabei bedeutet einen Kreis ] A| = ^ 
in der komplexen A- Ebene, auf dessen Rand F als Funktion von A regulär 
ist. Hat für ^ 00 einen Limes, so ist die Konvergenz der Reihe (13) 

also wenigstens bei geeigneter Zusammenfassung der Glieder gesichert. 
Nach Birkhoff ist nun wirklich für reguläre Eigenwertaufgaben und jede 
stückweis stetig differenzierbare Punktion F{x) im Intervall a <x <b 

(16) lim 7 , = itJ’(a:-0) + ^’(ar+0)], 

und zwar auch dann, wenn F Pole höherer Ordnung hat (eine Aussage 
über die Konvergenz der Reihe (13) ist damit allerdings im Falle von 
Polen höherer Ordnung nicht gegeben) ; für x = a gilt (16) mit einer rechten 
Seite aF (a+ 0) + (6— 0), wobei a und ß von F unabhängig sind; 

das Entsprechende gilt für x == h. 

Für eine genauere Untersuchung der Konvergenz und Summierbarkeit der 
sog. Birkhoffschen Reihen ( 15 ) und ihrer Ableitungen sowie ihre Beziehung zu 
den Fourierschen Reihen s. Tamarkine und Stone sowie W. H McEven, Americ. 
Joum. Math. 69 (1941) 29—38; für die entsprechenden Reihen, die aus der am 
Ende von 2*3 erwähnten irregulären Eigenwertaufgabe entspringen, s. Jackson 
und Ward, 

2 - 6 . Sdbstadjangierte normale Eigenwertanlgaben. Ist die Eigenwert- 
aufgabe (2) selbstadjungiert (s. 1*4 und 2*2)^), so erfüllen je zwei Eigen- 
funktionen die zu verschiedenen Eigenwerten gehören, nach 2*2 die 
Orthogonalitätsrelation 

b 

f dx = 0 , 

a 

und es gibt, wenn J (A) ^ 0 ist und wenn es überhaupt Eigenwerte gibt 
(für die Existenz von Eigenwerten s.2-9 und 2*13) stets ein vollständiges 
Orthogonalsystem von Eigenfunktionen y>i(x)y ip^{x), . . ., d. h. ein 
System von Eigenfunktionen derart, daß jede Eigenfunktion np sich aus 
den endlich vielen von ihnen linear komponieren läßt, die zu demselben 
Eigenwert wie ^p(x) gehören, und daß die Gien 

b 

{17) / g(x) y, (x) y)j(x)dx = 0 für p 4= g 

a 

bestehen. 


*) Insbesondere sei jetzt Hy) = U ^-*»»1 stetig differenzierbar, 

4 = Ö n 2 m. *'•0 
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Die selbstadjungierte Eigenwertaufgabe (2) soll nortnal heißen, wenn 
für jede Eigenfunktion y)(z) von (2) 

b 

J g'(a:)|v(a:)l*<ia:=|=0 

isti). 

Bei jeder normalen selbstadjungierten Eigenwertaufgabe (2) mit reellen 
Koeffizienten /,, g sind alle Eigenwerte reell; es ist ^ 0 , so daß es 
höchstens abzahlbar unendlich viele Eigenwerte gibt und diese als eine 
evtl, abbrechende Folge 

(A«i< 0 , geschrieben werden können; die Vielfachheit jedes 

Eigenwerts X* stimmt mit der Vielfachheit überein, die A* als Nullstelle 
von A{X) hat 2 ), die Greensche Resolvente /'(a:, A) hat höchstens Pole 
erster Ordnung*). 

Die selbstadjungierte Eigenwertaufgabe (2) ist sicher normal, wenn 
eine der folgenden drei Bedingungen erfüllt ist (vgl. hierzu auch 4-3): 

(a) g{z) ^0 in a^z^b (oder ständig g^ 0)^); 

(b) A = 0 ist kein Eigenwert und für jede (reelle) Funktion y(x), die 
?i-mal stetig differenzierbar ist und die Randbedingungen von (2) er- 
füllt, ist 

b 

j yL(y) dx> 0 ; 

a 

(c) wird der selbstadjungierte DAusdruck von (2) in der Gestalt 

L(y)=^f; U , {•^•) (/,» + 0, « = 2 m) 

»-0 

geschrieben (vgl. hierzu A 17-5), so ist 

(-~1)V,(^) ^ 0 für = 0, 1, . . ., w 
(oder stets < 0), jedoch /o(«) ^ 0, und außerdem (vgl. Al7*6) 

r-0 p^q^r 

^) Hierzu und zu dem nächsten Abschnitt vgl, 4 « 3 . E. Kamke, Math. Zeit- 
schrift 46 (1940) 231ff. 

*) Für speziellere Voraussetzungen bei J, Tamarhinef Rendiconti Palermo 34 
(1912) 379-381. 

*) G. A, BlisSf Transactions Americ. Math. Soc. 28 (1926) 672 für Systeme 
^von BGlen. 

*) Der zweite Fall geht in den ersten über,- wenn A, g durch — A, g ersetzt wird* 
Selbstverständlich ist auch noch (s. 2 -i) ^ ^ 0 vorausgesetzt. 
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(oder stets ^ 0) für jede Funktion y{x), die n-mal stetig differenzierbar 
ist und die Randbedingungen von ( 2 ) erfüllt; (c) ist ein Sonderfall von (b). 


Ist z. B. m = 1, also 

Hy) ==(/iyT +/oy» 

so ist R(y) ~/i y y'. Die Eigenwertaufgabe ist nach (c) also sicher normal und 
selbstadjungiert, wenn /i > 0, /o ^ 0 und ^ 0 ist und wenn z. B. die Randbe- 
dingungen 

y(a) = y(b) = 0 oder y'(a) = y'(b) = 0 oder 

y(a) = y'(b) = 0 oder fi(a) y(a) =/i(6) y(6), y'{a) = y'(b) 

gegeben sind. 

Ist g{x) ^ 0, so können die Funktionen ff(x) des vollständigen Ortbo- 
gonalsystems so normiert werden, daß 

b 

/ = ‘p.t 

a 

ist. Liegt der Fall (b) oder (c) vor, so ist A = 0 kein Eigenwert, und die 
Eigenfunktionen y}p des vollständigen Orthogonalsystems können so 
normiert werden, daß 

b i 

f g (x) y>p (x) ip, (x) dx = Cp J 

ist. DasSystemderyip wird dann ein vollständiges normiertes Ortho- 
gonalsystem (Orthonormalsystem), im zweiten Falle, wenn g sein 
Vorzeichen wechselt,, d. h. nicht der Fall (a) vorliegt, auch ein normiertes 
Polarsystem genannt. 

Ist Aq ein Eigenwert der Vielfachheit k und v>i(x), . . ., ein zu 
diesem Eigenwert gehöriges Orthogonalsystem von Eigenfunktionen, so 
ist das Residuum der Greenschen Resolvente F {x, f , A) an der Stelle Ao 

Vp{x)Vp{S) 

2j b ’ 

/ y(») vj(») dx 


Ist g(x)'^0 und wird das Orthogonalsystem normiert gewählt, so ist 
das Residuum 

JJv>p{x)fp{^) . 

p-1 


Die Fourier-Koeffizienten einer integrierbaren Funktion F(x) (vgl. 2 * 5 ) 
lauten jetzt 


j g(x)F(x)Vp{x)dx 

( 18 ) Cp = *^-5 

/ g{x)vl(x) dx 
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ist das System dei y)p normiert, so ist, falls g(x)^0 ist, 

b 

c,, = f g(x)F(z)y)p(z)dx 

a 

und in den Fällen (b) und (c) 

A ^ 

(ig) Cj, = Yy-r j g(x) F{x) yip(ar) dz . 

I ^ I O 

Im Falle 0 besteht dann die leicht zu verifizierende Besselsche 
Identität 

jli;’(a;) — 27srj-(*)f ?(*) / ^(x)9(x) dz — ^cl; 

a ^ p«l * a p«l 

aus dieser folgt die Besselsche Ungleichung 

/ F^(x)g(x)dx 

p-“l a 

für beliebiges N und daher die Konvergenz von In den Fällen (b) 

und (c) ergibt sich entsprechend für Funktionen F(x)y die n-mal stetig 
differenzierbar sind und die Randbedingungen von (2) erfüllen, 

/ Cp y^p) i (F + ^ Cp dx = j F L(F) dx — ^ | | c“ , 

a a 

also 

jFHF)dx, 

a 

und daher konvergiert in diesem Falle ^ |Ap| . 

2-7. Einschaltung über Fredholmsche Integralgleichungen. 

Lit.: Encyklopädie II,, S. 1335-1697. Pascal, Repertorium I 5 , S. 1260 
bis 1324. HiWerty IGlen. Courant- Hilbert, Methoden math. Physik I, S. 96 — 138. 
Frank — v. Mises, D- u. IGlen, S. 606—689. Hamei, IGlen. Kowalewski, IGlen. 
G. Wiarda, Integralgleichungen, Leipzig-Berlin 1930. 

Die IGlen 

( 20 ) f K{x,^)y{()d^^f(x). 

(21) !/(z) = f K(x,i) y(i) d^ + /(x) , 

a 

in denen t/(x) die gesuchte Funktion ist, heißen Fredholmsche Inte- 
gralgleichungen erster und zweiter Art [die gesuchte Funktion g(x) 
tritt einmal bzw. zweimal auf]; ( 21 ) heißt homogen, wenn 0 ist. Aus 
den eingehenden und aufschlußreichen Untersuchungen über IGlen kann 
hier nur einiges wenige, unter Beschränkung auf die IGlen zweiter Art, 
mitgeteilt werden. 
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(a) Sind der Kern und/(a:) für x, f ^6 stetig und ist 

/ fK^{x.i)dxdi<l. 

a a 

SO konvergiert die C, NeumannBche Iterationsfolge 

y«(*) yM =f{x) + / K(x, f) if {v = 1, 2, . . .) 

a 

gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion y{x), und diese ist eine Lösung 
von (21). 

(b) Ist K (x, f) für a ^ X, I ^ 5 stetig, so konvergiert die Fredholm- 
scLe Determinante 


Q 

D()i) = 1 K(u,u)du 

a 

b b 

■ +Ä//I 


K (Wj , ttj) K (t<2 > M,) 


d'2^2 — “f" 


für jedes X; ferner konvergiert der lösende Kern (Resolvente) 


o 

k{x.S,X) = K{x,S)-^J 


^ r K(x,f) K(x,u) 
vj K(u,S) K(u,u) 


72 r r ^ ^ ^ 

+ ^ff iL(ui,U2) — H 

a a K(U2t^) K (t^, Wj) K(U2iU^ 

bei beliebigem A für a ^ x, f < 6 gleichmäßig, ist also eine stetige Funk- 
tion von X, { und ebenso wie D(k) eine ganze (transzendente) Funktion 
von X. 

(c) Ist f(x) stetig und D(X) + 0, so ist 

b 

y(x) = f(x) + ix., i, X)m d( 


eine Lösung von 


yix)=f{x) + X f K(x.S)y(^)dS, 


und zwar die einzige Lösung. Die homogene 161 
(23) yix) = XjK{x,i)y{£)dS 


hat dann nur die triviale Lösung y(x) ^ 0. 
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Die Werte A, für welche (23) eine eigentliche Lösung, d. h. eine 
Lösung y{x) ^0 hat, heißen Eigenwerte, die Lösungen Eigenfunk- 
tionen; die Gresamtheit der Eigenwerte heißt das Spektrum der IGl. 

(d) Von jetzt ab wird vorausgesetzt daß der Kern K(Xyi) stetig und 
83ntnmetrisch, d. h. K (a;, f ) = K (f , a;) und außerdem ^ 0 ist. 

Dann gibt es mindestens einen Eigenwert. Alle Eigenwerte sind reell 
und haben keinen im Endlichen gelegenen Häufungspunkt, das Spektrum 
isT) also diskontinuierlich. Wird der n-te iterierte Kern durch 

ÜT, = K, ÜT, (X, i) = f (X, t) K (l, i) di 
a 

definiert und 

F„ = / fJ^(x.i)dxdi 

a a 

gesetzt, so existiert 

lim ^ 

n-*-oo rn n-*-oc 

r 

und ist das Quadrat des kleinsten Eigenwerts; für jedes n ist 


_Jl_ < 3 2 < 

n ^ S jr . 

so daß man zugleich eine Abschätzung des Fehlers hat. Ferner ist für 
jede stetige Funktion t^(x), für die 


J u^(z) dx = 1 


f f K(x,S)u(x)u(i)dxdi\^jj-^ , 

die obere Grenze des Doppelintegrals ist man hat damit ein weiteres 

Mittel zur genäherten Berechnung des kleinsten Eigenwerts. 

Je zwei Eigenfunktionen 9?, die zu verschiedenen Eigenwerten ge- 
hören, erfüllen die Orthogonalitätsrelatibn 

b 

f <p(^)y^(^) dx = 0 , 

a 

Zu jedem Eigenwert X gehört ein System linear unabhängiger, zueinander 
orthogonaler Eigenfunktionen 9^1 » • • *> 9:^« derart, daß jede zu X gehörige 
Eigenfunktion 9? in der Grestalt 

(p — Ci<Pi-\ h Cm 
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darstellbar ist; m heißt die Vielfachheit des Eigenwerts und erfüllt die 
ünGl ^ ^ 

/ / K^(x, i)dxdi. 

a a 

Die Gesamtheit dieser zu den verschiedenen Eigenwerten gehörenden 
Eigenfunktionen q>^ bildet dann ein vollständiges Orthogonalsystem 
Eigenfunktionen. Durch Multiplikation mit passenden 
Zahlen kann noch erreicht werden, daß insgesamt 

h 

a 

ist (normiertes Orthogonalsystem). 

Sind A] » A 2 > • . • die Eigenwerte, jeder in seiner Vielfachheit aufgeführt, 
so ist ^ ^ 

27 ^^/ / KHx,^)dxdi 

V a a 

und für n = 2, 3, . . . 

Uji = / -^n <*> *) • 

p a 

Ist K ein definiter Kern, d. h. ist für jede stetige Punktion u{x) 

b b 

J J K(x, I) u(x) u(i) dxdi^O, 

a a 

SO ist K (x, x) ^ 0, jedes A; > 0 und auch noch 

1 * 

2Jj = f K(x,x)dx . 

Pür die Berechnung einer Eigenfunktion nebst dem zugehörigen Eigen- 
wert steht z. B. ein Iterationsverfahren wie bei (a) zur Verfügung. Man 
geht von einer Funktion mit 

b 

f (p\(x) dx = 1 (normierte Funktion) 

a 

aus, setzt 

(•) ?’»(*) = / K {X, f df (w = 1, 2, . . .) 

a 

und wählt dabei A^"^ stets so, daß auch die 9 ?^ normiert sind; dann konver- 
gieren die A^**^ bei passender Wahl ihrer Vorzeichen gegen einen Eigenwert 
und die <p^ gegen eine zugehörige Eigenfunktion. Oder wenn man annehmen 
darf, daß eine Eigenfiinktion existiert, die an der Stelle c von Null ver- 
schieden ist, kann man von einer beliebigen stetigen Funktion (Pq(x) mit 
9 ? 0 (c) = 1 ausgehen, die Gien (*) ansetzen und jetzt jedes A^"^ so bestimmen, 
daß (p^{c) = 1 ist. 
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Vgl. hierzu auch Encyklopadie, S. löOlff., ,und Hamei, S. ölff., ferner auch 
E. Trefftz, Math. Annalen 108 (1933) 695—604 und für die Abschätzung von Eigen- 
werten L» CöUatz, Math. Zeitschrift 46 (1940) 692. Weiß man, daß die IGl aus 
einer Eigenwertaufgabe (s. 2*9) entsprungen ist, deren Eigenwerte und Eigen- 
funktionen man kennt, so hat man damit auch die Eigenwerte und Eigenfunk- 
tionen der IGl. 

Ein Kem K(x,^) heißt abgeschlossen, wenn für jede stetige Funk- 
tion u(x) auch 

a 

ist. Zu einem abgeschlossenen, symmetrischen und stetigen Kem gibt 
es unendlich viele Eigenwerte. Jedes vollständige normierte Orthogonal- 
system • • • enthält dann unendlich viele Funktionen, und 

jede Funktion g(x), die sich mittels einer stetigen Funktion g (2;) „quellen- 
mäßig** durch den Kem K in der Form 

g(x) = / K(x.S)q{S)di 

a 

darstellen läßt, ist durch eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe 

= 2Jc,vAx) 

darstellbar; dabei ist 

b 

C, = j g(x)%(x)dx . 

a 

(e) Polare IGlen. Das sind IGlen von der Gestalt 
y(a:)=A / K(x,^)V(^) y(^)d^ , 

a 

wo V (i) eine nicht-konstante Funktion ist, die nur die Werte ± 1 annimmt. 
Ist der Kem K wieder symmetrisch, so gelten ähnliche Tatsachen wie im 
Fall (d). Für Einzelheiten s. HUhertf S. 195—204, Encyklopadie und 
E, Kamke, Math. Zeitschrift 45 (1939) 706 — 718, 

S*8. Beziehung zwischen Bandwertaul^aben und Fredholmschen Inte« 
gralgleichungen^). Es sei die Randwertaufgabe (i) unter den dort ge- 
nannten Voraussetzungen gegeben. Zu dieser Aufgabe werden die Hilfs- 
aufgaben 

(24) X(y) = 0; ?7^(y) = 0 (// == 1, . . ., n) 

und 

(25) L(y) = 0; ü^(y) = 1, U^{y) = 0 für ^ 4= * 

gebildet. Die homogene Hilfsaufgabe (24) möge keine eigentliche Lösung 
und somit eine Greensche Funktion r(x,S) haben. Die Hilfsaufgabe (25) 


Vgl. Hilbert, IGlen. Ince, Diff. Equations, S. 26lff. 
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hat dann eine eindeutig bestimmte Lösung Schreibt man die DGl 

von (l) in der G^estalt 

My) =f(x) — kg{x)y, 

SO folgt aus 1*6 mit /— kg y statt /: 

Eine Punktion y = (p(x) ist genau dann eine Lösung der Randwert- 
aufgabe (I), wenn sie eine Lösung der Predholmschen IGl zweiter Art 

y{x) + k{ K (X, () yii) di = 0(x) 

a 

mit 

K{x,i) = r{x,i)g(i), (P(x) = Sr(x,i)mdi + i] 

a " k^l 

ist. 

Sind die Hilfsaufgaben gelöst, so kann man nun die Theorie der IGlen 
für die Lösung der Aufgabe (i) nutzbar machen. Die Lösung der Hilfs- 
aufgaben ist im allgemeinen unangenehm; man kann sie sich manch- 
mal dadurch erleichtern, daß man /o + A g anders aufspaltet, etwa in 

(/o + Aoö') + ^ mit ^ = A — Xq. 

2-9. Beadehung zwischen Eigenwertaufeaben und Fredholmschen Inte- 
gralgleichungen. Folgerungen für das Eigenwert- und Entwicklungs- 
irroblem^). Es sei jetzt die Eigenwertaufgabe (2) gegeben. Dann braucht 
man nur die Hilfsaufgabe (24). Hat diese keine eigentliche Lösung und 
somit eine Greensche Funktion /'(x, f), so sind die Lösungen von (2) 
gerade die Lösungen der IGl 

(26) y{x) + A fr(x, i) g(i) y(i) = 0 . 

a 

Die Aufgabe (2) sei jetzt außerdem selbstadjungiert (vgl. 2*6). 

(a) Ist g{z) von festem Vorzeichen, etwa g^O, und hat g höchstens 
endlich viele Nullstellen, so wird aus (26) für ri{x) = y{x) ]/g{x) die IGl 

r)(x) + k / K{x,i)r,{i)di=^0 

a 

mit dem symmetrischen Kern 

K{x,i) = r{x,i) h{^)9{i)- 

Da die homogene Aufgabe (24) keine eigentliche Lösung haben soll, ist 
die Aufgabe 

L{y) = u(x) fg{x) , ü^(y) = 0 (/« = 1 n) 


1) Vgl. die bei 2*8 angegebene Literatur. 
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für jedes stetige u{x) nach i*6 lösbar und hat die Lösung 
y{x)~ J r(x,^)}/g{S)u(^)d^ . 

a 


Daraus folgt, daß der Kern K abgeschlossen ist und daß jede den Rand 
bedingungen genügende und n-mal stetig differenzierbare Funktion F(x) 
sich für > 0 mittels 


q(x) = 


L(F) 


quellenmäßig durch den Kern K darstellen läßt. Daher ergibt sich für die 
selbstadjungierte Aufgabe (2): 

Es gibt nur reelle, und zwar abzählbar unendlich viele Eigenwerte 
ohne endlichen Häufungspunkt ; ist ^ > 0, so läßt sich jede n-mal stetig 
differenzierbare und den Randbedingungen von (2) genügende Funktion 
F(x) in eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe 


== Cp y)p{x) 

P 

nach den Eigenfunktionen tpp eines vollständigen Orthogonalsystems 
entwickeln, deren Koeffizienten durch 2-6 (l8) gegeben sind. Für die 
gliedweise Differenzierbarkeit dieser Reihen s. Encyklopädie, S. 1252. 


(b) Darf g{x) endlich oft sein Vorzeichen wechseln und ist dafür die 
Eigenwertaufgabe definit, d. h. 


b 

J yL(y) da:>0 

a 

für jede stetige Funktion y (x) ^ 0, die n-mal stetig differenzierbar ist 
und dit Randbedingungen von (2) erfüllt, so ist die Aufgabe (2) gleich- 
wertig mit der polaren IGl (s. 27 (e)) 

r,{x} + kjK (x, i) F(f) »,({) rff = 0; 

a 

dabei ist 

F{x) = 8gnflr(a:), K (x, f) = r(x, f ' f\g(x) gf(f ) | , )?(*) = y(*) VTflrWl- 

Mit der Theorie der polaren IGlen ergibt sich jetzt^) die Existenz 
von unendlich vielen positiven una unendlich vielen negativen Eigenwerten 
sowie ein Entwicklungssatz; einfacher und zugleich in etwas größerer 
Allgemeinheit erhält man diese Tatsachen jedoch durch Ansetzen einer 
Variationsaufgabe; vgl. dazu 2*13 und 2*15. 


Vgl. E. Kamke, Math. Zeitschrift 45 (1939) 706—719. 
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Mit Hilfe der Theorie der IGlen ergibt sich auch ein Satz über die wechsel- 
seitige Lage der Eigenwerte von ( 2 ) und der Aufgabe ( 2 ) mit abgeänderten Rand- 
bedingungen; vgl. H, T. Davis, Bulletin Americ. Math. Soc. 28 (1922) 390—394. 
Für Hermiteache Eigenwertaufgaben s. W. W, EU^tt, Americ. Journal Math. 51 
(1929) 397-416. 

2* 10. Emschaltang über Volterrasche Intemralgleichimgen. 

Lit.; Encyklopädie II 3 , S. 1349f., 1469—1466. Pascal, Repertorium I 3 , 
S. 1268—1262. Kowalewski, IGlen, S. 49—90. 

Die IGlen 

(27) f K{x,$)y(S)dS=fix), 

a 

(28) y(x) = f(x) + fJ[{x, I) y (f) d$ 

a 

beißen Volterrasche Integralgleichungen erster und zweiter 
Art (die gesuchte Funktion kommt einmal bzw. zweimal vor, und die 
obere Grenze des Integrals ist veränderlich). 

Ist der Kern K (z , |) in dem Dreieck ^ x <Cb (b = 00 ist zu- 
gelassen) und f{z) für a < a; < 6 stetig, so hat (28) für a^x <ib genau 
eine stetige Lösung y = y(z). Man kann sie durch ein Iterationsverfahren 
erhalten: Wählt man irgendeine stetige Funktion y^iz) und bildet man 
mit den Rekursionsformeln 

=/(*) + / {*. I) y*-i(f) (^' = 1,2,...) 

a 

die Folge yQ(z), yi(z), y2(x), . . ., so ist die Folge für jedes a <c <b 
in dem Intervall a^z^c gleichmäßig konvergent, und 


y(x) = lim y*(x) 

*-►00 

ist die Lösung der IGl. 

Die IGl (27) läßt sich unter gewissen Voraussetzungen auf (28) zurück* 
führen: Ist K (z, i) sowie die Ableitung Kg; (z, i) in a ^ z < b stetig, 
K(x,z) 4 = 0 , f{x) stetig diüerenzierbar und /(a) = 0 , so hat* (27) genau 
eine stetige Lösung y{x), und zwar ist diese die stetige Lösung der IGl 
zweiter Art 


a 


K (X, x) ‘ 


Für weitergehende Untersuchungen muß auf die angegebene Literatur 
verwiesen werden. 
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211. Beaaehqng zwischen Bandwertanigraben und Volterraschen Inte- 
gralgleichungen^). Es sei die Randwertaufgabe (i) unter den dort ge- 
nannten Voraussetzungen gegeben. Jede Lösung y = ^(2;) dieser Auf- 
gabe ist Lösung der D 61 

Die Lösungen dieser DGl, d. h. die Lösungen der DGl von (i) sind nach 
A i 6'4 daher gerade die Lösungen der IGl 

(29) V, (*) 7;:^-^ di + ix); 

dabei sind • • •, (p^ ©hi Hauptsystem von Lösungen für L(y) = 0 , 
W (x) deren Wronskische Determinante, W^{x) die Determinante, die aus W 
entsteht, wenn man die y-te Spalte durch 0 , . . 0 , f{x) — ^g{x) y(x) 
ersetzt. Damit yix) die Randbedingungen von (i) erfüllt, sind nun noch 
die passend zu wählen, wofern das möglich, d. h. wofern (i) lösbar ist. 
Die IGl (2g) läßt sich in der Gestalt 

(30) y{x)=F{x)—XjK{z,i)y{^)d^ 

a 

schreiben; dabei ist 

a 

( 31 ) K (*. S) = (i)W{S) ^ ’ 

9’l(f) • • • 

••• 9n(^) 

(32) D{x,i)= . ■ 

• • • 9’n(*) 

Damit ist (29) in die Form einer Volterraschen IGl (30) gebracht. 
Ist die homogene Aufgabe (2) für A A* nicht lösbar, so ist (i) für A = A* 
eindeutig lösbar, und die Lösung y{x) genügt für passend gewählte 
der IGl (30). Für die Lösung dieser IGl steht das Iterationsverfahren von 
2-10 zur Verfügung, wenn die bereits bekannt sind. Sind sie nicht 
bekannt, so wird man sie bei jedem einzelnen Iterationsschritt so be* 

1) Vgl. Böcher, Möthodes de Sturm, S. 107—112. Ince, Diff. Equations, 
S. 269—273. Courant-Hübert^ Methoden ipath. Physik, S. 292. Dort ist der Fall 
n = 2 behandelt. 
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stimmen, daß auch jede Näherungslösung yj^{x) die Randbedingungen 
von (i) erfüllt. 

212. Beziehung zwischen Eigenwertanfgaben und Volteiraschen Inte- 
gralgleichungen^). Es sei jetzt die Eigenwertaufgabe (2) unter den dort 
angegebenen Voraussetzungen gegeben. Die mit der Eigenwertaufgabe 
gleichwertige Volterrasche IGl (30) lautet 

(33) y {*) = i 7 — ^ f) y(f) • 

1^-1 a 

WO K und D wieder die in (31) und (32) angegebene Bedeutung haben. 
Dabei ist jetzt auch noch X passend zu wählen. 

Wendet man das Iterations verfahren von 2 IO an und sind die ( 7 , 
bereits bekannt oder können sie fest gewählt werden (vgl. hierzu die nach- 
folgenden Beispiele), so wird man bei jedem fc-ten Schritt A = 1 * so wählen, 
daß die Näherungsfunktionen yj^(x) die Randbedingungen erfüllen. Man 
bekommt dann manchmal sehr schnell einen ziemlich genauen Näherungs- 
wert für den kleinsten Eigenwert. 

Die Frage, ob die bei diesem Verfahren entstehenden Folgen 
konvergieren und welches die entstehenden Grenzwerte sind, ist noch 
offen gelassen und wird nur unter zusätzlichen Voraussetzungen zu beant- 
worten sein (bis jetzt brauchte z. B. noch nicht einmal vorausgesetzt zu 
werden, daß die Aufgabe (2) selbstadjungiert ist). Das obige Verfahren 
steht in enger Beziehung zu dem Iterationsverfahren von 3 4 und kann 
auch zur Gewinnung asymptotischer Ausdrücke für die Eigenwerte dienen 
(vgl. dazu Beispiel 2 ). 

Beispiel 1: Berechnung von Eigenwerten der Aufgabe 
y" + Ay = 0; y(0) = y(l) = 0. 

Wählt man 9?^ = 1, = x, so ist PT = 1 , = D = a; — f . Daher 

lautet (33) 

j/(a:) = Ci + C, x — A / (x — f) y(|) dÜ . 

0 

Da y( 0 ) = 0 sein soll, muß = 0 sein. Da die Eigenfunktionen y(x) 
nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sind, kann die IGl durch 

y(x) = x — i.j (x—i)y{i)di 
0 

ersetzt werden. Wählt man y^ = 1, so wird 

yi(x) = x — A f (x — i) di = X — j A x^. 


Vgl. die bei 2-ii angegebene Literatur. 
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Da yj, (1) = 0 sein soll, folgt A = = 2, also 

yi = ^ 

Damit wird 

y,(a:) = a: — A / (a: — f) (f — f*) <if = x — A . 

y,(l) = 0 ergibt 

^2 = 12 , y2== x-~2o(?+ X*, 

Weiter erhält man 

A 3 = 10, y, = X — |x®+ 3x® — ix«. 

Der genaue kleinste Eigenwert ist offenbar X = ^ 9,8696; eine zu diesem 

gehörige Eigenfunktion ist 

y — ^ sin^ X ^ X — 1,6 + 0,8 . 

Geht man z. B. von ^ sin 2 jr a; aus, so werden alle A* = (2 7i)^ 

und alle yt = VqI in diesem Fall liefert das Verfahren also zwar einen 
Eigenwert, aber nicht den kleinsten. 

Beispiel 2: Berechnung von asymptotischen Ausdrücken für die 
Eigenwerte der Aufgabe 

y" + g(x) y + ^^y = 0; y(a) = y{h) = 0 . 

Für diesen Zweck wird als L(y) ein Ausdruck gewählt, der A enthält, 
nämlich 

L(y)^y^' + }!^y 

und als das frühere A g das jetzige g, während / = 0 ist. Ein Hauptsystem 
von Lösungen für L(y) — Q ist jetzt 

9 ?i = cos A a:, ^Xx. 

Damit wird FT = A, D = sin A (x — f ), und die IGl ( 33 ) lautet 

1 * 

y(x) = C*! cosA x + CjsinA X — j j’y(f) y(f)sinA (x — f) df . 

« 

Die Randbedingung y(a) = 0 ergibt 


Cj cos A a + ^2 sin A a = 0 , 

also ist 

Cj cos A a; 4- Gg sin A a; = (7 siil A (a; — a) . 

Da die Eigenfunktionen nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt 
sind, kann die IGl in der Gestalt 

y (x) = sin A (X — o) — j / y (f) y(f) sin A (x — f) rff 
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angenommen werden. Man sieht leicht, daß die hierdurch bestimmten 
Funktionen y(x) gleichmäßig beschränkt sind für alle hinreichend grbßen 
A > 0. Mit der zweiten Randbedingung ergibt sich daher 

sin^ (b — a) = jf g(i) y(S) sinA (6 — = 0 
und hieraus 



für natürliche Zahlen n. Hiermit kann auch das zugehörige y{x) näherungs 
weise bestimmt werden. Geht man damit von neuem in die IGl hinein, 
so lassen sich diese Abschätzungen verschärfen. Ebenso lassen sich auch 
noch andere Randbedingungen, z. B. alle Sturmschen Randbedingungen 
nach diesem Verfahren behandeln; vgl. dazu S. 262 f und Ince, a. a. O. 
Für beliebige selbstadjungierte Randbedingungen s. Zaanen, Compositio 
math. 7 (1939) 253ff. 

218, Beziehung zwischen Eigen wertauigaben nnd Variationsrechnung^). 

Die Eigenwertaufgabe wird jetzt als selbstadjungiert und definit voraus- 
gesetzt. Im einzelnen soll folgendes gelten: Die Eigenwertaufgabe lautet 

(34) l^(y)=^g(.x)y, f^^(y)==o (/4 = i, . 

Dabei ist ?i = 2 m eine gerade Zahl, 

m 

(35) = 

v-0 

ein selbstadjungierter DAusdruck n-ter Ordnung, =4= 0, jedes /, r-mal 
stetig diSerenzierbar, g(x) stetig, ^ 0 und darf sein Vorzeichen wechseln, 
d. h. es darf der sog, polare Fall vorliegen; die TJ^ haben die in l«i an- 
gegebene Bedeutung. Die Eigenwertaufgabe soll selbstadjungiert (s. 2*2 
und 1-4) sein, ferner definit, d. h. es soll A = 0 kein Eigenwert und 

(36) j y L{y)dx^0 

a 

für jede zulässige Funktion y(x) sein; y(x) heißt dabei eine zulässige 
Funktion, wenn sie n-mal stetig differenzierbar ist und die Randbedingungen 
von (34) erfüllt. Dann ist die Eigenwertaufgabe auch normal (s. 2*6) 
und hat nur reelle Eigenwerte. 


^) Vgl. Courant-HübeH, Methoden math. Physik I, Kap. 6. E, Kamke, Math. 
Zeitschrift 45 (1939) 759ff. 
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Ist fir(a;) > 0 oder wechselt g{x) sein Vorzeichen, so wird zu der Eigen* 
wertaufgabe die Variationsaufgabe gebildet : Unter allen zulässigen Funk- 
tionen y(x), für die 

h 

( 37 ) / gy^dx>Q 

a 

gilt, soll eine solche gefunden werden, für die 

b 

/ yL(y) dx 

(38) = Min 

/ g y* dx 

a 

wird. Unter den angegebenen Voraussetzungen bat diese Aufgabe eine 
Lösung y = y^iix). Ist der Wert des Minimums, d. h. 

b b 

IViL(yfi)dx / yL(y)dx 

( 39 ) Al = S = S . 

f g tpl dx j g y* dx 

a a 

so ist Xi der kleinste positive Eigenwert und eine zu diesem gehörige 
Eigenfunktion. 

Wird jetzt zu der Aufgabe (38) mit der Nebenbedingung (37) noch die 
weitere Nebenbedingung (Orthogonalitatsbedingung) 

b 

J 9 ^'iydx = 0 

a 

binzugenommen, so hat die Variationsaufgabe wiederum eine Lösung 
xp2W\ ist A2 der Wert des Minimums, so ist Aj der nächstgrößere Eigen- 
wert (> Aj) und y)2 ^ gehörige und zu orthogonale Eigenfunktion. 

Kennt man allgemeiner schon die ersten positiven Eigenwerte A^ ^ ^ Ap^i 

und ein zu diesen gehöriges Orthogonalsystem von Eigenfunktionen 
so ist der nächste Eigenwert 

b 

f yL{y)dx 

(40) 7 p = Min 5 -^ , 

'' Jgy*dx 
m 

wobei jetzt solche zulässigen Funktionen y{x) zu betrachten sind, für die 
neben (37) noch die Nebenbedingungen 

b 

(41) jgy),ydx = 0 {v = 1 , . . p — 1 ) 


erfüllt sind. 
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Negative Eigenwerte können nur Vorkommen, wenn g(x) sein Vor- 
zeichen wechselt oder ständig ^ 0 ist. Die negativen Eigenwerte 
A.j ^ ^ • nebst einem zugehörigen Orthogonalsystem von Eigen- 

funktionen V-i, V^-2, • • • erhält man dann durch das soeben geschilderte 
Verfahren, wenn darin (37) durch 

b 

(37a) 

a 

Min durch Max, durch A., und durch ersetzt wird; man kann 
nämlich diesen Fall auf den vorher behandelten zurückführen, indem 
man in der Aufgabe (34) A, g durch — A, — gr ersetzt. 

Auf diese Weise erhält man die Gesamtheit der Eigenwerte 

(42) • • • <A.2^A.i <(0) <Ai< A g.^* • • 

(jeder Eigenwert in seiner Vielfachheit aufgeführt, die eingeklammerte 
IZahl 0 ist kein Eigenwert) und ein vollständiges Orthogonalsystem von 
zugehörigen Eigenfunktionen 

( 43 ) 

die noch so normiert werden können, daß 

(44) / 9 y>p V , dx == Ej, «p,, , ej. = 

ist. Nimmt g sowohl positive als auch negative Werte an, so gibt es sowohl 
unendlich viele positive als auch unendlich viele negative Eigenwerte. 
Ist ständig ö' ^ 0 (< 0 ), so gibt es offenbar nur positive (negative) Eigen- 
werte, und zwar unendlich viele. 

214. Zusätzliche Bemerkungen hierzu. 

(a) Bayleighs Prinzip. Die Umformung der Eigenwertaufgabe in eine 
Variationsaufgabe ist sowohl für Beweisführungen ais auch für die prak- 
tische Berechnung von Eigenwerten sehr wichtig. Z. B. ergibt sich für 
p > 0 aus (39) unmittelbar, daß der kleinste Eigenwert zunimmt, wenn g 
abnimmt, und weiter, daß für eine beliebige zulässige Funktion y(x)i die 
(37) erfüllt, 

b 

f yL(y) dx 

(45) ^*“1 ^Aj {Rayleighs Prinzip) 

/ 9 y* dx 

a 

ist. 

Für die Eigenwertaufgabe 

= y(0)=:y(l)-0 
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ist z. B y = X {1 — x) eine zulässige Funktion, und mit dieser erhält man nach 
(45) die Abschätzung Aj ^ 10 für den wahren Wert A^ = Ji*. 

(b) Ein zweites Vaiiationsprinzip Für die Eigenwertaufgabe (34) 
seien wieder die Bezeichnungen und Voraussetzungen des ersten Absatzes 
von 2*13 gültig; jedoch soll g^O sein, A = 0 darf Eigenwert sein, und 
die Definitheit wird anders erklärt. 

Zunächst werden aus den Randbedingungen von (34) durch lineare 
Kombination möglichst viele linear unabhängige gebildet, die nur Ab- 
leitungen der Ordnung 1 enthalten; diese „wesentlichen“ Rand- 

bedingungen seien 

(46a) üi(y) = 0, . . U^iy) = 0 . 

Dann werden noch n — ik der Randbedingungen von (34) hinzugenommen, 
die von diesen unabhängig sind; diese „restlichen“ Randbedingungen 
seien 

(46b) = ^ UJy) = 0 . 

Nach der Dirichletschen Formel A 17-6 (6) ist 

(47) / y ^(y) d* = / X’ (- i )V.(a;) [y<'’]* dx + \B(y)t 

a a y-O 

mit 

(48) lt(y) = r i7 (- y*'"- 

f-0 JJry-r 

Mit (46 b) werden aus [Ä(y)]J möglichst viele Ableitungen der Ordnung 
^ m entfernt; es zeigt sich, daß dann sogar alle Ableitungen der Ord- 
nung ^ m herausfallen. Die Aufgabe (34) sei jetzt in dem Sinne de- 
finit, daß 

(— 3)V»{») ^ ö (v = 0 , 1, . . m) 

und für jedes Zahlensystem 

das die Gien (46 a) erfüllt, das reduzierte [Ä(y)]J ^ 0 ist. Bildet man 
nun die Variationsaufgabe {38), in der jedoch der Zähler nach der obigen 
Anweisung reduziert ist, so hat die Aufgabe (38) eine Lösung y = Vi(aj) 
auch dann, wenn zur Konkurrenz alle m-mal stetig differenzierbaren 
Funktionen zugelassen werden, welche die wesentlichen Randbedingungen 
(46a) erfüllen; das Minimum ist der kleinste Eigenwert A^, ist von 
selbst 2 m-mal stetig differenzierbar und eine zu A^ gehörige Eigen- 
funktion. 

Zusatz während des Druckes; für Einzelheiten s. Kamke, Math. Zeit- 
Schrift, Bd. 47 oder 48 (1942). 
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(e) Ein drittes Variationsprinrip. Für ff(x) >0 kann die Variations- 
aufgabe (38.) auch durch 

fr 

fj[L(y)]*dx 

= Mi„ 

fyL(y) dx 


ersetzt werden, falls der Nenner > 0 ist für jede zulässige Funktion 
y{x) ^0^). 

Für eine beliebige zulässige Funktion y(x) ist daher auch der obige 
Bruch stets eine obere Schranke für den kleinsten Eigenwert. Aber es ist 
(CollatZy a. a. 0 .) 

fr 

S B‘-i aA., 

fyHy)dx Jgy^dx 


d. h. das Rayleighsche Prinzip liefert bei demselben y eine genauere obere 
Schranke. 

Für die Eigenwertaufgabe am Ende von (a) ergibt sich z. B. mit der 
zulässigen Funktion 


X 





die Skala 9,882 > 9,871 >71^; aber es zeigt sich, daß für die Herleitung des 
ersten, ungenaueren Näherungswertes auch die Rechenarbeit geringer ist. 


215. Entwicklongen nach Eigenlnnktionen^). Unter den Voraus- 
setzungen von 2-13 konvergieren die folgenden Reihen, und es ist 


'■Pt — t'-pt „ 

dabei ist /'{x, f) die zu (34) mit A = 0 gehörige Greensche Funktion. 
Für jede zulässige Funktion F{x) mit den Fourier-Koeffizienten 

Cp = epjF{x)g{x)y>p(x)dx, 
ist 


S\^^\cl^fFL(F)dx 

a 

U^p4 = / dx 


(Besselsche Ungleichung), 
(Parsevalsche Formel). 


L. CoUatz, 2^it8chrifb f. angew. Math. Mech. 19 (1939) 228. 
*) Vgl. E. Karnktp Math. Zeitschrift 46 (1939) 776ff. 
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Ist auch <P(a:) eine zulässige Funktion mit den Fourier-Koeffizienten y,, 
SO ist 

b 

JjEpCpyp = J g(x)F(x)0(x)dx. 

a 

Die Reihe 

i7l®pv'p(*)| 

konvergiert gleichmäßig; ist in keinem Teilintervall g{x) = 0, so gilt der 
Entwicklungssatz 

= JJcpyipix) . 

2- 16, ünabhängige Festlegung der Eigenwerte nach Conrant^). Nach 
dem in 2 13 formulierten Variationsprinzip kann der Eigenwert Xp nur 
festgelegt werden, wenn bereits nebst zügehörigen Eigen- 

funktionen bekannt sind. Das ist häufig unbequem. Dieser Mangel wird 
durch folgende Festlegung der Eigenwerte nach Courant behoben; Es 
seien w^(x), . . Wp^^(x) irgendwelche integrierbaren Funktionen. Mit 
diesen wird 

b 

jyL(y) dx 

m(Wi, . . ^ ^ , 

* J g y^dx 

a 

b 

/ yL(y) dx 

■«■(«'1 Wp-i) = Sn 2-j 

* j gy*dx 
a 

gebildet, wobei die y{x) beliebige zulässige Funktionen sein dürfen, für 
welche die bei m auftretenden Nenner positiv und die bei Jf aufbretenden 
Nenner negativ sind und für welche außerdem 

b 

J w^ydx = 0 (v = 1, . . p — 1) 

a 

ist. Dann gilt, falls g sein Vorzeichen wechselt, 

ist g ^ 0 (< 0), so fällt die zweite (erste) ünGl fort. 

Werden nun noch die Funktionen Wj, . . ., Wp^^ variiert, so ist 
Xp = Max m (m 7 j, . . Wp^^), X^p = Min if (u?i, . . ., w i ) . 

• M Vgl. Courant-Hilbert, Methoden math. Physik I, S. 361. E. Kamke, Math. 
Zeitschrift 46 (1939) 778ß. und für Berichtigungen ebenda 46 (1940) 280. 
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2-17. Ein Abschätznngssatz^). Es sei g'ix) ^ g(x) und auch stetig 
und ^ 0 ; ferner seien A* die Eigenwerte der Aufgabe (34) mit g* statt g. 
Dann ist 

^ ^ (P == ib 1» db 2, . . 

soweit diese Eigenwerte existieren (wenn g ^ ist, also nur für 

1 , 2 ,...). 

Sind ^ Xg ^ • die Eigenwerte der Eigenwertaufgabe, die aus (34) 

entsteht, wenn man g durch |ör| ersetzt, so ist 

^ — «p < 0 < ^ Ap . 

3. Methoden zur praktischen Lösung von Eigen- und 
Randwertaufgaben. 

31. Das Nähenmgsverfahren von Ritz-Oalerkin^). Es seien wieder 
die Voraussetzungen von 213 erfüllt; außerdem sei zunächst gf(a;)> 0 . 
Ferner seien' . . ., Uk{x) zulässige Funktionen, die voneinander linear 
unabhängig sind. Setzt man nun die Variationsaufgabe 2 (38) nicht für 

beliebige zulässige Funktionen y(x), sondern für Funktionen 

k 

(I) y(x)=- ^a,u^(x) 

y-1 

an, so ist klar, daß der entstehende Minimalwert ^ Aj ist. Aus der 
Variationsaufgabe wird^jetzt eine einfache Minimumaufgabe zur Bestim- 

1) Vgl. E, Kamke, Math. Zeitschrift 46 (1939) 780ff. und die Berichtigung 
ebenda 46 (1940) 280. 

*) FF. Ritz, Journal f. Math. 136 (1909) 1—61, insbes. 67—61. GaterkiUy Wjest- 
nik Inschenerow 1916 (Zitat nicht nachgeprüft), vgl. dazu H. Hencky, Zeitschrift 
f. angew. Math. Mech. 7 (1927) 80f. Das oben beschriebene Verfahren ist richtiger 
als „Verfahren von OaUrkin*' zu bezeichnen. Bei Ritz tritt es in anderer Form auf ; 
Ritz geht nämlich von der Variationsaufgabe 2 (38) aus, in der für den Zähler die 
Umformung 2 (47) vorgenommen ist. Bei der so umgeformten Variationsaufgabe 
2 (38) kann in einer Reihe von Fällen (vgl. 9*4) der Bereich der zugelassenen Funk- 
tionen y(x) bzw. u^(x) in der obigen Gl (i) erweitert werden, was für die Gewinnung 
gut«r Näherungen für die Eigenwerte von Bedeutung ist. Es ist daher erwünscht 
zu wissen, wie weit in dem allgemeinen Fall des obigen Textes die Bedingungen füi 
die y(x) bzw. u^(x) gemildert werden können, ohne daß die wesentliche Eigenschaft 
verloren geht, daß man durch diesen Variationsansatz obere Schranken für die 
Eigenwerte bekommt. Eine solche allgemeine Untersuchung scheint bisher nicht 
vorzuliegen. Zusatz während des Druckes: Vgl. jedoch 2*14 (b), die dort ange- 
kündigte Untersuchung von Kamke und 9-4. 

Vgl. ferner auch CouratU-Hilbert, Methoden math. Physik I, Kap. 6. Kryloff, 
Solution approchäe. L, Collatz, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 19 (1939) 231f. 
E. Kamke, Math. Zeitschrift 46 (1939) 782ff. Biezeno-Orammel, Techn. Dynamik, 
S. 163-169. 



3. Praktische Lösung von Eigen- und Randwertaufgaben. 


221 


mung der a^. Nach den Regeln der DRechnung erhält man für die 
das lineare GlsSystem 

k b 

— Aflrw,]da: = 0 (p = 1 i); 

^-1 a 

dabei ist A so zu bestimmen, daß die Gien eine Lösung a^, . . haben, 
die nicht aus lauter Nullen besteht ; d. h. A muß eine Nullstelle der Deter- 
minante 

h 

D(A) = Det. / ttp [L(u^) — dx (p, g = i, . . k) 

a 

sein. D(A) hat nur reelle Nullstellen. Sind diese 
SO ist A^ ^ A/). Man erhält also obere Schranken für die ersten k Eigen- 
werte. 

Wechselt g(x) sein Vorzeichen, so wähle man die so, daß sie die Ortho- 
gonalitätsrelationen 

h 

j g Up u^dx=0 (p + q) 

a 

erfüllen. Will man positive Eigenwerte abschätzen, so sind die überdies 
so zu wählen, daß 

b 

J g ul dx>0 (v = 1, . . ., Ä?) 

a 

ist. Die Determinante D(A) erhält dann die Gestalt 
6 

D (A) = Det. J Up [L (m,) — Xep^g «,] dx {p,g=l, .. k) . 

a 

D(k) hat wieder nur reelle Nullstellen Äj ^ ^ und es ist A,,^ A^. 

Will man negative Eigenwerte abschätzen, so hat man die so zu wählen, 
daß I 

J g ul dx <0 (v = 1, . . ., k) 

a 

ist. Es hat dann D(A) nur negative Nullstellen A^;^ = ' * * ^ 
ist < A^. 

Die Güte der erreichten Approximation hängt natürlich davon ab, 
mit welcher Güte die Funktionen u^ oder lineare Kombinationen von ihnen 
die ersten Eigenfunktionen approximieren können. In vielen Fällen erhält 
man schon für sehr kleines ä;, z. B. i = 2 oder 3 brauchbare Ergebnisse. 
Für Fehlerabschätzungen bei einigen Typen von Eigenwertaufgaben 
zweiter Ordnung s. Kryloffy a. a. 0. 

Zuerst wohl bei Kryloff, Bulletin Acad. ÜRSS Leningrad 1929, S. 464. 
V^l. auch Kryloff, Solution approch^e, S. 31. J, K, L, MacDonald, Physical Re- 
view (2) 43 (1933) 830—833. E. Kamke, a. a. ö. 
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8 * 2 . Das Nähenixigsverfaliren von Grammel^). Für dieses Verfahren ist 
g(x) >0 vorauszusetzen. Man macht wieder den Ansatz 

k 

y*(x) = 2Ja,u,{x) 

wie in 31, geht aber mit diesem Ansatz jetzt in das dritte Variations- 
prinzip von 2 14 (c) hinein, d. h. bestimmt die so, daß 

b 

fjLL(y*)]*dx 

a 

J y* L(y*)dx 

a 

ein Minimum wird. Entsprechend wie in 3*1 ergibt sich dann, daß dag 
Minimum k* die kleinste Nullstelle der Determinante 

D*{k) = Det. J L(u^) L (Up) — A Wpl dx\ (p, g = 1, . . k) 

ist. Ist \ der mit denselben nach 31 erhaltene Näherungswert, so ist 
> 1 * ^ ^ • Das Verfahren von Ritz-Galerkin liefert also einen besseren 

Näherungswert; aber in vielen Fällen ist bei Orammels Verfahren in 
dieser vereinfachten Form die Rechenarbeit geringer und bereits A* ein 
ausreichender Näherungswert. 

Grammel selbst schaltet noch einen Iterationsschritt (vgl. 3*4) ein, in- 
dem er den Ansatz 

I; 

v-l 

macht, wo die v^(x) Lösungen der Randwertaufgabe 

L{v;)^g(x)u^, = 0 (yu==l n) 

oder, was auf dasselbe hinausläuft, 

(2) v,(x)^ f r (x, f ) g (0 u, (i) di 

a 

Vgl. R. Orammdf Ingenieur- Archiv 10 (1939) 35—46. Biezeno-GrammeU 
Techn. Dynamik, S. 169—172. L, CoUatz, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 19 
(1939) 226f. F. Ifeinel, Ingenieur-Archiv 10 (1939) 283—291. E. Maier, Biege- 
schwingungen von spannungslos verwundenen Stäben, insbesondere von Luft- 
schraubenblättern; Diss. Stuttgart 1940. — In dem obigen Text folge ich der ab- 
geänderten Darstellung, die CoUatz für das Prinzip des Qrammd&Qhen Verfahrens 
gegeben hat. Der praktische Rechner sei jedoch nachdrücklich auf die Arbeiten 
von Orammel und Maier verwiesen, welche die besondere Leistungsfähigkeit des 
eigentlichen (?rammelschen Verfahrens zeigen und nützliche Winke für die Durch- 
führung der Rechnungen und die graphische Durchführung des Verfahrens ent- 
halten. 
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sind. Wendet man nun das vorhergehende Prinzip mit y**, statt y*, 
an, so hat man die kleinste Nullstelle X** einer Determinante zu 

bestimmen, die sich von D* (A) dadurch unterscheidet, daß überall v statt u 
auftritt. Mit 3*4 (b) ergibt sich dann die Genauigkeitsskala 

X* ^ Al ^ Xl* ^ Al , 

d. h. man erhält jetzt einen besseren Näherungswert als durjch Anwendung 
des Galerkimchen Verfahrens auf die und zwar ist, wie Beispiele zeigen, 
die Verbesserung beträchtlich. Für die praktische Anwendimg ist wesentlich, 
daß bei der Behandlung reiner Biegeschwingungen die Berechnung der 
Greenschen Funktion, die zunächst durch {2) hineinkommt, vermieden 
werden kann. 

3-3. Die Lösung anhomogener Bandwertantgaben nach Bitz-Galerkin^). 

Es sei die halbhomogene Randwertaufgabe 

(3) L(y)=f{x)\ U^{y)=-0 (/i = 1, . . ., n) 

gegeben; dabei seien wieder die Voraussetzungen von 213 erfüllt, und es 
sei f(x) stetig. Dann hat die zugehörige homogene Randwertaufgabe 
keine eigentliche Lösung und somit (3) genau eine Lösung y— (p{x). 
Diese läßt sich in folgender Weise approximieren: Es seien u^(x)y . . ., Uj^(x) 
zulässige Funktionen, die voneinander linear unabhängig sind. Man 
wählt in 

k 

9t = 

»» 1 

die Zahlen a, so, daß 

b 

J,9t [^(9t) — 2/(»)] dx = Min, 

a 

d. h. 

k b k b 

f Up L (u^) dx— 2 ^apf Upfdx = Min 

a p-l o 

ist. Die sind durch die Gien 

k b b 

J UpL(u^) dx = f Upfdx (p = 1, . . ., k) 

g«l a a 

eindeutig bestimmt. Dann ist 9?^ eine Approximation von 97. 

Sind auch die Randbedingungen unhomogen, so kann man die Rand- 
wertaufgabe in geeigneten Fällen auf die eben behandelte zuröckführen, 

') TT. Bitz, Journal f. Math. 136 (1909) 1—61, insbes. 52—57. Kryloff, Solution 
approch5e. Für eine Weiterfiihrung der Untersuchungen s. W, H, McEven, Trans - 
actions Americ. Math. Soc. 33 (1931) 979—997; Americ. Journal Math. 59 (1937) 
295-305. 
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indem man mit einer geeigneten Funktion v {x) die Transformation y—y+v 
vornimmt. 

3 * 4 . Das Iterationsverfahreil^). Es seien wieder die Voraussetzungen 
von 2 13 erfüllt, außerdem sei g{x)^2 0 . Man geht von einer beliebigen 
stetigen Funktion y^ix) aus, für die 

b 

f 9 t^dx>0 

a 

ist, und berechnet eine Funktionenfolge • • •» indem 

man, wenn bereits bekannt ist, yt als Lösung der Randwertaufgabe 

i^iyic) = g{^) yk-i(^)'^ u^(yk) = 0 (^ = 1 , . . n) 

bestimmt. Dann ist (vgl. i*6) 

b 

yk(x) = / 

a 

Ist bereits y^ eine zulässige Funktion für die Aufgabe 2* 13 (34), so hat y^ eine 
Entwicklung nach einem vollständigen normierten Orthogonalsystem von 
^^igenfunktionen 

yo = Z'ci,y>p(x), 

und es ist 

Hieraus folgt; ** 

(a) Oh (x) = hat für k -* oo einen von x unabhängigen Grenz- 

yi(®) 

wert, und dieser ist ein Eigenwert ferner ist 

lim k\yi(x) 

k^oo 

eine zu A, gehörige Eigenfunktion. Ist die Eigenwertaufgabe so beschaffen, 
daß die zum kleinsten Eigenwert A^ gehörigen Eigenfunktionen in a < a; < 6 
keine Nullstelle haben, so liefert das Verfahren gerade den ersten Eigen- 
wert Al , falls yQ{x) 4= 0 für a<x <,b ist. Wie aus den Oszillationssätzen 

In der technischen Literatur wird das Verfahren vielfach nach Vianeüo 
und Engesser benannt, in deren Arbeiten sich die Keime des Verfahrens finden; 
vgl. z. B. A. Schleusner^ Zur Konvergenz des Engesser-VianeUo- Verfahrens, Leipzig. 
Berlin, 1938 (45 S.). Im übrigen s. zu diesem Verfahren Biezeno-GrammeU Techn. 
Dynamik, S. 155—163. Ö. Temple, Proceedings London Math. Soc. (2) 29 (1929) 
272ff. 0. Blumenthal, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 17 (1937) 232— 244. L, CoUatz, 
ebenda 19 (1939) 225ff. E. Kamke, Math. Zeitschrift 46 (1940) 283 ff. H. v. Sonden, 
Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 21 (1941) 381 f. 

*) Für Mittel zur Konvergenzbeschleunigung s. Hohenemser, Lösung von 
Eigenwertproblemen S. 18 [344], 
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(9*2 (aj)) folgt, haben z. B. die Sturmschen Eigenwertaufgaben zweiter 
Ordnung die genannte Eigenschaft. 

Beispiel: = y(0) = y(l) 0. 

Wählt man ^ erhält man als Näherungswerte für ji* die Zahlen 

(^) = 8; «,(i) = 9.6; «r. (1) = 9.84. 

(b) Setzt man 

b 

«t =../ 9 y, dz (v = 0, 1. . . k ) . 

a 

SO hängt üi nicht von v ab, und es ist 
die Zahlen 

= ^ ( 4 > 1 ) 

nehmen also mit wachsendem k monoton ab; sie haben als Grenzwert 
einen Eigenwert kf . Man erhält den kleinsten Eigenwert unter denselben 
Voraussetzungen wie bei (a). 

Bei dem vorigen Beispiel wird = 12; p, = 10; pg = 9,88. 

Da 

b 

eit = ^ «“d für ^ > 0: = ^4 

Jgyldx fyt^(»t)dx 

a » 

ist, folgt aus 214 (c), daß jedes ist. 

(c) Hat man den ersten Eigenwert und eine zu ihm gehörige Eigen- 
funktion ^x (^) gefunden, so kann man, um zu höheren Eigenfunktionen 
zu gelangen, das Verfahren mit einer Funktion (x) ansetzen, die zu ^x 
thogonal ist. Für eine wirksamere Gestaltung dieses Verfahrens s. Hohen- 
emser^ a. a. O., S. 19 [34ö]ff. 

D^ Iterationsverfahren führt häufig schon nach wenigen Iterations- 
schritten zum Ziel und kann bei Eigenwertaufgaben zweiter Ordnung 
auch leicht graphisch durchgeführt werden; vgl. Aßi-ß (c). 

8*5. Oenäharte LSziuig von Band- imd Eigenwortaiiigaben nütteb 
rausentaohnnng^). Der Grundgedanke des Verfahrens ist folgender: Es 

1) Vgl. Jf. Plancherdf Bulletin Sc. math. 47 (1928) 163—160, 170—177. 
L, Coüatz, Das Difierenzenveifaiuren mit höherer Approximation für lineare Difie- 
rentialgleichungen; Dies. Berlin 1936. Schvlz^ Formelsaminlung, S. 126-^132. 
L. CoUatz, Deutsche Math. 2 (1937) 189- 216; Zeitschrift f. angew. iMath. Mech. 1 
(1939) 244ff. 
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sei die Randwertaufgabe 

(4) =f{x); U^iy) = (/t = i ») 

gegeben; dabei gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen von i-i. 
Um eine Näherungslösung für die als lösbar vorausgesetzte Aufgabe zu 
erhalten, teilt man das Intervall <a, 6> in m gleiche Teile mit der „Schritt- 
länge“ h = ^ und schreibt für jeden Teilpunkt = a + die Gl 

auf, die sich für ihn aus der DGl von (4) ergibt, wenn dort die Ableitungen 
in geeigneter Weise durch Differenzenquotienten approximiert werden. 
Eine solche Approximation wird auch für die in den Randbedingungen 
vorkommenden Ableitungen ausgeführt. Man erhält dann ein System 
von (algebraischen) linearen Gien für die Näherungswerte der Werte 
y (a-f v h) der gesuchten Lösung y{x) und hat damit die ursprüng- 
liche Aufgabe in eine „finite“ Aufgabe verwandelt. 

Ist eine Eigenwertaufgabe 

L{y) + Xg(z) y = 0; U^{y) = 0 (/^ = 1, . . 

gegeben, so hängen die Koeffizienten des entstehenden homogenen linearen 
GlsSystems noch von A ab. Man hat nun A so zu wählen, daß das GlsSystem 
eine nichttriviale Lösung hat. Man erhält auf diese Weise eine algebraische 
Gl für die Näherungswerte der ersten Eigenwerte. 

Die Umwandlung der infinitesimalen Aufgabe in eine finite Aufgabe 
erfolgt mit Hilfe der folgenden Tabelle (CoUatz, Schulz); durch Ver- 
wendung finiter Ausdrücke höherer Ordnung ist bei gleicher Schrittlänge 
auf eine Erhöhung der Genauigkeit zu rechnen. 


r(x) = 


r(x) = 


^[/(*+Ä)-/(x-Ä)]+ 

i|*[-/{*+2A)+8/(x+A)-8/(x-Ä)+/(x-2Ä)] 

gj* [/(* + 3 A) - 9/ (X + 2 A) + 46/ (* + Ä) - 45/ (X - Ä) 
+ 9./ (X - 2 A) -/(X _ 3 A>] + ^ A« Ä,; 

jiV[/{* + A)-2/{*)+/(x-A)] + ^Ä*Ä4. 

[- / (X + 2 A) + 16/ (X + A) - 30 /(X) + 16/ (x - A) 

-/(x-2A)] + iA*Ä,. 
jg^. [2/ (X + 3 A) - 27/ (X + 2 A) + 270/(x + A) - 490/(x) 
+ 270/(x - A) - 27/ (X - 2 A) + 2/ (X - 3 A)] + ^ JJg A« 
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/"'(*) = 


/W(x) = 


1 [/(* + 2Ä) - 3/(* + A) + 3/(a:) -/(X - Ä)] + |ä Ä«; 
i[/{x+2Ä) — 2/(x + A)-f2/(* — Ä)— /(x — 2Ä)] 

+ ^Ä*Ä5, 

8 P [-/(*+ 3Ä) 4- 8 /(x+ 2Ä)-13/(x+Ä)-M3/(x-Ä) 
- 8 /(x - 2 A) +/(x - 3 Ä) 1 -f 2 ^^ A^ Ä,; 
A[/(.r-f 2A)-4 /(x+A)+6/(x)-4/(x-A)+/(x-2A)] 

+ |-Ja*Äs. 

6-^4 [- / (X + 3 A) + 12/ (X + 2 A) - 39/ (X + Ä) + 56/(x) 
-39/(x-A)-f 12/(x-2A)-/(x-3Ä)]-f ^A^Äg. 


Hierbei bedeutet eine Zahl, die kleiner als das Maximum von \f^\x) | 
in einem Intervall ist, das jeweils alle im finiten Ausdruck vorkommenden 
Abszissen enthält. 

Durch Benutzung von finiten Ausdrücken höherer Ordnung sowie 
durch die Randbedingungen können sich finite Gien ergeben, welche 
Größen Y enthalten, die sich auf Punkte außerhalb des Intervalls a, h 
beziehen. Das läßt sich vermeiden, wenn man am Rande des Intervalls 
Ausdrücke geringerer Annäherung benutzt (vgl. das folgende Beispiel). 
Beispiel (Schulz, a. a. 0., S. 130) : Wählt man für die Eigenwertaufgabe 
+ = 0, y(0) = j/(l) = 0 

Jt =r 4, Ä == i , 80 erhält man durch die Formeln erster Näherung das 
GlsSystem 

+ ro + Y^A*7i==0, 

7, - 2 7, -f 7i -f |;i A* r, = 0 , 

Y^— 2 7,-f 7j-f-|AA* 73 = 0 . 


Wegen der Randbedingungen reduziert sich dieses auf 

(AÄ*~8)Fi+4r* = 0, Fi+(2AA*-8)r2+ 

8 ) 73 - 0 ; 

der kleinste Wert A, für den die Determinante dieses Systems Null ist und 
somit das System eine eigentliche Lösung hat, ist A = 17,87. Dieser Nähe« 
' rungswert weicht von dem wahren Wert 18,956 des kleinsten Eigenwerts 
um 6% ab. 
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Mit den Formeln zweiter Annäherung erhält man die Gien 

- Fs+ie 72-30 Fi-f 16 ^0- 7.i+3Aä27i = 0, 

- 7^+ 16 73 - 30 72+ 16 7i- 7o +6AA*72 = 0 , 

- 7^+ 16 74 - 30 73 + 16 72- 7j +9 Aä2 73 = 0 ; 

7^, 74 fallen durch die Randbedingungen fort; werden eliminiert, 

indem man die DGl auch noch in den Randpunkten in finite Gien um- 
wandelt und dabei Formeln erster Annäherung benutzt: 

7 ^ 2 7o + 7.1 + 0 . A Ä 2 7o = 0 , d. i. 7.i = — Y^, 
73 - 274+73 +1.Aä 274=0, d. i. 73 =- 73 . 

Man erhält jetzt für den kleinsten Eigenwert den Näherungswert 18,86. 

In theoretischer Hinsicht ist von Interesse, daß das Verfahren auch 
schon bei einem gröberen Vorgehen Näheningslösungen liefert, die für 
Ä 0 gegen die wirkliche Lösung konvergieren. Nach PUmcherel gilt 
nämlich folgendes: In der Randwertaufgabe 
( 5 ) [/(^) yT + [y(^) + A] y = h(x), y(0) = y(l) - 0 

seien/ > 0 und zweimal stetig differenzierbar und g, h stetig für 0 ^ a; ^ 1 . 
Ersetzt man die Ableitungen T (^p) durch 

Ä ’ Ä* h V n/ ’ 

so lautet das zugeordnete algebraische System 

»V, ( - 2 r, + r,.,) + n* (/,,! - /,) ( Y, - r..,) 

+ (9p + A) 7y = ä, (v = 1 , . . ., n — 1) 
und dazu noch die Randbedingungen 7 q = 7^ = 0. Ist A kein Eigenwert der 
zugehörigen homogenen Randwertaufgabe, hat also ( 5 ) eine eindeutig 

bestimmte Lösung y (a:), so ist 7, -> y{z) für lim — = x. Ist ä = 0 , Ap der 

p-te Eigenwert der Eigenwertaufgabe und sind A^^ die nach wachsender 
Größe geordneten Nullstellen der Determinante des obigen linearen Gls- 
Systems, so ist A^^ -► Ap für n 00 . 

8*6. Stönmgsrechnimg^). Der Grundgedanke besteht darin, mit Hilfe 
der Lösung einer einfacheren Eigenwertaufgabe die Lösung einer anderen, 
der „gestörten** Aufgabe aufzubauen oder genähert zu berechnen. Dabei 
wird vorausgesetzt, daß die gestörte Aufgabe nach den Potenzen eines 
Parameters h entwickelt werden kann. Die Durchführung dieses Gedankens 
sei an zwei Typen dargestellt. 

Vgl. Cöurant-Hilbert, Methoden math. Physik I, S. 296—302. W* Meyer 
zur Capeüen, Annalen Phys. 400 (1931) 297-362; Ingenieur- Archiv 10 (1939) 
167—174. Ir. CoUatz, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 19 (1939) 297ff. V^. 
ferner q*io fb). A2s*io ^b) und eine demnächst erscheinende Arheif vnn PpJI^Ä 
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(a) Es sei die Sturmsche Eigenwertaufgabe 

(6) [/{*)y'r + [i7(*) + A]y = 0 , 

(7) ay(o) + /Jy'(o) = 0, y y(6) + d 2^(6) = 0 

vorgelegt (|a | + | ^ | > 0 , | y [ -|- | <5 1 > 0 ). Es sei weiter 

f = f.{x) , 9 = ^h'g,(x) 

P^O »-0 

für ein Ä > 0 gleichmäßig und absolut konvergent in a^x^b, stetig, 
stetig diff erenzierbai , /o =# 0 und die erste Reihe gliedweise differenzier- 
bar. Für das ungestörte, aus 

(6o) (/oy'r + (go + ^)y = 0 

und (7) bestehende Problem seien der n-te (z. B. der erste) Eigenwert A = « 
und eine zugehörige normierte Eigenfunktion q)(x) bekannt; x sei ein 
einfacher Eigenwert. Man macht für den w-ten Eigenwert und die zu- 
gehörige normierte Eigenfunktion y)(x) der Aufgabe (6), (7) den Ansatz 

00 OD 

(8) A'i«. > V = . 

r-0 »-«O 

wobei y>Q— sein soll und die die Randbedingungen (7) erfüllen 

sollen. Mit diesem Ansatz geht man in (6) hinein. Ist gliedweises Differen- 
zieren und Multiplizieren der vorkommenden Reilien erlaubt, so sind nun 
offensichtlich A == y = tp eine Lösung von (6), (7), wenn 

( 9 ) ifoVO' + (?0 + »«) Vr = (v = 1, 2, . . .) 

ist; dabei ist 

F,{x) = — X' [<4 vi-p)' + (S'p + /«,.) V.-pl 

p.i 

Da die homogene Aufgabe (6 q), (7) eine eigentliche Lösung hat, ist die 
unhomogene Aufgabe (9), (7) genau dann lösbar, wenn (s. 1-4) 

b 

(10) J F^ipdx = 0 

a 

ist. Diese Bedingungen lassen sich durch geeignete Wahl der erfüllen. 
Für V == 1 ergibt diese Bedingung nämlich 

fii = — f [<P {fl W + 9i y*] • 

a 

Für dieses ist nun {9), (7) mit v = 1 lösbar, und zwar gibt es eine nör- 
mierte, zu 9? orthogonale Lösung Für v = 2 kann nun weiter jul^ so 
•bestimmt werden, daß (10) gilt, und danach wieder (9), (7) für v = 2 gelöst 
werden, so daß die Lösung V’i orthogonal und normiert ist; usw. 
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Wenn die Glieder in (8) rasch abnehmen, kann dieses Verfahren zur 
genäherten Berechnung von \i und dienen. Für Konvergenz beweise 
und Fehlerabschätzungen s. F. Eellich, Math. Annalen 113 (1936), 116 
(1939), 117 (1940). Das Verfahren ist auch auf DGlen höherer Ordnung 
und andere Randbedingungen anwendbar. Für weitere Einzelheiten und 
Beispiele s. Meyer zur CapeUen. 

(b) Es sei jetzt 

(11) L(y) -f A 2^ = 0 , L{y) = [f(x) y'Y + g(x) y 
nebst (7) die ungestörte Eigenwertaufgabe und 

(12) L(y) -f [h r(x) + A] y == 0 

nebst (7) die gestörte Aufgabe. Eigenwerte und normierte Eigenfunktionen 
der ungestörten Aufgabe seien A„, die der gestörten Aufgabe seien 
xp^. Man macht in etwas anderer Bezeichnung wieder den Ansatz 

/'n = + Ä?« + + • • • . V« = r« + ÄMn + A*tl, + • • • . 

Trägt man dieses in (I2) ein und setzt man den Koeffizienten von Ä’' gleich 
Null, so erhält man für v = 1, 2, . . . die Gien 

■AK) + 4«« = -(»' + e«)v* 

(13) + = + 

Sind ^ 

«p.» = / 

a 

die Koeffizienten in der Entwicklung von nach den so folgt aus der 
ersten der Gien (13) mit der Greenschen Formel 

q ^p. q qQp 

mit 

h 

a 

Es ist also Qp — — dp p und, wenn die normiert sein sollen, 

“p = 2 rnrr (p = 1, 2, . . .) . 

q^\ > 

In entsprechender Weise können • • • aus den weiteren Gien (13) 

bestimmt werden. 

Auch dieses Verfahren ist auf DGlen höherer Ordnung und andere 
selbstadjungierte Randbedingungen anwendbar. Für den Fall mehrfacher 
Eigenwerte, weitere Einzelheiten und Beispiele s. Courant-HUberi. 

3*7. Weitere Abichäizniisen für die Eigenwerte. Es handelt sich jetzt 
wieder um die Eigenwertaufgabe 2*13 (34) unter den dort genannten 
Voraussetzungen; außerdem sei g(a;)>0. 
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(a) Aabpaltiingsfonnel von Dnnkerley-Teffcott^). Ist 

g(x)==g^{x)^ h gk(^) (g stetig, > 0 und ^ 0) , 

ist ferner der erste Eigenwert der mit g^ statt g gebildeten Eigenwert- 
aufgabe, so ist 


1 




Ei, 


(b) Anüspaltnngsfoimel von Sonthwell^). Laßt sich L{y) so in DAus- 
drücke w-ter Ordnung 

L{y) = Li(t/) + • • • + Lj^(y) 
aufspalten, daß jede der Eigenwertaufgaben 

die Voraussetzungen von 2 13 erfüllt, und ist der kleinste Eigenwert 
dieser Aufgabe, so ist 

^1 ^ * 

(a) und (b) folgen unmittelbar aus der Festlegung des kleinsten Eigen- 
werts durch das Variationsprinzip in 213. 

(c) Einschliefinngssatz von Temple^). Es sei g(z )>0 und y(x) eine 
zulässige Funktion (s. 213), die 4= 0 in a <x <b ist und für die dort 

~L{y) >0 ist; ferner sei 

lim— L(y) und lim —L(y) 

vorhanden, so daß also ^L(y) in dem abgeschlossenen Intervall a^x^b 
als stetige Funktion angesehen werden kann. Dann liegt zwischen 

»n= Min ^ und M = Max 

a^z^b gy a^x^b gy 

mindestens ein Eigenwert Ar- Ist die Eigenwertaufgabe überdies so be- 
schaffen, daß bei allen Eigenwertaufgaben 2-13 (34) mit beliebigen stetigen 
Funktionen p > 0 die zum kleinsten Eigenwert gehörigen Eigenfunktionen 


8, DunkerUy, Philosophical TraiiBactions London (A) 185 (1894) 279—360; 


dort tritt 



als empirische Näherungsformel auf. Die obige ünGl findet 


sich bei Ä. B, Jeffcott, Proceedings Soc. London (A) 96 (1919) 106—116. 

*) H. Lamb — Jt, F. SouthweU, Proceedings Soc. London (A) 99 (1921) 272. Nach 
Lamb und SotUhweU ist in vielen Fällen ein brauchbarer Näherungswert. 

•) Proceedings London Math. Soc. (2) 29 (1929) 270; die Behauptung^ daß 
man immer Schranken für den Ideiniten Eigenwert erhalte, ist jedoch nicht richtig. 
Vgl. auch J, Baria, Ingenieur- Archiv 8 (1937) 36—37. L, GcUaiZf Zeitschrift f. 
angew. Math. Mech. 19 (1939) 239ff. 
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und nuf diese fdra <x <6 keine Nullstelle haben, so ist sogar 

Wie sich aus g-2 (a^) ergibt, ist diese Voraussetzung z. B. für alle Sturmschen 

Eigenwertaufgaben zweiter Ordnung erfüllt. 

(d) EinschlieBiingssatz von Krylolf-Sogoliiibov^). Es sei g{x)>0. 
Wird für eine beliebige zulässige Funktion y(x) ^0 

b 

.-TT . /!’ = •—! 

I gy^dx J g y* dx 

a' a 

gesetzt, so ist und zwischen 

a— a* und a + F/P— a* 
liegt mindestens ein Eigenwert. 

(e) Äbschät2siingen mittels der Qreenschen Funktion. Aus der zweiten 
ünGl am Anfang von 2-15 ergibt sich im Falle g>0 für den ersten 
Eigenwert eine Abschätzung nach unten: 

. b 

J r(x, x)g(x)dx, 

^ a 


WO r die Greensche Funktion der Aufgabe mit A = 0 ist. Auch wenn 
die Eigenwertaufgabe nicht definit, jedoch y > 0 ist, hat man durch die 
Formel 




= ^l= 17 


von 2*7 (d) die Möglichkeit, den ersten Eigenwert abzuschätzen. Die 
Brauchbarkeit der Formeln wird durch das Eingehen der Greenschen 
Funktion beeinträchtigt, die in vielen Fällen nicht leicht zu berechnen 
ist. Aber es gibt anderseits auch eine Reihe von Aufgabei.., in denen die 
Berechnung von r{x, f) keine Mühe macht; dazu gehören z. B. die Eigen- 
wertaufgaben zweiter Ordnung, bei denen die DGl von der Gestalt 
A (T y = 0 ist, d. h. bei denen es sich also um die Greensche Funk- 
tion der DGl y" = 0 handelt. 

(t) Untere Schranke nach Temide-BicUey^). Es sei ein einfacher 
Eigenwert, eine obere Schranke für den zweiten Eigenwert Ag und 


N, Kryloff — N, Bogoliubov, Bulletin Acad. URSS Leningrad 1929, S. 471 f. 
In der Literatur wurde der Satz bisher nach Weifuiein^ Proceedings USA Academy 20 
(1934) 529—532 benannt. Für den Beweis s. E, Kamke^ Math. Zeitschrift 45 (1939) 
788—790. Ein von Huruya, Memoirs Kyüsyü 1 (1941) 209—211, angegebener 
Beweis ist nicht einwandfrei. 

*) G. Tempte, Proceedings London Math. Soc. (2) 29 (1929) 275. 
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> ßi, wo ßt die in 3*4 angegebene Bedeutung bat. Dann ist 






Qk- 


— Qk 

(g) üntere Schranke nach Trefftz-Newing^). Es sei wieder (/ > 0 und 

Xi ein einfacher Eigenwert. Dann ist 

dabei ist y = 1 — ~ , a und ß haben die in (d) angegebene Bedeutung, 

und Zj sind (rohe) untere Schranken für die beiden eisten Eigenwerte, 
und es soll /2 > a sein. Die Formel dient zur Verbesserung von Ist 
nämlich Zj = eine untere Schranke für so erhält man aus der Formel 
eine neue untere Schranke für X ^ . Allgemein bekommt man aus der Formel, 
wenn man für Zj eine untere Schranke Zf^ einträgt, die neue untere Schranke 

Man erhält so eine Folge von unteren Schranken Zf ^ . . . und k^nn 

so eine anfänglich grobe untere Schranke bis zu einem gewissen Grade 
verbessern. 

(h) Untere Schranken für die höheren Eigenwerte nach Tretltz-Willers^). 

Ist 

oder «*=17^ 

und hat man für die ersten Eigenwerte obere Schranken 

z. B. nach dem Verfahren von Ritz-Galerkin berechnet, so ist 


für y Ä: und außerdem 

Ir 




AK 


1 


p-1 








Nach 215 ist z. B. für gr > 0 


f r {x, x) g(x) dx , 


>) Ä. A. Neuling, Philos. Magazine (7) 24 (1937) 114-127. Etwas anders bei 
Trefftz, Math. Annalen 108 (1933) 696-602. 

. *) Math. Annalen 108 (1933) 696—602. Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 16 
(1936) 336-344. 
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und für Äg liefert die Theorie der IGlen eine entsprechende Abschät- 
zung. 

3'8. Übendcht über die Wege zur Berechnung von Eigenwerten und 
Eigenfunktionen^). Die Eigenwertaufgabe sei 

L(y)=}.g(x)y\ TJf,(y) = ^ (/^ = 1, . . n) . 

Für die zusätzlichen Voraussetzungen, die bei den einzelnen Lösungs- 
verfahren zu machen sind, s. die zitierten Abschnitte. 

(a) Das A (A)-Verfahren. Hier sind keine zusätzlichen Voraus- 
setzungen nötig. Kann man für jedes / ein Hauptsystem von Lösungen 

(14) ?>1 (^. 9 n (*• 

der DGl berechnen, so kann man die Gl J (A) = 0 (s. 2*i) exakt oder mit 
numerischen Methoden auflösen. Hat man sp einen Eigenwert gefunden, 
so braucht man nur die Konstanten so zu bestimmen, daß 

» = ^0) 

i»-i 

die Randbedingungen der Eigenwertaufgabe erfüllt ; dann ist y eine Eigen- 
funktion. 

Wenn die explizite Aufstellung des Funktionensystems (14) Schwierig- 
keiten macht, aber die Existenz reeller Eigenwerte gesichert ist, kann 
man immer noch mit Näherungsmethoden für zwei reelle Werte < A2 
Hauptsysteme (14) berechnen. Haben A und A (A2) dann verschiedene 
Vorzeichen, so liegt zwischen A^ und A2 mindestens ein Eigenwert. Durch 
Verkleinerung des Intervalls (Aj , Ag) und Wiederholung des Verfahrens 
läßt sich der Eigenwert mit beliebiger Genauigkeit berechnen. 

(b) Übergang za einer Integralgleichang. Vgl. 2 9. Für theoretische 
Erörterungen kann dieser Schritt sehr vorteilhaft sein. Für die nume- 
rische Berechnung von Eigenwerten kann er im allgemeinen jedoch nicht 
empfohlen werden, da die Berechnung der Greenschen .Funktion meistens 
nicht einfach ist. 

(c) StÖrangsrechnODg. Vgl. 3-6. Dieses Verfahren scheint z. Z. 
mehr von Physikern als von Technikern benutzt zu werden. Für Fehler- 
abschätzungen kann der Abschätzungssatz von 2*17 nützlich sein, ebenso 

37 («) (t)- 

(d) Übergang an einer Dillerenaengleichnng. Vgl. 3-5. Dieses Ver- 
fahren liefert in vielen Fällen mit verhältnismäßig geringem Bechen- 
aufwand eine ungefähre Übersicht über die ersten Eigenwerte. 

») Vgl. auch N. Kryhff, Annales Toulouse (3) 17 (1926) 163^186; 19 (1927) 
167-199. 
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(e) Übergang zu einer Variationsaufgabe. Vgl. 213 , 31 , 3 - 2 . Hier- 
bei ist besonders auf das Rayleighsche Prinzip, die Näherungsver- 
fahren von Ritz und Chlerkin und Grammel sowie auf die Abschätzungssätze 
2 * 17 , 37 (^) (^) binzuweisen. Alles das sind sehr brauchbare Mittel 

zur genäherten Berechnung von Eigenwerten. Da die Wirksamkeit des 
Rayleighschen Prinzips und der beiden andern Näberungsverfahren um 
so größer ist, je besser die Funktion y bzw. die Funktionen 
die ersten Eigenfunktionen approximieren, wird man gelegentlich mit 
Hilfe des Iterationsverfahrens 3 4 sich bessere Approximationen der ersten 
Eigenfunktionen verschaffen; häufig genügt bereits ein Iterationsschritt. 

(I) Iterationsverfahreu. Vgl. 3 * 4 . Dieses führt in vielen Fällen schon 
nach wenigen Schritten zu guten Annäherungen. Rechnerisch ist es jedoch 
nicht immer bequem. Bei Eigenw'ertaufgaben zweiter Ordnung läßt es 
sich jedoch auch graphisch durchführen (s. A 31*3 (c)) und führt dann 
häufig recht schnell zum Ziel. 

(g) Interpolationsverfahren. Erwähnt sei auch noch folgendes Ver- 
fahren^): Wie bei dem Näherungsverfahren von Ritz-Galerkin geht man 
von k zulässigen Funktionen u^ix), . . ., Uj^(x) aus, bildet 

k 

y = 

und bestimmt die a, und / so, daß die Funktion y d^nk gegebenen Stellen 
a ^ < ajg < • • • die DGI der Eigenwertaufgabe erfüllt. Die 

so erhaltene Zahl A und die Funktion y(x) sind dann Näherungen für 
einen Eigenw'ert und eine zugehörige Eigenfunktion. Das Verfahren 
ist ziemlich primitiv, es hat jedoch den Vorzug, daß es ein weites Anwen- 
dungsgebiet hat. 

(h) Zu den bisher genannten Methoden kommen noch die Abschätzungs- 
sätze von 3 * 7 . Für Eigenwertaufgaben zweiter Ordnung s. auch 9 * 5 . 
Einen Einblick in die Wirksamkeit der verschiedenen Methoden wird 
man durch die durch gerechneten Beispiele bekommen, die man bei L, Collatz, 
Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 19 (3939) 303ff. findet. 

Für die Lösung von Randwertaufgaben bei DGlen zweiter Ordnung 
oder Systemen von solchen DGlen mit konstanten Koeffizienten ist auch 
noch die .Methode der endlichen Fourier-Transformation zu nennen: s. 
H. Knieß, Math. Zeitschrift 44 (1939) 266 — 292. 

^) R. A, Frazer — W, P. Jones — Sylvia W, Skan, Aeronautical Research Com- 
mittee Reports and Memoranda No. 1799; Air Ministry London 1937. Das Verfahren 
wird dort „collocation method“ genannt. Es ist, wie die obige Beschreibung zeigt, 
ein Interpolationsverfahren. 
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4. .Selbstadjungierte Eigenwertaufgaben bei der Differential- 
gleichung JJf, (®) SS X JJg, (®) 

4-1. Fonnnliening der Anl^abe^). Ein erheblicher Teil der vorhe 
angeführten Sätze und Methoden läßt sich auf Eigenwertaufgaben über 
tragen, bei denen der Parameter A in allgemeinerer Weise, aber immer nocl 
linear in die DGl eingeht. Es sei also die D61 

(1) F(y)=XG(y) 
gegeben, wo 

F{y) = fiL G(y) = 

p -0 i »-0 

gegebene selbstadjungierte D Ausdrücke sind; dazu seien die alten Rand 
bedingungen (s. i-i) 

( 2 ) ü^(y) = 0 (/A = 1 , . . 2 m) 

gegeben. Ihirchweg wird hier vorausgesetzt: 

(a) 0 ^ n < ni. 

(b) /y —f^{x) und = g^(x) sind im Intervall reell, r-ma 

stetig dijfferenzierbar, ferner ist =f= 0 , ^ 0 . 

(c) Die Aufgabe (i), ( 2 ) ist für jedes A selbstadjungiert. Das besagt 
Erstens ist die aus der DGl F(y)= 0 und den Randbedingungen ( 2 ) be 
stehende Randwertaufgabe selbstadjungiert, d. h. es ist 

[E* («.»)fa = 0 

für je zwei Zahlensysteme 

iu(a), u'(a), . . ., u(b), u'(b) u^-”'~^^{b), 

^ |t>(o), v'(a), . . ., i;( 6 ), f/( 6 ), . . 

die beide die Gien ( 2 ) erfüllen; dabei ist F* der in der Greeoschen Forme! 
(vgl. A 17 - 6 ) 

b 

f [vF{u) — uF{v)] dx = [F* (u , «)]‘ 

a 

auftretende bilineare DAusdruck 

F*(u,v) = fj ^ (-If [(/,«<’'>)<»> !><'’> 

r-1 p+f-v»! 

Außerdem ist zweitens auch 


Zu dem Abschnitt 4 vgl. E, Kamke, Math. Zeitschrift 46 (1940) 231 — 286. 
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für je zwei Zahlensysteme (3), die beide die Gien (2) erfüllen; dabei ist 
0*(UfV) der bilineare DAusdruck, der in der Greenschen Formel 

b 

/ [vOfu) — uG{v)] dx = f)]* 

a 

aufbritt und analog wie das obige F* aussieht. 

Bei der in 2 und 3 behandelten Eigenwertaufgabe ist 0{y) = g(x)y 
und G* ^ 0 , also die letzte, auf G bezügliche Bedingung von selbst erfüllt. 

Entsprechend der in 2*l eingeführten Bezeichnung wird unter einer 
Eigenfunktion der Aufgabe (i), (2) eine solche Lösung verstanden, 
die ^ 0 ist; jeder Wert von A, für den es eine Eigenfunktion gibt, heißt 
wieder Eigenwert. 

4 * 2 . Vorbemerkungen allgemeiner Art. Zu derDGl (i) gibt es für jedes ;i 
ein Hauptsystem von Lösungen 

aus dem sich jede Lösung von (i) linear komponieren läßt. Daher gibt es, 
wie wieder leicht zu sehen ist, für jeden Eigenwert Xq eine Zahl k = fc(^) 
von linear unabhängigen Eigenfunktionen y>i(x), , . ,,y)i^{x), so daß die 
sämtlichen zu Xq gehörigen Eigenfunktionen gerade die Funktionen 

y>(x) = Cj H h Ci Vi (Z\Cp\> 0) 

sind. Diese Zahl k heißt die Vielfachheit des Eigenwerts X^\ offenbar 
ist 1 ^ ^ 2 m. 

Es sei nun weiterhin das Hauptsystem der (x, X) so gewählt, daß 

yf (a, A) = (p = 1, . . 2 m; q = 0 2 r» — 1) 

ist. Dann heißt die Determinante 

J (A) = Det. 1 (y,) 1 {p,v==l 2 m) 

wieder die charakteristische Determinante der Eigenwertaufgabe. 
J (A) ist eine ganze Funktion von A. Ist J (A) = 0, so ist jede Zahl A ein 
Eigenwert. Ist A (A) ^ 0, so gibt es höchstens abzählbar viele Eigenwerte; 
diese sind die Nullstellen der ganzen Funktion A(X) und haben somit 
keinen im Endlichen gel^enen Häufungspunkt. Ein Eigenwert A^ hat 
genau dann die Vielfachheit ky wenn die Determinante A (Ao) den Rang 
2 m — k hat. 

Weiter läßt sich (vgl. 2-2) auch wieder die Greensche Resolvente 
einführen, und wenn y>i(x), y)2(x) Eigenfunktionen sind, die zu verschie- 
denen Eigenwerten Aj, A2 gehören, besteht die Orthogonalitätsbe- 
ziehung 

(4) / V»! ö (v*) - 0 . 
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4*8. Nonnale Eigenwertaufgaben. Die Eigenwertaufgabe (i), ( 2 ) heißt 
normal, wenn für jede ihrer Eigenfunktionen y){x) die ünGl 

b 

j ip G(y>) da: 4= 0 

a 

besteht, wo Jp die zu y; konjugiert komplexe Funktion bedeutet. 

Eine Funktion ^(a:) heißt eine zulässige Funktion für die Aufgabe 
(l), ( 2 ), wenn u(x) 2»i-mal stetig differenzierbar ist und die Randbedin- 
gungen ( 2 ) erfüllt. 

Die selbstadjungierte Aufgabe (i), (2) ist sicher dann nornia), wenn 
eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 

(a) G{y) — g{x)yy wo 0 , jedoch ^ 0 (oder gf ^ 0 , jedoch ^ 0 ) füi 
x^b ist; 

(b) für jede reelle zulässige Funktion u(x) ^0 ist 

b 

f u G (n) dx > 0 (oder stets < 0) ; 

a 

(c) A = 0 ist kein Eigenwert, und für jede reelle zulässige Funktion 
u(x) ist 

b 

f uG(u) dx ^ 0 (oder stets ^ 0 ) ; 

a 

(d) für jede reelle zulässige Funktion v{x) ist 

b 

(5) fuF{v)dx^0, 

a 

und außerdem ist für diejenigen zulässigen Funktionen n (x) ^ 0 , für die 
in ( 5 ) etwa das Gleichheitszeichen gilt, 

b 

(6) fuG(U)dx=^0 

a 

und hat ein festes Vorzeichen für alle diese u. 

Tst (d) erfüllt, so soU die Aufgabe definit heißen und insbesondere 
eigentlich definit oder im engeren Sinne definit, wenn ( 5 ) für alle zulässiger 
Funktionen i^(a;)^0 sogar mit Ausschluß des Gleichheitszeichens gilt 
Um zu entscheiden, ob bei einer speziell gegebenen Aufgabe einer der Fälle 
(b) bis (d) vorliegt, dafür wird man in erster Linie wieder die Dirichletsohc 
Formel heranziehen (vgl. 2-6 (c)). 

Auch für die normalen selbstadjungierten Eigenwertaufgaben der jetzt 
betrachteten allgemeineren Art gelten die auf S. 201 angeführten Tat- 
sachen. 
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4-4. Definite Eügenwertanfgaben. Die Eigenwertaufgabe (i), ( 2 ) sei 
jetzt selbstadjungiert und im engeren Sinne definit^). 

(a) Es gibt dann unendüch viele Eigenwerte; sie lassen sich in einer 
Folge 

<A, 

anordnen, bei der Ap > 0 oder < 0 ist, je nachdem p > 0 oder < 0 ist, 
und bei der jeder Eigenwert in seiner Vielfachheit aufgeführt sei. Die 
Folge bricht höchstens nach einer Seite ab, und es ist jAp | ^ oo für | p | -> oo. 

(b) Zu der obigen Folge der Eigenwerte gibt es ein vollständiges 
normiertes Orthogonalsystem von Eigenfunktionen 

V_i(a:), Vi(x), ygW 

d. h. ein System von Eigenfunktionen, für das 

gilt und das die Eigenschaft hat, daß jede zu einem Eigenwert A* gehörige 
Eigenfunktion sich aus den endlich vielen, zu A"*" gehörigen Eigenfunk- 
tionen des obigen Systems durch lineare Komposition gewinnen läßt. 

(c) Gibt es einen positiven Eigenwert, so gibt es zulässige Funktionen 
u(x)y für die 

b 

J uO(u) dx > 0 

a 

ist ; es ist dann 

0 

J u F{u) dx 

= , 

u ? 

I u 0(u) dx 
d 

wenn hierbei alle zulässigen Funktionen u betrachtet werden, für die der 
Nenner positiv ist. Gibt es einen negativen Eigenwert, so gibt es auch 
zulässige Funktionen u{x), für die 

b 

J uO{u) ax < 0 

a 

ist; es ist dann entsprechend 

b 

J u F(u) dx 
A^i = Max ir 

tt . 

J u 0(u) dx 

a 

Es würde genügen, daß die Aufgabe überhaupt deßnit ist. Bei der obigen 
schärferen Voraussetzung werden jedoch die Formulierungen einfacher. 
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(d) Ist yfi(x), . . fPp^i(x) ein zu den Eigenwerten Aj, . . .i ge- 
höriges Orthogonalsystem von Eigenüinktionen und gibt es noch weitere 
positive Eigenwerte, so ist 

b 

f u F(u) dx 

A^ = Mini^ , 

** J uO(u)dx 

a 

wenn hierbei solche zulässigen Funktionen u(x) betrachtet werden, für die 

h b 

JuO(u)dx'>0 und JuG{y)^)dx = 0 {v — 1, . . .. p — 1) 

a a 

ist. Ist . . ., V-(p-i) ein zu A^^, . . ., gehöriges Orthogonal- 

System von Eigenfunktionen, so gilt entsprechend 

b 

J u F{u) dx 

= . 

f u Q(u) dx 
a 

wenn hierbei solche zulässigen Funktionen betrachtet werden, für die 

b b 

f uG(u) dx und j uG {%pj) da: = 0 (y = — 1, . . ., — (p — 1)) 

a a 

ist. 

(e) Aus (a) ergibt sich die für die numerische Berechnung von Eigen- 
werten wichtige Tatsache: Ist uix) eine zulässige Funktion, für die 

b 

j uG{u) dx =i= 0 

a 

ist, so liegt zwischen 0 und 

b 

J uF{u)dx 

a 

b 

j uQ(u) dx 

a 

mindestens ein Eigenwert. 

(I) Über die Vorzeichen der Eigenwerte. Ist für jede zulässige Funk- 
tion u(x) 

b 

f uG{u)dx^0 0) , 

a 

SO sind alle Eigenwerte positiv (negativ). Gibt es in <a,A> ein Teilintervall 
<^OL,ßy, in dem alle 

(7) (— ir 9p(^) ^0 fv = 0, 1, . . ., w) 
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sind und mindestens eine dieser Funktionen > 0 ist, so gibt es siober un« 
endiidb viele positive Figenwerte. Gilt in (7) das entgegengesetzte Un- 
gleicbheitszeichen, so gibt es sicher unendlich viele negative Figenwerte« 
Gibt es Teilintervalle (,<x,,ßy von beiden Arten, so gibt es sowohl unendlich 
viele positive als auch unendlich viele n^ative Figenwerte. 

(g) Weiter gilt die 

unabhängige Festlegung der Eigenwerte nach Courant von 2*i6, wenn 
darin L(y) durch F(y) und gy^ durch yO{y) ersetzt wird; 
der Abschätzungssatz von 2*17, wenn auch die Aufgabe 

F(y)=X*G^{y); U^(y) = 0 {f* = 1 2m) 

selbstadjungiert und wenn für jede zulässige Funktion y{x) 

b b 

f y^iy) ^ / yö'(y) 

a a 

ist; 

das Näherungsverfahren von Ritz und Galerkin nebst dem Abschätzungs* 
satz von Kryloff von 3*1, wenn zulässige Il\mktion‘en sind, 

welche die Orthogonalitätsbeziehungen 

fu^O(Uf)dx=0 (p=4=g) 
a 

und die UnGlen 

b 

j Up O (Up) da? > Ü (bzw. < 0 ) 

« 

erfüllen. Es ist dann 

D(A) = Det. / Mp [F (w,) — X Cp,, ö(m,)] dx (p, g = 1, . . *) 

a 

ZU setzen. 

4 5. Entwicklungen nach Eigenfonktionen. (a) Die Eeihe 

p rp\ 

konvergiert für v == 0, 1,..., m — 1 und ist *); dabei ist 

r{x,S) die Greensche Funktion der Randwertaufgabe^) 

F(y) == 0 ; Up (y) = 0 - 1 2 m) 

und 

Diese hat, da A » 0 bei eigentlich definiten Aufgaben (i), ( 2 ) kein Eigenwert 
ist, eigentliche Dösnng; daher ezistiert die Greensche Funktion. 
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(b) Für eine stetige Funktion 0(x) heißen die Zahlen 

o = j^/ 0G{y)j,)dx 
rpl a 

ihre Fourier-Koeffizienten in bezug auf die Eigenwertaufgabe (i), (2). 
Für die Fourier-Koeffizienten einer zulässigen Funktion 0{x) gilt 

b 

J 0F(0)dx (Besselsche Ungleichung) 

p « 

und 


U ^ J 00(0) dx (Parsevalsche Formel) . 

p rpl a 

Ist auch W{x) eine zulässige Funktion und sind bj, ihre Fourier-Koeffi- 
zienten, so ist 


P 1 pt a 


Unter etwas anderen Voraussetzungen gilt eine zweite Besselsche Un- 
gleichung 

f0O{0)dx; 

p 


hierfür ist wie bisher vorauszusetzen, daß die Aufgabe (i), (2) selbst- 
adjungiert und definit ist, außerdem, daß 0 eine in bezug auf O zu- 
lässige Funktion ist und daß für jede in bezug auf 0 zulässige Funk- 
tion u(x) 

b 

j uO(u) dx ^ 0 


gilt. Dabei soll eine Funktion u(x) in bezug auf G zulässig heißen, wenn 
sie 2 n-mal stetig differenzier bar ist und die genormten Randbedingungen (2) 
(vgl. 2*3) erfüllt, soweit diese Ableitungen der Ordnung ^ 2 n — 1 ent- 
halten. Ist speziell 0(y) = g(x) y, so ist jede stetige Funktion u{x) eine 
zulässige Funktion dieser Art. 

(e) Für die Aufstellung eines Entwicklungssatzes der üblichen Art 
werden die Randbedingungen wieder genormt. Es seien dann 


(8) = o (// = i.2,.... ?) 

diejenigen der Randbedingungen, die nur Ableitungen der Ordnung ^ m — 1 
enthalten. Die Aufgabe (i), (2) möge abgeschlossen heißen, wenn 
7 (x) = 0 die einzige (m — l)-mal stetig differenzierbare Funktion ist, 
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die den Randbedingungen (8^ und außerdem für jede zulässige Funktion 
u(x) der Gl 

h 

J Y 0(u) dz =:^ 0 

a 

genügt (vgl. hierzu (d)). 

Dann gilt der Entwicklungssatz: Ist die Aufgabe (i), (2) selbstadjun- 
giert und eigentlich definit, so konvergieren für jede zulässige Funktion 
0{x} mit den Fourier-Koeffizienten Op die Reihen 

{v^m—i), 

und zwar konvergieren sogar die Reihen der absoluten Beträge der Glieder 
gleichmäßig in a ^ 2 ; ^ 6. Ist die Aufgabe überdies abgeschlossen, so ist 

<P(a:) = JJ aj,y>j,(x) , 

P 

und man kann die Reihe gliedweise (m — l)-mal differenzieren. 

(d) Die selbstadjungierte Aufgabe (i), ( 2 ) ist genau dann abgeschlossen, 
wenn Y(x)^0 die einzige Funktion ist, die folgende Bedingungen erfüllt: 

(a) Yix) ist (m— l)-mal stetig differenzierbar und erfüllt die Rand- 
bedingungen (8); 

(ß) wird 

ö, (m) = G, (m) = ^ 0,^1 («) + g, (v = n—l 1,0) 

gesetzt, so existiert Ö„(F) für v = 0, 1, . . ., w; 

(y) ßo(l') = 0'): 

(d) für alle zulässigen Funktionen u(x) ist 

^\- ir = 0 . 

p-0 

Beispiel: Es sei m ^ 2, n = 1, d. h. die DGl (i) möge 

■f (y) + 1 [(»i y'Y + »0 y] = 0 
sein; unter den Randbedingungen mögen sich die Gien 
y(a) = y'{a) = y{b) = y'(b) == 0 

befinden. Dann ist (ß) und (d) von selbst erfüllt, und die Gl (y) lautet 

(^1 y'Y + y = 0 . 

Daher ist die Aufgabe sicher abgeschlossen, wenn die Randwertaufgabe 
{9i y'Y + yo y = 0, y(a; = y'(a) = y{b) = y'(b) = 0 
nur die Lösung y^O hat. Ist g^ia) 0, so ist sicher 0 in jedem Intervall, 
das den Punkt a enthält und in dem yi 4= 0 ist; Entsprechendes gilt für den Punkt 6. 
Daher ist die Aufgabe sicher abgeschlossen, wenn höchstens eine Nullstelle 
hat*). 


Für n = 1 und n = 2 kann diese Gl durch 0(7) = 0 ersetzt werden. 
*) Vgl. auch H, Boemeff Math. Zeitschrift 34 (1932) 304. 
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5. Rand- und Nebenbedingungen allgemeinerer Art 

Die gegebene D61 sei wieder (vgl. i-i und 2«l) 

i{y)=/(*) oder L(y) + Xg(x)y=f(x). 

Die bisher behandelten Randbedingungen bezogen sich auf die beiden 
Endpunkte eines endlichen IntervaUs. Diese Randbedingungen sind in 
mannigfacher Weise verallgemeinert worden. 

(a) Das Intervall ist nach einer Seite unbegrenzt, z. B. das Intervall 

a ^ a; < cx). Für die D61 werden Lösungen y(x) gesucht, die für a; -► oo 
gegen Null streben oder beschränkt bleiben, während für den Punkt a 
evtl, noch Randbedingungen der bisherigen Art vorgeschrieben sind (na- 
türlich unter Fortfall der auf den Punkt b bezüglichen Teile dieser Be- 
dingungen). Entsprechend bei einem Intervall — oo und 

— CX5 < a? < + oo. 

(b) Ist der Punkt b singuläre Steile der DGl, so wird eine Lösung ge- 
sucht, die für b gegen Null strebt oder beschränkt bleibt, während 
für den Punkt a evtl, noch Randbedingungen der bisherigen Art vorge- 
schrieben sind. Entsprechend, wenn ar = a oder beide Endpunkte des 
Intervalls singuläre Stellen sind. 

(c) An n Stellen 

a = Ul < Ug < • < a,, = 6 

sind Funktionswerte 

y (/i = 1, • • n) 

der gesuchten Funktion vorgeschrieben. 

(d) Allgemeiner: Mit gegebenen Zahlen wird für 

a = <a2 <• • • <a^ = b 

y-0 

gebildet und 

p-i 

vorgeschrieben. 

(e) Es werden Integralbedingungen 

U J dx = (^=1, n) 

»-0 a 

Torgeschrieben. 

(f) Zu den Bedingungen in (d) treten Integralglieder hinzu. 
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(g) Es werden Bedingungen 

p-O a 

vorgeschrieben, wo die Integrale Rieinann- Stielt jes-Integrale sind. In 
(g) sind die Bedingungen (c) bis (f) sowie die vorher behandelten eigent- 
lichen Randbedingungen enthalten. 

Allen diesen Randbedingungen ist die Linearität gemeinsam. Darauf 
beruht es, daß sich ein großer Teil der vorher für eigentliche Randbedin- 
gungen entwickelten Theorie auf diese allgemeineren Fälle fast wörtlich 
übertragen läßt. Das gilt insbesondere für die Existenz einer Greenschen 
Funktion und die Zurückführung der Randwertaufgaben auf IGlen, 
ferner, soweit keine singulären Stellen auftreten und <o, 6> ein endliches 
Intervall ist, auch für die Determinante J (X) und ihre Bedeutung zur 
Bestimmung von Eigenwerten. 

Im einzelnen vgl. man 

Zu (a) und (b): 9*9 und 9*10. 

Zu (c): C. E, Wilder y Transactions Americ. Math. Soc. 18 (1917) 415—442; 
19 (1918) 156—166. H. Geppert, Math. Annalen 95 (1926) 368- 388. Ausführliche 
Darstellungen, welche die Methoden und Begriffsbildungen von Birkhof/ (s. 2*3 bis 
2*5) benutzen und zu Existenzsätzen für Eigenwerte und Entwicklungssätzen Vor- 
dringen. Für die Eigenwerte ergeben sich dieselben asymptotischen Darstellungen 
wie in 2*4. Für eine von der üblichen abweichende Überführung der Randwert- 
aufgabe in eine IGl s. Kowulexmku IGlen, S. 33ff.; T. Takaau, Töhoku Math. 
Journ. 31 (1929) 378-387; A, Kneschke, Deutsche Math. 5 (1941) 384-393. 

Zu (d): K, Toyoda, Tdhoku Math. Journ. 38 (1933) 343 — 355. J, Tamarkine, 
Math. Zeitschrift 27 (1928) 1—54. 

Zu (e): M. Ptcone, Atti Accad, Lincei (5) 17 (1908) 340—347; (6) 15 (1932) 
942-948. 

Zu (f) 0, Mammana, Autovalori e autosoluzioni per la piü generale equazione 
diüerenziale lineare ordinaria, Annali Pisa 15 (1927). Ausführliche Darstellung, in 
der auch die allgemeinere DGl 

L(y) + Afif(a;,Ä)y =/(.r, A) 

sowie verschiedene Sonderfälle behandelt werden. 

Zu (g): R. D. Carmichaely Americ. Journ. Math. 44 (1922) 129—152. N, Ciora- 
nescuy Buletinul Cemau^ 5 (1931) 99- 117. M. Picone, Atti Accad. Lincei (6) 16 
(1932) 942—948. Dort wird auch die DGl 

»-0 

behandelt. 

Außerdem sei angeführt: 

Ö. Sanaoney Rendiconti Palermo 66 (1931) 168—176. Es wird die DGl . 

y(») + c,_, + A [e._» »<"-•> ^ f- c. y] = 0 

mit homogenen Randbedingungen (c) behandelt. 
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L* Briaiow^ Transactions Americ. Math. Soc« 33 (1931) 465—474. Es wird die DGl 

«-9 

x» -f c -4- ^ /,(x) a:*' + A y = 0 

r— 0 


mit den Randbedingungen 

7W (a) = a (a) (r == 0, . . n - 1) 


behandelt; dabei soll a; == 0 ein schwach singul&rer Runkt der DGl sein und Y^^\a) 
den Wert bezeichnen, den y^*’l(a) nach einmaligem Umlaufen des singul&ren Punktes 
annimmt. 


§ 2. Rand- und Eigenwertanfgaben bei Systemen linearer 
Differentialglekhungen. 

6. Rand- und Eigenwertaufgaben bei Systemen linearer 
Differentialgleidiungen. 

Lit.: E, 'Bounitzhy, Journal de Math. (6) 5 (1909) 65—125. M. Böcher, Trans- 
actions Americ. Math. Soc. 14 (1913) 403—420.. 0, D. Birkhoff— E. E. Langer, 
Proceedings Americ. Acad. 58 (1923) 53—128. G. A. Blios, Transactions Americ. 
Math. Soc. 28 (1926) 661-584. 

Für Systeme verl&uft vieles ganz ähnlich wie für eine DGl n-ter Ordnung, ln 
Fällen gleichlaufender Entwicklungen wird im folgenden auf die entsprechenden 
Stellen von § 1 verwiesen und nur das Abweichende hervorgehoben. 

6*1. Begdchnimgen und Lösbarkeitsbedingimgen^). Es sei das lineare 
DGlsSystem 

(I) m' ( iC) = U, +4(x) (^ = 1 n) 

mit Funktionen ^ gegeben, die im Intervall a^x^b stetig sind. 
Mit einer Matrix*) 

( aji,..., ttj ßl,n\ 

I 

®n,«> ßn,l’ • • ßn,nf 

vom Bang n und mit gegebenen Zahlen werden die Randbedingungen 

(2) U^{u)^y, (/i-1 n) 

gebildet, wobei 

(3) («) = JJ [a^ ^ (o) + ^ % (6)] 

K-1 


^) Vgl. 1*1 und 1 - 2 . 

*) Wie in i kann für die ersten Entwicklungen die Anzahl der Zeilen auch 
4= n sein. 
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ist. Es ist ein System von Funktionen 


ujx) 

gesucht, welches die DGl (i) und die Randbedingungen (2) erfüllt. Das 
ist die Randwertaufgabe (i), (2). Die Randwertaufgabe heißt halb- 
homogen, wenn die = 0 sind, und homogen, wenn außerdem die 
= 0 sind. Die zu (i), (2) gehörige homogene Randwertaufgabe ist also 


(4) 

(5) 




UJu) = 0 


(/« = 1 n) • 


Die triviale Lösung = • • • = = 0 der homogenen Aufgabe gilt^ 

nicht als eigentliche Lösung. Ist die homogene Aufgabe überhaupt eigent- 
lieh lösbar, so gibt es eine Matrix linear unabhängiger Lösungen 


t^i 1, . . ., Wj „ , 


1» * • *> ^k, n 

derart, daß jede Lösung von (4), (5) aus diesen k Lösungen 

durch lineare Komposition erhalten werden kann, d. h. in der Gestalt 

k k 

“1 = 27 s s.i' ••••«» = 27 s s.» 

p-i p-i 

darstellbar ist. Die Randwertaufgabe wird dann Ä;-fach lösbar genannt. 
Ist 

(6) 97, 1 (x), . . (v = 1 , . . ., n) 

ein Hauptsystem von Lösungen für das DGlsSystem (4), so ist die homogene 
Randwertaufgabe genau dami eigentlich lösbar, wenn die Determinante 

(7) A = Det. \U^ (9?,)1 (/*, v = 1 , . . ., n) 

den Wert 0 hat; dabei bedeutet den Ausdruck, der durch Einträgen 

der in (6) hingeschriebenen Zeile in entsteht. Hat A den Rang r, so ist 
(4)1 ( 5 ) — r)-fach lösbar. Entweder hat die Aufgabe (l), (2) genau eine 

Lösung oder die Aufgabe (4), (5) mindestens eine eigentliche Lösung. 

6- 2 . Die adjungierte Bandwertaulgabe^). Das zu (4) adjungierte DGls- 
System (vgl. A 9*4) ist 

(8) v' == — ^4 ^ S (/“ = 1 »») • 

v -1 

Wird mit irgendwelchen stetig differenzierbaren Funktionen u^ix), v^(x) 
der DAusdruck h 

= w' — ^ 4 .»S 
»-1 


*) Vgl. 1.3. 
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und der zu diesem adjungierte DAusdruck (vgl. A 9*6) 

»-1 

gebildet, so lautet die Grcensche Formel, wie unmittelbar zu sehen ist, 

(9) IJI K A* ~ % h ^ [«/. (*) »A. (*) — («) \ (®)] • 

/4— 1 a iti—1 

Werden mit einer Matrix (y, d) (entsprechend der Matrix (a, ß)) vom 
Bang n die Ausdrücke 

1^-1 

und mit diesen die Randbedingungen 

(10) F^(v) = 0 (/i 1, . . w) 

gebildet, so heißt die Randwertaufgabe (8), (lO) zu (2]), (5) adjungiert, 
wenn die rechte Seite von (9) 

i7K(ft)»,(ö)-«,(a)«;,(a)] = 0 
»-1 

ist für je zwei Zahlensysteme 

(«)» . . (a) , «1 (6), . . ., u^(b) , 

• • •» vja ) , v^ib), . . ., f;,,(6), 

von denen das erste den Randbedingungen (5) und das zweite den Rand- 
bedingungen (10) genügen soll. Diese Bedingung besagt dasselbe wie 

ßt,,kKt) ^ ^ = 1, n) 

(Bliaa, S. 564 f.; vgl, auch Bounitzky, S. 73 — 76 ). Die Randwertaufgaben 
(4), (5) und (8), (10) sind stets gleichzeitig lösbar und haben dieselbe Viel- 
fachheit von Lösungen. 

Die halbhomogene Randwertaufgabe (i), (2) mit = 0 ist genau 
dann lösbar, wenn 

(*)*** = ® 

j>—l 0 

für jedes Lösungssystem Vj, . . ., der Aufgabe (8), (10) ist. 

Für selbstadjungierte Aufgaben s. 6*5. 
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6-8. Die Greensche Hatriz^). Eine Matrix 

.... 



\*^n, 1 ^)> * • *> ^n,n (^> f)/ 

heißt Greensohe Matrix für die Randwertaufgabe (4), ( 5 ), wenn die 
n Zeilen eine Qrundlösung (s. A 9 * 7 ) des DGlsSystems (4) bilden und außer- 
dem als Funktionen von x für jedes a < f < 6 die Randbedingungen ( 5 ) 
erfüllen. Eine Oreensche Matrix gibt es genau dann, wenn die homogene 
Aufgabe (4), ( 5 ) keine eigentKche Lösung hat, und zwar gibt es dann genau 
eine Greenscbe Matrix. Man kann diese aus der in A 9*7 angegebenen 
OrundlÖBung erhalten, indem man die so bestimmt, daß jede 

Zeile der Grundlösung die Randbedingungen erfüllt*). Die Elemente 
/J, ^ (Xjf) der Greenschen Matrix für die adjungierte Aufgabe ( 8 ), ( 10 ) sind 

und die Lösung der halbhomogenen Aufgabe (i), ( 2 ) mit = 0 ist 

^>- 2 ! f )/|.(^) (” = 1 «) • 

p-l a 

W. M, Whybum^ Annals of Math. (2) 28 (1927) 291—300, hat den 
Fall behandelt, daß die , nur summierbar statt stetig sind. Für ver- 
allgemeinerte Greensohe Matrizen s. W, T. Reid, Americ. Journ. Math. 53 
(1931) 443—459. 

6 * 4 . Randwertaufgaben, die einen Parameter enthalten; Eigenwert- 
anlgaben*). Es seien jetzt noch stetige Funktionen gegeben, 

die nicht alle = 0 sind. Mit einem Parameter X wird die allgemeine Rand- 
wertaufgabe 

(11) m' + u^{u) = y^ (^ = 1, .... n) 

r-1 

und die zugehörige homogene Randwertaufgabe (Eigenwertaufgabe) 

( 12 ) = + t7^(M) = 0 (j«==l n) 

gebüdet. Die zu (ii) adjungierte Randwertaufgabe ist 

(13) »p = -.r + fl'.. = 0 (i“ = i «)- 

r-l 

’) Vgl. 1*5 und 1*6. 

* *) Für eine explizite Darstellung der Greenschen Matrix s. Bounitzky, S. 70 
•) Vgl. 2«i und 2*2. 
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wo die die in 6*2 angegebene Bedeutung haben. Eine Zahl A, für welche 
die homogene Aufgabe (i2) eine eigentliche Lösung * • m 
E igenwert, die Lösung selber Eigen vektor. Dem Eigenwert wird die 
Vielfachheit k zugeschrieben, wenn es für ihn genau k linear unabhängige 
Eigenvektoren gibt. 

Ist jetzt (6) ein Hauptsystem von Lösungen für die DGl von (I2) und 
werden die Funktionen (p^ ^ == q)^ ^ (3^» A) für jedes X so gewählt, daß 

= «r.x (v,x = l m) 

ist, so ist die Ueterminante 

A(X)=^J)et.\U^(<p,)\ 

von 6‘l eine ganze Funktion von A, und ihre Nullstellen sind die Eigen- 
werte von (12). Daraus folgt: Entweder ist jedes A Eigenwert oder es gibt 
höchstens abzählbar viele Eigenwerte. 

Die beiden Aufgaben (I2) und (13) haben dieselben Eigenwerte und 
jeden in derselben Vielfachheit. Sind A, A* zwei verschiedene Eigenwerte, 
sind ferner . . ., ein zu A gehöriger Eigenvektor von (12) und , . . ., 

ein zu A* gehöriger Eigenvektor von (13), so besteht die Biorthogonali- 
tätsbeziehung 

n b 

U f = 

o 

Ist A = 0 kein Eigenwert, so gibt es für (12) mit A = 0 eine Greensche 
Matrix /'(a:, f), und die Randwertaufgabe (li) ist ersetzbar durch das 
I Gis System 

«.(*) = i ^ (*, f ) 9p,, m u, mds + ^ / r,., (*. f ) 4 (f ) 

p,q*i a p— 1 a 

(v = 1, . . ., n) . 

6-5. Selbstadjungierte Eigen wertaufgaben^). Das D Gis System von 
(12) heißt (im weiteren Sinne) selbstadjungiert, wenn es eine (von X un- 
abhängige) Matrix (T^^) von stetig differenzierbaren Funktionen T^^(x) 
(p, g = 1, . . ., 7i) gibt, so daß die 

»et. |r,.,|=#o 

ist und das Funktionensystem 

{ 14 ) »p (a:) = 27 (*) “« (*) (p = 1, . . 


^) Vgl. A 9*5 und JBliss, a. a. O. 
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gerade alle Lösungen des DGlsSystems von (13) durchläuft, wenn 

alle Lösimgen des DGlsSystems von (12) durchlauft. Dieses ist genau 

dann der Fall, wenn die ^ die Gien 


»-1 I 

+ ^P,q9p,p) “ ^ I 


(p,q=h ., n) 


erfüllen. 

Die Eigenwertaufgabe (12) heißt selbstadjungiert, wenn dasDGls- 
System von (12) selbstadjungiert ist und wenn außerdem die Randbe- 
dingungen von (12) dasselbe besagen wie die Randbedingungen von (13), 
nachdem die Werte v^(a), v^(b) eingetragen sind, die nian aus (14) für 
X = a,b erhält. Diese Bedingung besagt dasselbe wie 


IJ %.p («) «r.J = S ßM,p ^p\W ßy.t {/i,V=l, .. n) . 

p,q^l 

wobei T“ j die Koeffizienten sind, die sich ergeben, wenn man das 
System {14) nach den u auflöst, also 

u = V . 

P jLJ p, 9 ^9 

9 

Nach Bliss heißt eine selbstadjungierte Aufgabe (12) definit-selbst- 
adjungiert (definitly self-adjoint), wenn noch folgende drei Bedingungen 
erfüllt sind^): 


(a) Die Funktionen 

v-l 


In einer späteren Arbeit, Transactions Americ. Math. Soc. 44 (1938) 413—428, 
hat Blias die obige Definition dahin abgeändert, daß statt (y) verlangt wird: 

Z^p.qypVq^^ 

P,9 

für eine Lösung der Randwertaufgabe 

ZSpppVp^ = 0 (v = l, 

p-i 

80 ist s . . . « 0. 

Es bestehen dann wieder die oben für die Eigenwerte und Eigenfunktionen an- 
geführten Eigenschaften mit der einen Ausnahme, daß die Anzahl der Eigenwerte 
jetzt endlich sein kann. 

Vgl. auch W, T. Meid, Transactions Americ. Math. Soc. 44 (1938) 508-621; 
dort wird insbesondere die der Eigenwertaufgabe entsprechende Variationsaufgabe 
aufgestellt. W. T. Reid, ebenda 46 (1939) 414- 419. Eigenwertprobleme für Systeme 
im Bereich komplexer Veränderlicher sind behandelt von R, E, Langer^ ebenda 46 
(1939) 161-190, 467. 
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bilden eine symmetrische Matrix g), so daß also für beliebige komplexe 
Zahlen und ihre konjugiert komplexen 

^7 9 ^9 


(ß) es ist stets 


(y) ist 


Pf 9 

U?p.typy9 = ^ 

Pf 9 


für ein Lösungssystem y^(x) irgendeines DGlsSystems 


n 

( 15 ) y'r =I!if,,p yp + 9..p9p) (v = 1 , . . 

p-1 

mit stetigen Funktionen gp(x), so ist y^ = • • • = y^ = 0. 

Greht man von einer selbstadjungierten Eigenwertaufgabe n-ter Ord- 
nung mit y > 0 zu einem System von DGlen erster Ordnung über (s. A 14), 
so erhält man nach BUss für dieses eine definit-selbstadjungierte Eigen- 
wertaufgabe- 

Für definit-selbstadjungierte Eigenwertaufgaben gilt folgendes: Alle 
Eigenwerte sind reell, die Eigenvektoren können daher ebenfalls reell 
angenommen werden. IHe Vielfachheit eines Eigenwerts Aq stimmt mit 
der Vielfachheit überein, die Xq als Nullstelle von J (A) hat. Es gibt ab- 
zahlbar unendlich viele Eigenwerte und zu diesen ein vollständiges 
normiertes Orthogonalsystem von Eigenvektoren 


u^^^(x) (v = 1, 2 , . . .), 

für das 

n h 

U f %.P ^P.i = e^., (fi,p = 1, 2, . . .) 

a 

gilt. Erfüllen die Funktionen yi(»), . . ., y^{x) die Randbedingungen von 
(12) und erfüllen sie weiter für geeignet gewählte stetige Funktionen 
• • •» die Gien (15), so konvergieren die n Reihen 

00 

9’r(*) = 27 c* «*..(*) (v=l, n) 

mit 

•Pf 9-1 a 

gleichmäßig in a^x^h, und es ist 

n 

Sy>,p (yp — ^’p) = 0 (v = 1, . 

p-i 
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Soweit man aus diesen letzten Gien auf = (p^ schließen kann, erhält 
man also für einzelne oder alle y^ simultane Entwicklungen nach den 
Komponenten der Eigenvektoren. Dieser Schluß ist offensichtlich für alle 
p = 1, . . » möglich, wenn z. B. die Det. ^ | #= 0 ist. 

6* 6« Ergänziingen. Der Begriff der regulären Eigenwertaufgabe (vgl. 2 * 3 ) 
ist von Birkhoff und Langer a. a. 0. auf Systeme von DGlen übertragen worden. 
Dabei ist angenommen, daß die in ( 12 ) eine Diagonalmatrix bilden oder daß 
das DGlsSystem sich wenigstens auf ein System dieser Art transformieren läßt. 
Die Entwicklungen verlaufen ähnlich wie bei einer DGl n-ter Ordnung. Es gibt ab- 
zählbar unendlich viele Eigenwerte, und es gibt einen Satz über die simultane Ent- 
wicklung von n Funktionen yi(x), . . yn(^) nach den Komponenten der Eigen- 

vektoren. Schon vorher hatte A. Schur, Math. Annalen 82 (1921) 213—236, den 
Sonderfall behandelt, daß die eine Diagonalmatrix bilden, >^ 2,2 >^ * * * 
^n,n > ü und alle < 0 sind. 

Für allgemeinere lineare Randbedingungen, die sich nicht nur auf die Endpunkte, 
sondern auch noch auf innere Punkte des Intervalls beziehen, liegen Untersuchungen 
von K. Toyoda, Töh'oku Math. Joum. 39 (1934) 387—398, vor, die etwa den Ent- 
wicklungen 6*1 bis 6*4 entsprechen. Für das spezielle System 
yi' (x) = Xy^ (v = 1 , . . ., n) 

s. auch M. ö. Carman, Americ. Joum. Math. 48 (1926) 169—182 und für die Behand- 
lung der Aufgabe 

= 0 (V = 1, . . ., W - l) 

n 

yi + 2* ^ ^n,p(^n) y« == 0; y, (a) = a, y, {h) (v = 1 n) 

p-1 

8 . H, P, DooU, Bulletin Americ. Math. Soc. 37 (1931) 439—446. 

Für Rand' und Eigenwertaufgaben bei Systemen von unendlich vielen linearen 
DGlen 

yp(*) = yf (p = 1, 2, . . .) 

B. W. T, Meid, Transactions Americ. Math. Soc. 32 (1930) 284—318. 


§ 3 . Rand- und Eigenwertanfgaben der niedrigeren Ordnungen. 
7. Aufgaben erster Ordnung. 

7-1. Lineare Äutgaben. Ee seien f{x), g(x), h(x) stetig für o ^ x ^ 6. 
Soll für die lineare DGl 

(I) y' + [/(a?) + A y(a;)] y == ä(x) 

eine Lösung bestimmt werden, die noch gewisse Nebenbedingungen erfüUt, 
so besteht insofern keine grundsätzliche Schwierigkeit, als man nach 
A 4*3 alle Lösungen der DGl angeben kann und daher nur noch die In- 
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tegrationskonstante so zu bestimmen braucht, da(0 die Lösung die gegebenen 
Nebenbedingungen erfüllt. Für Reihenentwicklungen, die aus einer solchen 
Aufgabe entspringen, s. E. Hilb, Journal f. Math. 140 (1911) 205—229. 

Ist die Aufgabe homogen, d. h. ist ä ^ 0 und ist die Randbedingung 
(2) y(^) = ay(a) (a=t=0) 

gegeben, so ist A ein Eigenwert (vgl. 2*i), wenn die DGl für diese Zahl 
leine Lösung hat, die (2) erfüllt und ^ 0 ist. Da die Lösungen von (i) 
in diesem Fall 

y = C exp I — / (/+ A y) dx 

sind, muß A die Gl 

» 

— f (/-f- Xg)dx = loga 

a 

b 

erfüllen. Ist f gf da; 4= 0, so gibt es unendlich viele Eigenwerte. Ist Aq 

a 

ein Eigenwert, so sind die sämtlichen Eigenwerte durch 

b 

f gdx = 2 kjti (A: = 0, ±1, ± 2, . . .) 

a 

bestimmt; sie liegen also sämtlich auf einer Parallelen zur imaginären 
Achse der komplexen A-Ebene; Aq kann genau dann reell gewählt werden, 
wenn a > 0 ist. Die Bestimmung der Eigenwerte ist in diesem Fall also 
sehr einfach, aber insofern doch nicht ohne Interesse, als es sich hier um den 
einfachsten FaU einer nicht-selbstadjungierten Eigenwertaufgabe handelt. 

Für weitere Eigenschaften der Eigenfunktionen und die Entwicklung 
gegebener Funktionen nach den Eigenfunktionen s. M. H. Stone, Trans- 
actions Americ. Math. Soc. 26 (1924) 335—355. R, E. Langer, ebenda 25 
(1923) 155—172; in dieser Arbeit handelt es sich um die Aufgabe 

y' = y2jf^> y{a) = y(<>) 

7*2. NichUineare Aufgaben. Es wird ein A gesucht, für das die DGl 

y' = A/ (*, y) 

eine IKurve hat, die durch zwei gegebene Punkte a, A und 6, B mit a <b 
geht. Ist B > A und z. B. / stetig difterenzierbar und > 0 in dem Rechteck 
so ist sehr leicht einzusehen, daß es genau einen 

Eigenwert gibt^). 

^) Vgl. K. Zawi^eha, Monatshefte f. Math. 37 (1930) 103—124; nach Zawischa 
hat eine -Frage ans der physikalischen Chemie auf die Aufgabe geführt. Vgl. auch 
Hihosaha-Noboru, Proceedings Phys.-math. Soc. Japan (3) 11 (1929) 73—83. In 
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8. Lineore Rciiidwertouf9oben zweiter Ordnung. 
81. Allgemeine Bemerkangen^). Es sei die DOl 


M^) y" + /i(*) y' + fo(x) y = /(k) 

gegeben. Sind die /, und / stetig und ist /^ #= 0 für a ^ x ^ 6, so bann 
die D61 nach A 24*1 stets in die selbstadjungierte Gestalt 

(1) [/(*)yT4 -y(*)y = Ä(x) 

gebracht werden. Dabei sind dann / stetig dififerenzierbar und #= 0, ^ und h 
stetig* diese Voraussetzung sei weiterhin stets erfüllt. 

Die Lösungen von (i) sollen die Randbedingungen 

(2) ^^(y) = y^ {fi-1,2) 

erfüllen, wobei 


(3) U^{y} = «^y (a) + a' y' (o) + y (b) + /?' y' (b) 


ist und die Matrix 
(4) 


K ßi ß'i\ 
\a* «2 ß» ß'il 


den Rang 2 haben soll, d. h. die sollen voneinander linear unab* 
hängig sein. 

Die homogene Randwertaufgabe 


(5) (fy'Y + y y == 0 ; ü^{y) = o (/< = i, 2 ) 

ist genau dann selbstadjungiert (vgl. 1*4), wenn 

(6) (ttj flC2 — 0 C 2 ) / (^) = ißi ßi ßz) fM 

ist. 

Die aus (i) und 

(7a) y(a)==y, y(6) = <5, 

(7b) y'{a)=yy y'(b)-= 6 , 

(7 c) a y{a) + a' /(a) = y, ß y(b) + ß^ y'{b) = d 

bestehenden Randwertaufgaben heißen von erster, zweiter, dritter Art; 
die Randbedingungen (7c) mit y == d = 0 heißen auch Sturmsche Rand- 
bedingungen. Die zugehörigen homogenen Randwertaufgaben sind 


einer et'was naiven Note, die sich z. T. wörtlich an die eben genannte Arbeit von 
Züivischa anlehnt, behandelt S. Takahashi, Töhoku Math. Journ. 34 (1931) 249 — 266, 
die Randbedingungen y{a) = A, y'(h) = B, 

Vgl. i; außerdem etwa noch Kamke, DGlen, § 27, und Frank-v. Mtses^ 
D. u. IGlen, Kap. 7-10. 
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selbätadjungiert ; ebenso, falls /(a) =/(&) ist, die zu den Randbedingungen 
der Periodizität 

gehörige Randwertaufgabe. 


8*2. Die Greensche Funktion. Die Qreensche Funktion (vgl. 1 * 5 ) 
der Randwertaufgabe ( 5 ) ist von der Gestalt 


r(x, $) = Oi(f)9)i(as) + C'j(f)9Pg(a;)>+ 


dabei ist (pi , ein Hauptsystem von Lösungen der DGl von ( 5 ), g eine sog. 
Grundlösung (vgl. A 17 * 4 ) 




2A(i) W(() 


(das obere Vorzeichen gilt für a: < f , das untere für x ^ f ), 




die Wronskische Determinante, und C^, sind so zu bestimmen, daß J* 
für jedes feste a < f < 6 die Randbedingungen von ( 5 ) erfüllt. Für Bei- 
spiele von Greenschen Funktionen und Grundlösungen s. C2-I, 2, 6 , il. 


8-3. Abschätzungen von Lösungen der Bandwertanigabe erster Art. 

Hat die aus der DGl (l) und den Randbedingungen y(a) = y( 6 ) = 0 
bestehende Randwertaufgabe überhaupt eine Lösung y(x) und ist / > 0, 
gr < 0 , so ist^) 

mit H=^^|JA(*)|. =^Min ^/(*) . 

Denn es ist 

y*(x) = y'dxj*^(x — a) f y^dx^{b — a) j y^dx, 

also 

b b b 

q>y^{x)^(b — a) f fy^dx= (b — a)f g ^ dx — \b ^ a) j hydx, 

a a ü 

und hieraus folgt die Behauptimg. 

Für die Verschärfung dieser Abschätzung und Abschätzungen ähnlicher 
Art s. M. Piconcy a. a. 0. P. Glementey Atti Accad. Lincei ( 6 ) 15 (1932) 
925—931; es werden die Randbedingungen y(a) = y( 6 ), y'(a) == y'( 6 ) 
behandelt. Kryloff, Solution approchöe. P. Prete, Rendiconti Istituto 
Lombardo (2) 63 (1930) 1115—1132; hier werden auch Systeme 

y'(*) =/i(*) y + 8 'i(*) 2 + Äi(*) . «'(*) = /* (*) y + ?*(*) * + 

behandelt. 


^) M, Piconty Math. Zeitschrift 28 ('*928) 526. 
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8*4« Bftndbedingiixigeii für |a?j ->oo. Sind f{x) und g{x) für 
— oo < a; < + oo stetig und gilt dort für gewisse Zahlen a, ß, A 

0 <ci^f{x)^ß , 

SO hat die DGl 

y"—f{x) y = g(x) 

genau eine Lösung, die für — oo < a: < + oo beschränkt ist^). 

8-8. y" + a^y = g («); periodische Losungen^). Es sei a > 0, (a;) ^ 0 
und für alle x stetig und periodisch mit der Periode p. Gesucht werden 
Lösungen mit derselben Periode p, d. h. Lösungen der Randwertaufgabe, 
die aus der obigen DGl und den Randbedingungen 
y(0) = y(p), y'(0) = y'(p) 

besteht. 

Für die zugehörige homogene DGl sind die Lösungen 
Ci sin a a; + Og cos a a: . 

Nach A 24- 2 kann man daher die Lösungen der unhomogenen DGl be- 
rechnen und hat dann, wofern das möglich ist, die Konstanten Gj, Gg 
noch so zu bestimmen, daß die Lösung die Randbedingungen erfüllt. 
Dabei sind drei Fälle möglich: 

(a) Die homogene Randwertaufgabe hat keine eigentliche Lösung, 
d. h. 2^ isl' keine ganze Zahl. Dann hat die gegebene Randwertaufgabe 
nach der Bemerkung am Ende von 1-2 genau eine Lösung. 

(b) Die homogene Randwertaufgabe hat eigentliche Lösungen, d. h. 
es ist ^ = m eine ganze Zahl (Resonanzfall) ; dann ist sogar jede Lösung 

a 7t 

der homogenen DGl zugleich eine Lösung der homogenen Randwertaufgabe. 
Es ist nun weiter zu unterscheiden: 

p p 

(bj) J g(x) cos OL xdx = J g(x) sin a a; da; = 0 . 

Q 0 

Dann ist (vgl. die Schlußbemerkung von 1-4) jede Lösung der unhomogenen 
DGl zugleich Lösung der Randwertaufgabe, d. h. periodisch mit der Pe- 
riode p. 

(bj) Liegt der Fall (hj) nicht vor, so ist für jede Lösung y{x) der un- 
homogenen DGl 

Üm |y(*)i=oo, 

± 00 

d. h. die ,,Schwingungsamplituden‘' sind nicht beschränkt. 

' ») F. H. Murray, Annals of Math. (2) 24 (1923) 84. 

*) Vgl. JS. Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 17 (1937) 249ff. 
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8*6. Eine Rand- und Eigenwertanigabe, die mit der StrSmnng von 
Flfissigkeiten znsammenhängt. Bei der Untersuchung der Strömung von 
Flüssigkeiten in Kanälen ist J. Proudman^) auf folgende Aufgabe ge- 
stoßen; Gegeben ist die Randwertaufgabe 

{/yT + Ay = — 1, y'(O) = y(l) = 0. 

Für jede Lösung y{x) wird der Mittelwert 

1 

if (A) = f ydx 
0 

gebildet. Für eine gegebene Zahl a heißt eine Lösung y eine charakteristische 
Lösung, wenn if(A) = aA ist. Es werden u. a. die Fragen behandelt, 
wann sich die Funktionen 0 und F(x) so nach charakteristischen Funk- 
tionen y^ix) entwickeln lassen, daß 



II 

o 

mit ^ a, = 1 

und 





mit ^ 6, = 0 

gilt. 




Wird bei der Gezeitenströmung in einem Kanal noch die Erddrehung 
berücksichtigt, so kommt man nach H, Horrocks^) auf ein System 

(fu'r +(Ä+iy)u = ^l, (fv'Y 

mit denselben Nebenbedingungen, wobei jetzt nur 

= iu+v) dz 
“ 0 

zu setzen ist. 

9. Lineare Eigenwertaufgaben zweiter Ordnung. 

91. Überblick über die behandelten Aufgaben. Am eingehendsten 
ist folgender Fall behandelt: Die DGl ist von der Gestalt 

(1) /*(*) y"+fi(x) y' 4- [/o(*) + A y(x)] y-0, 

d. h. der Parameter A tritt nur in dem Gliede auf, das y enthält, und dort 
auch nur linear; die und g sind in dem betrachteten Intervall a^x^b 
stetig, und es ist dort /2 =# 0. Die Randbedingungen 

(2) y(a) + y'(a) = y{b) + y'{b) (/< = 1, 2) 

sind linear und voneinander linear unabhängig. 

') ProceedingB London Math. Soc. (2) 24 (1926) 131 — 139. 

•) ProceedingB Soc. London A 116 (1927) 184—198. 
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Die DGl kann nach A 24*1 als selbstadjungierte D 61 

(3) [f(^) y'Y + [A 9{x) + h{x)] y = 0 

geschrieben werden, wobei / 4= 0 und stetig differenzierbar ist, g und h 
stetig sind^). 

Die Eigenwertaufgabe (3), (2) ist genau dann selbstadjungiert, wenn 

(4) (*1 ß2 ^1) / W = (yi ^2 72 <^1) / (®) 

ist. Dieser Fall kommt in den Anwendungen am häufigsten vor. Über 
ihn wird in 9*2 berichtet. Die selbstadjungierten Eigenwertaufgaben 
zweiter Ordnung mit 4 = 0 sind übrigens auch immer regulär im Sinne 
von 2 3. 

Allgemeiner ist auch die Eigenwertaufgabe 

( 5 ) [f(x,?i)y7 + g(x,X)y=^0 

mit den Randbedingungen (2) untersucht worden, in denen die Koeffi- 
zienten ( 5 ^ nun ebenfalls noch von A abhängen dürfen. Die DGl (5) 

ist gleichwertig mit dem System 

y'=y. z'^-gy. 

Die Eigenwertaufgabe kann daher auch in der Gestalt 

( 6 ) y' = F(xA)z, z' = —0(x,k)y 

mit den Randbedingungen 

( 7 ) 2 ) 

geschrieben werden ; diese Aufgabe ist genau dann selbstadjungiert, wenn 

Al — Ag = Gl Dg — Gg Dl 

ist. In dieser Form wird die Aufgabe in 9*3 behandelt. 

9*4 handelt von Beziehungen zwischen Eigenwert- und Variations- 
aufgaben, 9*5 enthält Bemerkungen über die praktische Berechnung von 
Eigenwerten. 

So weit wird vorausgesetzt, daß die Eigenwertaufgaben selbstadjungiert 
sind. In 9-6 wird über nicht-selbstadjungierte Randbedingungen und in 
9*7 über Nebenbedingungen anderer Art berichtet. 9*8 enthält Kleins 
Oszillationssatz für Eigenwertaufgaben mit mehreren Parametern. 

Bis dahin gilt für die DGl (l) die Voraussetzung /g #= 0. Tatsächlich 
ist diese Voraussetzung nicht überall nötig. Das liegt u. e daran, daß 
die Existenz der Lösungen für die DGl 

y"+f(x)y' + g(x)y = 0 

1 ) Für eine speziellere Normalform s. 9-2 («i), Liouvüks Normalform. 
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nach dem Satz von Caraihiodory (s. A 5-3) auch dann schon gesichert ist, 
wenn / und g integrierbar sind, also z. B. nur an einzelnen Stellen f ün- 
Stetigkeiten haben, und zwar von solcher Art, daß f(x) (x — f )** für ein 
0 < d < 1 an der Stelle f stetig ist. Die DGl (l) läßt sich aber offenbar 
als eine DGl dieser Art schreiben, wenn f^(x) an einzelnen Stellen eine 
„Nullstelle einer Ordnung < 1 “ hat^). Über den Fall daß f^(x) Nullstellen 
der Ordnung ^1 hat, wird in 9 9 berichtet, und schließlich in 910 über 
den Fall unendlicher Intervalle. 

9 - 2 . {fyy + (A 9 4- ih) jf = 0 , / 4: 0 ; selbstadjungierte Aufgabe. Es 

sei die DGl (3) gegeben, / 4= 0 und stetig differenzier bar, g und h stetig 
für a^x^b; dazu die Randbedingungen (2), die selbstadjungiert sein, 
d. h. (4) erfüllen sollen. 

(a) g (a?) 4= 0 . Dann kann man / > 0 und gr > 0 annehmen. Besonders 
häufig und eingehend ist die 

(Sx) stunnsche Eigenwertaufgabe behandelt worden, d. h. der Fall 
der Randbedingungen dritter Art oder Sturmschen Randbedingungen 
+ ß y'(p) = 0 , y y(h) + 6 y'(b) = 0 
(|a| + \ ß\ > 0 , |y| + 1^1 > 0 ) (für einfachste Beispiele s. C2*9). In 
diesem Fall besagt 

Sturms Oszillationssatz; Es gibt unendlich viele Eigenwerte; 
alle Eigenwerte sind reell und lassen sich als eine mqnoton gegen + 00 
wachsende Folge Aq < Aj < Ag < • • • schreiben. Jeder Eigenwert ist ein- 
fach, die sämtlichen zu einem Eigenwert gehörigen Eigenfunktionen 
unterscheiden sich daher nur durch konstante, von Null verschiedene 
Faktoren. Jede Eigenfunktion q)^ hat im offenen Intervall (a, 6) genau 
n Nullst eilen 2 ). 

Vgl. hierzu auch z. B. M. Böcher^ Bulletin Americ. Math. Soc. 6 (1899) 
22-43. 

*) Vgl. Sturm, Journal de Math. 1 (1836) 106—186. Beim Beweise stützt sich 
Sturm auf Vergleichssätze (vgl. A 25 * 5 ). Die ersten Beweise, die den heutigen stren- 
geren Ansprüchen genügen, hat M. Böcher gegeben, Bulletin Americ. Math. Soc. 4 
(1898) 295—313, 366—376, Auf demselben Prinzip beruhen z. B. auch die Beweise 
bei Böcher, M^thodes de Sturm; Ince, Diff. Equations, S. 231 ff. 

Andere Beweise sind gegeben von 

0 , Haupt, Dies. Es wird eine „Kontinuitätsmethode*' benutzt, bei der die 
DGl so abgeändert wird, daß die Oszillationseigenschaften der Lösungen erhalten 
bleiben und der Oszillationssatz für die abgeänderte Gl leicht nachgeprüft werden 
kann. 

H, Prüfer, Math. Annalen 96 (1926) 499ff.; reproduziert bei Kamke, DGlen, 
S. 277ff. Für die Lösungen werden die Darstellungen durch „Polarkoordinaten“ 
y = q(x) sin^(a:), /y' = q{x) cos^(a;) 
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Die Eigenfunktioiien erfüllen die Orthogonalitätsbeziehung 

b 

J 9 9p = ^ für p =1= 9 . 

a 

Ist 9?o > 9^1 ’ 9^2 » • • • vollständiges normiertes System von Eigenfunk- 
tionen, d. h. ist noch 

6 

f g<pldx=l, 

a 

80 gilt neben dem Entwicklungssatz von 215 z. B. auch noch der fol- 
gende: Für jede stetige und stückweis differenzierbare Funktion F{z)y 
die in denjenigen Endpunkten des Intervalls verschwindet, in denen (p^ 
verschwindet, konvergiert die Reihe 

00 b 

f'i^) = i7®n <=» = / 9(x).<p„{x) dx 

n«>0 a 

absolut und gleichmäßig und hat zur Summe F(x)^) 

Liouvilles Normalform der Differentialgleichung^). Ist in (i) 

einmal und ~ zweimal stetig differenzier bar, so geht (i) durch die 
/2 fl 

Transformation 

X 

vi^) =^(x)y(x), f = y ^jdx 

a 

mit 

X 

0(x) = j/| exp llf^dx 

a 

in Liouvilles Normalform 

+ + = ^ 

benutzt (vgl. A 25*2 (d)); man hat dann die Lösungen der DGl erster Ordnung 
#' = i cos» # + (A j + Ä) sin» » 

ZU untersuchen. 

Gelegentlich ist auch die Äquivalenz der Eigenwertaufgabe mit einer Variations- 
aufgabe (vgl. 2» 13) für Beweise benutzt worden; vgl. dazu 3faso», Randwertauf- 
gaben und B.O, D, Richardsony Math. Annalen 68 (1910) 300. 

1) S. z. B. H. Prüfer, a. a. O.; E. Kamice, a. a. 0.; /nee, Diff. Equations, a. a. O. 
Vgl. auch L, Lichtenstein, Rendiconti Palermo 38 (1914) 113ff.; G. Tautz, Acta Math. 
Ö6 (1931) 23—148 und hierzu J. />. Tamarkin —M. H, Stone, ebenda 469— 463. 

Allgemeinere Entwicklungen werden z. B. betrachtet von J. L. Walshy Annals 
of Math. (2) 24 (1923) 109-120; F(x) braucht in dieser Arbeit nur L-integrierbar 
zu sein. A. Hctar, Math. Annalen, 69 (1910) 331—371 und 71 (1912) 38—63; es 
handelt sich hier um die Entwicklungen nach beliebigen Orthogonalsjnstemen» 

*) Encyklopädie II„ s. 1266f.; Ince, Diff. Equations, S. 276f. 
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über: dabei ist 


u; 


2 0 ' 


g 0 


und auf der rechten Seite ist noch z durch f auszudrücken. Man beachte, 
daß durch diese Transformation im allgemeinen auch die Randbedingungen 
und das Intervall <a, 6> geändert werden. Sturmsche Randbedingungen 
gehen jedoch \vieder in Sturmsche Randbedingungen über. 

Eigenwerte und Eigenfunktionen für große n^). Die DGl 
sei in Liouvilles Normalform 


( 8 ) 


y" + ß + y = o 


gegeben, wobei jetzt h{x) in <a, 6> stetig difEerenzierbar sein soll ; die Rand- 
bedingungen sind wieder die am Anfang von (aj) angegebenen Sturmschen 
Randbedingungen. Nach 2-12 ist die Eigenwertaufgabe gleichwertig mit 
der Volterraschen IGl 


y(x) = —ßcosk(x — a)-\-jeiak[x—a)—jj Ä(f) y (^) sin k(x — ^)di , 

a 

wobei A = ifc* gesetzt ist und k so bestimmt werden soll, daß y(z) auch 
noch die zweite der Randbedingungen erfüllt. Mit dem Itei;ation8verfahren 
(s. 2*10 und 2*12, Beispiel 2) kann man hieraus näherungsweise die Eigen- 
werte und die Eigenfunktionen (Pn(x) berechnen. Wird 

H{u,v)=y Ä{f)df 

U 

gesetzt, so findet man für 
^=4=0, d=4=0: 



z. _ 

h-a 

A 

Ttn 


mit Ä = 

B(a, 6) + -J- 

y 

^7 


9>„ = C08 

nnix-a) 1 F 

b — a ' nn L 


1 





- 

-(b- 

X) (., x) + 

a\l . nn{x- 
6- 

-a) 

a 

\-o 

ß ^ 

<5 = 0, y — 

1: 






K 

(2n-f l)n 

2 {b — a) 


2B 

» + 1)ä 

+ 0 1^1 mit B — H(a, 

b) + 

OL 

T 

(2n 4- 1) n (x 
<Pn-^ 2(6-a) 

-a) 

■*"(2n 

+1)4'' 

o) H (x, 6) 




-(b- 

-x) 

(H{a, 

*) + y)] sin 

(2n-f l)n(x- 
2 (6 - o) 


-0 


1) Encyklopädie II„ S. 1257. J. LiouviUe, Journal de Math. (1) 2 (1837) 24. 
/nee, Diff. Equations, S. 270ff. Courant-Hilhert, Methoden math. Physik I, S. 290 
bis 293. Vgl. auch E, Makai, Compos. math. 6 (1939) 368—374; Annali Pisa 
(2) 10 (1941) 123—126. 
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/» = 

0, 6 4 

= 0, a 

= 1: 





k^ wie 

oben, jedoch mit B — \ H (a, 6) — -x 

Q 0 

» 


9 =’» = 

. (2n 

= sin^ — 


i) 

1 




-(6-x)ir(a,x)]co8( 

-_a) 

+°(h)- 

/? = 

(5 = 0, 

a = y 

= 1: 





*n = 

6 — a (n -f 1) V * / 1 \w*/ ’ 



9n = 

. (n-fl)ji(® 
= Bin ^ 

6 — 0 





-{b~x)H (a, X)] cos + 0 (i) . 


(82) Allgemeine selbstadjungierte Bandbedingnngen. Diese lassen sich 
durch passende lineare Kombination in die Gestalt 


mit 


y(b) = cLy(a) + ß y'(a), y'{b) =yy(a) + dy'(a) 


olS — ßy 


/(g) 

f(h) 


bringen^). Zu dieser Eigenwertaufgabe gibt es unendlich viele Eigenwerte. 
Alle Eigenwerte sind reell. Der Oszillationssatz lautet jetzt*): 

Die Gesamtheit der Eigenwerte läßt sich in zwei, gegen + 00 konver- 
gierenden Folgen 


A3 <C • • • und (Aq Al A2 “^ * * * 

anordnen, die folgende Eigenschaften haben: Äq tritt nur für ß <z 0 und 
für jS = 0, a > 0 auf ; es ist 

A^^An<^n.l- 

Ist A^ = A^ so ist diese Zahl ein doppelter Eigenwert, d. h. alle Lösimgen 
von (3) mit A = A^ sind Eigenfunktionen. Ist A,j<Ä„, so sind beide 
Zahlen einfache Eigenwerte, d. h. die sämtlichen zu A„ gehörigen Eigen- 
funktionen (p^(x) unterscheiden sich nur durch konstante, von Null ver- 
schiedene Faktoren, und dasselbe gilt für die zu gehörigen Eigenfunk- 
tionen Bedeutet N(n) die Oszillationszahl, d. h. die Anzahl der 


VgU z. B. E, Karnktf Math. Zeitschrift 44 (1938) 620f. 

®) H. J. Etüinger, Transactions Americ. Math. Soc. 19 (1918) 79—96, 22 (1921,) 
136—143; der Beweis stützt sich auf den Oszillationssatz im Falle (a^). 0. Haupt, 
Diss. E. Kamke, Math. Zeitschrift 44 (1938) 635—658; es wird der Grundgedanke 
des Verfahrens von Prüfer*) auf S. 260 benutzt. 
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in dem halboffenen Intervall a < a; ^ 6 gelegenen NuUstellen von Eigen- 
funktionen die zu Eigenwerten \ gehören, so ist N{n) gleich 

2 n — 2 oder 2 n — 1 für^> 0 , 

2 n — 1 für /8 = C,a< 0 , 

2 » •— 1 oder 2 n für /? < 0 , 

2 n für/ 9 = 0 ,a> 0 . 

Für Entwicklungssatze s. 2-15 sowie A, C, Zaanm^ Compos. math. 
7 (1939) 253—282. Ebenda sind auch Naherungsformeln für die Eigen- 
werte und Eigenfunktionen bei großem n hergeleitet. 

(b) g{x) darf das Vorzeichen wechseln; aber die Eigenwertaufgabe ist 
definit (vgl. 213 ), d. h. A = 0 ist kein Eigenwert, und es ist 

— / [(/y')' + * y*] <** = — [/y y'lj + / (/y'* — A y*) dx > o 

a a 

für jede zweimal stetig differenzierbare Funktion y(x), die den gegebenen 
selbstadjungierten Randbedingungen ( 2 ) genügt. Dieses ist z. B. der Fall, 
wenn A = 0 kein Eigenwert, / > 0 , 0 und außerdem 

[/ y y']« = 0 

für jede Funktion der genannten Art ist. Lauten die Randbedingungen 
y(a) == y(ö) = 0, so ist diese letzte Voraussetzung offenbar erfüUt^). 
Die Existenz unendlich vieler Eigenwerte und ein Entwicklungssatz er- 
gibt sich aus 2-13 und 2-15*). 

Die Oszillation der Eigenfunktionen ist untersucht worden von R. Q. D. Richard- 
8on, Math. Annalen 68 (1910) 279—304, 73 (1913) 289—304, Americ. Journ. Math. 40 
(1918) 283—316; 0. Häuft, Math. Annalen 76 (1915) 67—104. Für die Randbe- 
dingungen y(a) = y(h) = 0 s. auch E. Hüb, Jahresbericht DMV 16 (1907) 279—285 
und für y'(o) = y'(b) — OM, Böcher, Bulletin Americ. Math. Soc. 21 (1915) 6—9. 

(c) g{x) darf das Vorzeichen wechseln; die Eigenwertaufgabe ist nicht 
definit. Für diesen Fall liegen Untersuchungen vor von R, G. D, Richardson, 
Math. Annalen 73 (1913) 289— 304, Americ. Joum. Math. 40 (1918) 283 — 316. 

9-8. if' = F (x, X)z^ (x, A) y mit selbstadjungierten Band- 

bedingnngen, und zwar seien die Randbedingungen (7) gegeben, deren 
Koeffizienten jetzt auch noch von A abhängen dürfen. Eine Zahl A heißt 
wiederum Eigenwert dieser Eigenwertaufgabe, wenn es für sie eine eigent- 
liche Lösung y(x), z(x) des obigen Systems (6) gibt, welche die Randbe- 

^) Für das Beispiel y" -f A y = 0 s. auch C 2 *i 

*) Vgl. hierzu auch E. Holmgren, Arkiv för Mat. 1 (1903) 401 — 417 sowie die 
oben genannten Arbeiten von Richardson, ferner M, Picone, Math. Zeitschrift 28 
(1928) 519— 655 und M. Mason, Transactions Americ. Math. Soc. 7 (1906) 337—360. 
8 (1907) 427-432. 
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dingimgen (7) erfüllt; die Funktionen y, z heißen dann Eigenfunktionen 
oder Eigenvektoren. Die Funktionen F, 0 sollen folgende Voraus- 
Setzungen erfüllen: 

L F(x,A), 0 {x,k) stetig und F > 0 für Ai<X<A2- 

II. F (Xy X)y O (x, X) nehmen bei festem x mit wachsendem X nicht 
ab; für je zwei Zahlen < Aj gibt es eine Stelle Xq = Xq (Aj, Ag), so daß 

® (^0 » ^1) ^ 

oder F(aro,Ai) <F(a:o,A2) und |G(aro,Ai)l + iß(iro»^2l > ^ 

III. lim G (ä, A) = — 00 , lim G («, A) = + 00 . 

A—*Ai 

(a) Sturmsche Randbedingungen. 

(9) Ay{a) = Bz{a)y Cy(b) ^Dz(h)y 

wo . 4 , . . ., D stetige Funktionen von A sind (insbesondere also auch kon- 
stant sein dürfen) und |- 4 |+|-B|> 0 , |G|+|I ^|>0 ist. Ferner wird 
vorausgesetzt : 
entweder ist F(A) = 0 

oder B(X) 4= 0 und ^(A)/F(A) nimmt mit wachsendem A nicht zu; ferner 
ist entweder D(A) ^ 0 

oder D(A) 4= 0 und G(A)/D(A) nimmt mit wachsendem A nicht ab. 

Dann besteht der Oszillationssatz i) : Es gibt unendlich viele Eigenwerte. 
Sie lassen sich als eine gegen A^ konvergierende Folge A^ < A^ < Ag < • • • 
schreiben. Jeder Eigenwert ist einfach, d. h. die sämtlichen zu einem 
Eigenwert X^ gehörigen Systeme von Eigenfunktionen zj^x) unter- 

scheiden sich nur durch konstante, von Null verschiedene Faktoren. Jedes 
yji,x) hat im offenen Intervall a <,x ab genau n Nullstellen. 

W. A. Hurwüz^) hat das System 

(10) !/' = [X+f(x)]Zy z' = -[X + g (X)] y 

mit den Randbedingungen (9) bei konstanten A, . , .^D untersucht®); da 
A+/(x) Null werden kann, ist dies nicht ohne weiteres ein Sonderfall 
der vorher behandelten Aufgabe^). Die Aufgabe (10), (9) hat, wenn / 
und g stetig sind, ebenfalls unendlich viele Eigenwerte; alle Eigenwerte 
sind reell und einfach ; sie lassen sich als eine Folge 

• • * A_2 ^ A_| <C Aq A] A 2 • • • 

Jf. Böchery Methodes de Sturm, S. 63ff. /wce, Diff. Equation», S. 231 ff. 
T. Forty Bulletin Americ. Math. Soc. 24 (1918) 330 — 335; F und G werden hier 
in bezug auf x nur als integrierbar vorausgesetzt. In der obigen Form bei E.Kamkey 
Math. Zeitschrift 44 (1939) 639ff. 

*) Transactions Americ. Math. Soc. 22 (1921) 526 — 543. 

*•) Vgl. hierzu auch 6. 

*) Vgl. jedoch auch Böcher, M6thodes de Sturm, S. 57. 
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schreiben, wo -► — oo, -► + ist. Ist a = 0, 6 = 1 und werden 
die Randbedingungen ( 9 ), was stets möglich ist, in der Form 

y{0) cosa+ 2 ( 0 ) sina = 0 , y(l) cosß + z(l)sin/? == 0 

geschrieben, so ist 

1 

A, = a — [/(x) + ?(*)] dx + »n + 0 

0 

Die Eigenfunktionen 2 „, die zu gehören, können so normiert werden, 
daß 

1 

+ *p 2 ,) dx = e, , 

0 

ist. Es ist dann 

y« = sin (I, - a) + Ö (i) , z, = cos - a) + 0 
mit 

X 

f» = ^« * + y /[/(*) + 9 (x)] dx . 

0 

Sind die Funktionen F(x), 0(x) zweimal stetig differenzierbar und erfüllen 
sie die Randbedingungen, so können sie simultan in zwei konvergente 
Reihen 

f{x)=JJCnyn(x), 0{X) 

-OO -oo 

mit 

<5, = /(^y, + ö'*n)dx 
0 

entwickelt werden. 

(b) Allgemeine selbstadjnngierte Bandbedingnngen, die nicht unter (a) 
fallen. Diese können (vgl. 9*2 (aj)) in der Gestalt 

y{b) ^ Ay(a) + Bz(a)y z(b) = Cy(a) + Dz(a) 

angenommen werden. Dabei sollen . . ., D stetige Funktionen von X 
mit A D — B C ^ 1 sein. 

Außer I bis III wird vorausgesetzt; Entweder ist jB(A) ^ 0 oder 
BiX) 4= 0 für ilj < A </l 2 , so daß also nur die vier Fälle 

(a)jB> 0 , 08)R=0, A< 0 , (y)R< 0 , (<5)R=0, ^>0 
möglich sind. Ferner ist 

B AA^A AB, D dC^C JD, AA AD^AB AC\ 
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dabei ist A A ^ e) — -4(3), und e bedeutet in allen Gliedern der 

UnGlen dieselbe positive Zahl ; die ÜnGlen sollen für alle hinreichend 
kleinen e erfüllt sein. 

Dann besteht der Oszillationssatz’) : Es gibt unendlich viele Eigen- 
werte; sie lassen sich in zwei gegen A 2 konvergierenden Folgen 

^3 ^2 ^3 ‘ (3 q <I ) Äj <C ^2 ’ 

anordnen, die folgende Eigenschaften haben : tritt nur in den Fällen (y), 
(ö) auf. Es ist Ist = so ist diese Zahl ein dop- 

pelter Eigenwert, d. h. alle eigentlichen Lösungen des Systems (6) mit 
A = 3^ sind Eigenfunktionen. Ist 3^ < 3^ , so sind beides einfache Eigen- 
werte, d. h. die sämtlichen zu 3„ gehörigen Systeme von Eigenfunktionen 
f/n^x)y 2 ^(x) unterscheiden sich nur durch konstante, von Null verschiedene 
Faktoren, und dasselbe gilt für die zu 3„ gehörigen Systeme y^(x), z^{x) 
von Eigenfunktionen. Bedeutet N{n) die Oszillationszahl, d.h. die Anzahl 
der ih dem halboffenen Intervall a <x^b gelegenen Nullstellen von 
Funktionen y„(x), die zu den Eigenwerten 3^, 3„ gehören (dabei 

darf 3 = 3,j sein), so hat N (n) in den vorher unterschiedenen Fällen die 
Werte 

(a) 2 w — 2 oder 2 71 — 1 , (ß) 2 n — ly (y) 2 n — 1 oder 2 n, (d) 2 n. 

In den Fällen (y) und (6) hat sogar in dem beiderseits abgeschlossenen 
Intervall a^x^b keine Nullstelle. 

Das System ( 10 ) mit allgemeinen selbstadjungierten Randbedingungen (mit 
konstanten Koeffizienten) ist von Ch. CI. Camp, Americ. Journ. Math. 44 (1922) 
25—53, behandelt worden. 

9*4. Eigenwertanfgaben und Variationsprmzip^). Ist in (3) />0, 
g ^ 0 und >0 , ä < 0, ferner 

Ä = [-/yy']^o 

a 

für jede Funktion y{x), die den Randbedingungen genügt, und ist schließ- 
lich A = 0 kein Eigenwert, so ist nach 2-13 der kleinste Eigenwert 

— / ylift/'Y + hj/]dx 

Al = Min j 

* jgt/*dx 

O 

») 0. Haupt, Dias.; Math. Annalen 76 (1916) 67-104. H. J. EtUinger, Transact. 
Americ. Math. Soc. 19 (1918) 79—96; 22 (1921) 136—143. In der obigen Form bei 
E. Eamke, Math. Zeitschrift 44 (1939) 636- 668 . Vgl. auch 9-6 (b). 

*) Vgl. 2 . 13 . 
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oder, wie sich durch partielle Integration ergibt, 

(li) = ^ ; 

Jgy*dx 

a 

dabei sind zur Konkurrenz alle Funktionen ylx) zugelassen, für die der 
Nenner 4= ^ ist und die 

(a) zweimal stetig differenzierbar sind und 

(b) die selbstadjungierten Randbedingungen (2) erfüllen. 

Der Bereich der zugelassenen Punktionen kann nach 2*14 (b) er- 
weitert werden, wenn man aus den Randbedingungen durch lineare Kom- 
bination möglichst viele „wesentliche“ Randbedingungen bildet, d. h. 
solche, die keine Ableitung enthalten, und noch durch die „restlichen“ 
Randbedingungen*), die von den Ableitungen nicht befreit werden können, 
ergänzt. Mit Hilfe der restlichen Randbedingungen lassen sich aus R 
alle Ableitungen entfernen, so daß aus R eine quadratische Form 

■ßo = « + ß y(«) y{*) + y y(*) 

wird, von der vorausgesetzt wird, daß sie > 0 ist für alle Zahlen y(a), 
y{b)y die den wesentlichen Randbedingungen genügen. Dann ist auch 

b 

—hy*)dx+ Äo 

3 = Min r , 

^ j gy^dx 

a 

wenn zur Konkurrenz alle Funktionen y{x) zugelassen werden, für die 
der Nenner 4 ^ 

(a) stetig und stückweis einmal stetig differenzierbar sind und 

(b) die wesentlichen Randbedingungen erfüllen. 

Außer der in 2-14 (b) angekündigten Arbeit von Kamke vgl. E, Holmgren, 
Arkiv för Mat. 1 (1903—04) 401—417; hier kommen (für /= 1, h = 0) bereits 
die Randbedingungen I— IV des obigen Textes vor. Für mancherlei Einzelheiten 
s. CA. M. Mason, Randwertaufgaben; Math. Annalen 58 (1904) 628—644; C. R. 
Paris 140 (1906) 1086—1088; Transactions Americ. Math. Soc. 7 (1906) 337—360, 
8 (1907) 427—432. B, 0, D, BichardsoUf Math. Annalen 68 (1910) 279—304. 
B. Courant, Jahresbericht DMV 34 (1926) 90—117; Acta Math. 49 (1926) 1 — 68 . 
Courant- Hilbert, Methoden math. Physik I, S. 348ff. Für die Randbedingungen I 
und einen allgemeineren (nichtlinearen) Typus von DGlen zweit^er Ordnung s. 
auch L, Lüstemik, Commun. Soc. math. Kharkoff (4) 14 (1937) 139—150. 

*) Das sind etwa die „natürlichen Randbedingungen“ im Sinne von Ä. Com* 
rant. 
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Die Funktion y{x), für die das Minimum eintritt, ist dann von selbst 
zweimal stetig differenzierbar und erfüllt auch die restlichen Randbedin- 
gungen, ist also eine zu Aj gehörige Eigenfunktion. 

Diese Voraussetzungen sind erfüllt für die Randbedingungen 

I. y{a) = 0, y(h) = 0; 

11. y{a) = 0,y'(b) = —ßy{b),ß^0; 

III. y(6) = 0. /(a) = a i/(a), a ^ 0; 

IV. y{a) = y{b), J{a) y'{a) =f(b) y'(b); 

V. y'{a) = cty{a)—ßf{b)y(b), y'{b)=ßf(a)y(a) — yy(b), 

ct,y^0 ß^f (a) / (6) ^ a y. 

Die quadratischen Formen Bg sind in diesen Fällen: 

I. i?o=0, 11. R^ = ßf(b)i/{b), 

III. i?o= a/(a) y^(a), IV. Eo = 0, 

V. RQ = (x.f(a) y'{a)--2ßf(a)f{h) +yf(b) i/(b). 

9*5. Zur praktischen Berechnung von Eigenwerten und Eigenfunk- 
tionen. Hierzu ist auf 3 zu verweisen, vor allem auf das Verfahren von 
Ritz- Galerkin und auf die graphische Form des Iterationsverfahrens 
(A 31-3 (c)). Hingewiesen sei ferner auf die monographischen Darstel- 
lungen : 

N, Kryloffy Solution approchee. Hier findet man teils mit, teils ohne 
Beweis auch eine Reihe von Abschätzungsformeln, die sich bei dem Nähe- 
rungsverfahren von Ritz-Galerkin durch Verwendung spezieller Nähe- 
rungsfunktionen ergeben. 

Temple-Bickley, Rayleigh’s Principle. In diesem für Ingenieure ge- 
schriebenen Buch werden an Hand vieler Beispiele die Methoden zur 
Berechnung der Eigenwerte bei selbstadjungierten Eigenwertaufgaben 
zweiter und vierter Ordnung auseinandergesetzt, vor allem die Methoden, 
die sich auf das RayJeighsche Prinzip stützen. 

L. CöllatZy Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 19 (1939) 224—249, 297 
bis 31 8. Hier wird u. a. die Güte der verschiedenen Methoden an Bei- 
spielen verglichen. 

Weitere Bemerkungen findet man z. B. bei R, Iglisch, Zeitschrift f, angew. 
Math. Mech. 14 (1934) 51-65. L, CoUatz, Ingenieur-Archiv 8 (1937) 325-331 
[Randbedingungen y{a) = y(h) = 0]. 

Sind zu der DGl (3) Sturmsche Randbedingungen gegeben, so kann 
man diese in der Gestalt 

y(a)QO8 0 L = y'(<x)f{a)sinoL . (0^a<:;t), 
y(b) cos /? = y' (6) f{b) miß (0<ß^n) 
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schreiben. Ist der Eigenwert gesucht, so ergibt die Transformation 
A 25 2 (d) : man hat A so zu bestimmen, daß die DGl 

(12) (a!) —j cos^ d + (A ^ + Ä) ^ 

eine Lösung ^(x) mit den Anfangs- und Endwerten 

(13) #(a) = a, ^{h)—ß-\-nn 

hat. Nimmt man versuchsweise ein A = A* an, so kann man nach einen* 
Näherungsverfahren die Lösung &(x) von (12) berechnen, deren Anfangs- 
wert d{a) = OL ist. Ergibt sich, daß dieses ^(x) die zweite der Gien (13) 
noch nicht erfüllt, so wiederholt man das Verfahren mit einem neuen 
A = A*, bis auch die zweite der Gien (13) mit hinreichender Genauigkeit 
erfüllt ist. Durch Interpolation zwischen den benutzten A kann das Ver- 
fahren abgekürzt werden^). 

9-6. Eigenwertanfgaben, die nicht selbstadjongiert zn sein brauchen« 
(a) Reguläre und irreguläre Eigenwertaufgaben 2). Die Eigenwert- 
aufgabe 

(i) y" +/i(*) y' + [/o(*) + ^ y = o 

mit /g 4= 0, gr =}= 0 und den Randbedingungen (2) ist genau dann irregulär, 

wenn sich die Randbedingungen durch lineare Kombinationen in die 

Gestalt 

a y'(a) + ß y'ib) + y y{a) + d y(b) = 0 , 
a o>(a) y(a) — ß (j)(b) y(b) = 0 
bringen lassen, wo 

|a( + |^|>0 und cu(a:) = ^ 

ist. In jedem andern Falle ist die Eigenwertaufgabe regulär. Zu den 
regulären gehören insbesondere alle selbstadjungierten Eigenwertaufgaben. 
Für die Existenz der Eigenwerte, ihr asymptotisches Verhalten und Ent- 
wicklungssätze bei regulären Eigenwertaufgaben s. 2-4 und 2 5, außerdem 
für die Entwicklung sehr allgemeiner (Denjoy-integrierbarer) Funktionen 
nach Eigenfunktionen Jf. £f. Stone, Transactions Americ. Math. Soc. 
29 (1927) 826~-844. 

Die irreguläre Aufgabe 

+ [A + Mx)] y - 0, /(O) + a y'(l) + ß y (1) - 0, y(0) - a y(l) - 0 

ist von M, H, Stone, Transactions Americ. Math. Soc. 29 (1927) 23—53 
ausführlich untersucht worden. Hier kann (z. B. A = 0, a — 1, /? = 0) 

^) Vgl. W, E, Müne, Americ. Math. Monthly 38 (1931) 14—16. 

VffL 2.^. 
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jedes A Eigenwert sein. Für 4= 0 sowie noch für eine Reihe weiterer 
Fälle gibt es jedoch wieder abzahlbar unendlich viele Eigenwerte. Für 
diese werden Abschätzungen gegeben, und es werden Entwicklungssätze 
aufgestellt. 

(b) (x, X)z, (x, X) y, Existenz wn Bägenwerten. 

Kommt es nur auf die Existenz mindestens eines (reellen) Eigenwertes an, 
so kann über 9-3 hinaus folgendes gesagt werden^). Die gemeinsamen 
Voraussetzungen sind: 

Für a < a; < 6, <X <A2 sind F (x, A) und 0 {x,X) stetig, ferner 
ist F > 0. Für eine in < A < ylg gelegene Zahlenfolge X = ist 

lim O {Zf = — 00 gleichmäßig in x^b; 

n— »oo 

ferner hat F für diese A im ganzen Intervall <a, b} eine obere Schranke 
und*) in einem Teilintervall eine positive untere Schranke. Für eine in 
-dj < A < /lg gelegene Zahlenfolge A = ist 

lim O {x, Lj = 4-00 gleichmäßig in a^x^b; 

»—►00 

ferner hat F für diese A im ganzen Intervall <a, 6> eine positive untere 
Schranke. Die vorkommenden Funktionen A (A), . . ., D(A) sind stetig 
für Al <X <A2> 

I. Dann gibt es unendlich viele Eigenwerte, wenn die Randbedingungen 

A y{a) + Bz{a) = 0, C y{b) + Dz{b) = 0 

lauten und wenn im ganzen Intervall Ai <X <A2 entweder A (A) =# 0 
oder j5(A) 4= 0 sowie entweder C{X) 4= 0 oder D(A) 4= 0 ist. 

Es gibt mindestens einen Eigenwert in den folgenden Fällen: 

II. z(a) = A y(a), y(a) = C y(b) + Dz(b), die A(IJ sind nach unten 
beschränkt, ferner ist entweder 

D(g = 0, C(lJ^Co >0 

oder 

I>(IJ > Dq > 0, C(IJ nach unten beschränkt. 

III. y(a) = Bz(a), z(a) ^ C y(b) + D z (b ) , 
ferner ist für A^ <X <A2 

entweder R(A) ^ 0 | oder B(X) <0 

4 H. J. Etainger, Annals of Math. (2) 21 (1919-20) 278-290; Bulletin Americ. 
Math. Soc. 27 (1921) 322-326. In der obigen' Formulierung bei E, Kamhe, Math. 
Zeitschrift 44 (1938) 619-634. 

*) Für I wird die Existenz der positiven unteren Schranke nicht bendtigt. 
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und außerdem für n = 1, 2, . . . 


entweder D (l^) = 0, C (/„) ^ Cq > 0 
oder 

D (IJ > Dq > 0 und die C {IJ 
nach unten beschränkt. 

IV. y(b) = A y(a) + JBz(a), 
und J (A) = D — B (7 > 0, ferner 


B (l^) ^Bq<0 und 
entweder D {IJ = 0, C {IJ ^Cq<0 
oder 

D (Z„) < -Do ^ ^ ^ 

nach oben beschränkt. 

z{b) = C y(a) + Dz(a) 
ist A(X) beschränkt und 


entweder D(A) = 0, .4 (A) > 0, 41 (/^) ^ 4^0 > 0, (?(/„) nach oben beschränkt 

oder D(A) < 0, D (Z^) ^ Bq <0, C(l^) und D (IJ nach oben, A (IJ nach 
unten beschränkt. 


(c) Differentialgleichimgen, in die der Parameter nicht linear eingeht. 

Hier sind zu nennen: 

J. /. Voss, Duke Math. Journal 2 (1936) 161—165: 

y" — 2Ay'cosc + A*y = 0, c = — , 0<2p<y 

mit den Randbedingungen 

y(0) = 0 oder y'(0) = 0, y(0) + ß y'(0) -j- y y(l) ^ ö y'(l) = 0. 

R. E, Langer f Transactions Americ. Math. Soc. 31 (1929) 868—906: 
y" + [/i(a?)A -h/oW] y' 4- toi(»)A* -h yi(x) A -f go(x}Jy = 0 
mit Randbedingungen ( 2 ), deren Koeffizienten Polynome von A sind. 

R, E, Langer, ebenda 32 (1930) 238—260: 


y" + (/.(*) + y’ + + Z (y^ + 

\ ,-l A - a,/ I “1 \A — a. 

mit linearen Randbedingungen ( 2 ). 


ga..(g) \1 
(A — a,)*// 


y = 0 


9-7. Andere Nebenbedingnngen. 

(a) Polynome als Lösnngen. Es sei die DGl 

P(x) y" + Q(x) y' + X R(x) y = 0 

gegeben, wo P, Q, R Polynome sind und E ^ 0 ist. Statt der früheren 
Randbedingungen ist jetzt die Nebenbedingung „y{x) ein Polynom“ 
gegeben. Soll es eine Folge von „Eigenwerten“ (n = 0, 1, 2, . . .) geben, 
derart daß zu jedem eine „Eigenfunktion“ der Gestalt 

n 

i «"0 

gehört, BO muß die DGl die Gestalt 

(14) py"+?y' + Ay = o 
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mit 


p==aa:*+6a;+c, 


haben; es ist dann notwendig 


g = aa; + j8 


— a n (n — 1) — a n . 

Sind diese Zahlen sämtlich verschieden, so sind sie auch wirklich Eigen- 
werte; die ^ können durch Einträgen von in die D61 berechnet 
werden. Ist . 

(gpy'V + ^gy^o 

die zugehörige selbstadjungierte DGl, so erfüllen die die Orthogonalitats- 

relationen 


/ y«(*) y,(*) dx = 0 (m =# ») . 


wobei u, V die als verschieden vorausgesetzten Nullsteilen (± cxd zu- 
gelassen) von p(x) sind. Ferner ist 

Kyn = j^(9p'), 

wobei der Koeffizient von auf der rechten Seite dieser Gl ist. Als 
Sonderfälle erhält man die Polynome von Jcmbiy HermiUy Lagv>€rre, 


Zu diesen Polynomen s. G, Szegöy Orthogonal polynomials. Für Sonderfaile und 
weitere Einzelheiten s. W. C. Brenke, Bulletin Americ. Math. Soc. 36 (1930) 77—84 
sowie das Referat von Jtf. MuUer im Jahrbuch FdM 56 (1930) 1043—1045. S, Bock 
ner, Math. Zeitschrift 29 (1929) 730—736 hat die entsprechende Frage für die 
DGl 

/*(*) y" +/i(a;) y' + y = 0 

behandelt, wo die irgendwelche reellen oder komplexen Funktionen sein dürfen 
und auch X komplex sein darf. Es ergibt sich, daß die DGl dann wieder von der 
Gestalt (14) sein muß. Vgl. auch A i8*6 und 22-5. 

(b) Sonstige Nebenbedingungen. Es sind folgende Fälle behandelt worden : 

E. Hilhy Math. Zeitschrift 1 (1918) 58-69; 

y'' -f [ä(x) + ;.] y = 0; y(0)-0, y(l) = y(2). 

ir. M» Whybumy Transactions Americ. Math. Soc. 30 (1928) 630—640: 

(6) y' = F(x, A) 2, 2' = - G{Xy X) y 

mit den Nebenbedingungen 
I; 

2; a,(A) y(o,) = 0. y(c) = 0 (o <a, < Oj < • • • <0*^6; o, < c^6), 

r-l 

insbesondere mit 


y(fli) 4- y(«*) = 0, y(c) = 0 
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sowie mit 

b 

a(A) *(a) = ß(X) y(a). / A{x. X) y(x) dx = 0, 

wobei a, ß stetig sind und Ä stetig in bezug auf A, summierbar in bezug auf x ist . 

B, V. Mises, Weber-Festschrift, S. 262—282: Die DGl ( 3 ) mit den Nebenbe- 
dingungen ^ ^ 

/ A{x) ydx = 0, / B(x) y dar = 0, 

a a 

wo A und B gegebene Funktionen sind; die Ausführungen scheinen jedoch noch 
einer Präzisierung zu bedürfen. Vgl. auch Frank v. Mises, D- und IGlen I. 2. Aufl. 
1930, S. 460£f. 

Vgl. ferner 5 . 

9-8.^) Eigenwertanfgaben mit mehieren Parametern; Kleins Oszilla- 
tionssats. Die gegebene DGl lautet 

/*(*) y" + fi(x) y' + [/o(ar) + y = 0; 

dabei sind die und g stetig, ferner /g 4= 0 und y 4= 0 in den getrennten 
liegenden Intervallen (r = 0, 1, . . ., w). Gesucht werden 

„Eigenwerte“ A, und zu ihnen gehörige ,, Eigenfunktionen“ %(x) derart, 
daß jedes in <(i,j 6,> eine eigentliche Lösung der DGl ist und die Rand- 
bedingungen 

9». («J + V. (<*,) = 0 , ß,(p^ {b,) + /?' ?)' (6,) = 0 

(Kl + lOo, \ßA + \ß'A>o) 

erfüllt. 

Zu jedem System ganzer Zahlen Ar, ^ 0 (v = 0, 1, . . n) gibt es genau 
ein Eigenwertsystem ^0» • • Intervall <a,, 6,> 

bezügliche Randwertaufgabe für das Eigenwertsystem Aq, . . ^nrch 
eine Funktion %(x) lösbar ist, die in (a,, 6,) genau Ar, Nullstellen hat; 
es gibt nur reelle Eigenwertsysteme (Oszillationssatz von F, Klein), 

Dieser Satz geht für n = 0 in Sturms Oszillationssatz über und läßt 
sich aDgemein auf ihn durch Schluß von n auf n + 1 zurückführen. Die 
Fragestellung ist zuerst bei LamdB DGl 02*408 aufgetreten. 

9*9, Ditfeientialgleiohimgeii mit nngnlären Stellen in den Bandimnkten 

Es sei die DGl 

[F {x,k) y7 + G{x,k)y==0 

mit den Randbedingungen „lim y (2) und lim y(a;) existieren“ gegeben. 

x-*b 


1) Encyklopädie IIi, S. 460— 464. Ince, Diff. Equations, S. 248—261 Courant- 
Hubert, Methoden math. Physik 1, S. 276—279. 
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Es wird vorausgesetzt : J > 0 und G sind stetig für a < a; < 6, <A <A^; 
für jedes dieser X sind F und 0 an den Stellen x = a und « = 6 reguläre 
Funktionen von x. Die DGl hat für jedes X mindestens eine bei a; = a 
reguläre Lösung und auch mindestens eine bei a: = 6 reguläre Lösung 
[d. h. a und b sind schwach singuläre Stellen, und die Index- Gien für diese 
Stellen haben mindestens je eine Lösung ^ 0 (vgl. A i8-l)]. Bei festem x 
nimmt F monoton ab und 0 monoton zu (im weiteren Sinne), wenn X 
wächst. Schließlich ist für jedes feste a < a < jS < 6 


mit 


ifjp(a, ß) 


oo für A A 2 


mg (a, ß) = Min G , 


(*> ß) = ^ • 


Unter diesen Voraussetzungen gibt es unendlich viele Eigenwerte 
derart daß die Anzahl der Nullstellen der zugehörigen Eigenfunktionen 
mit n unbegrenzt wächst. Ist noch 


MQ(%,ß) 

mp{a,ß) 


für 


X 


A 


1 » 


so gibt es auch genau eine Eigenfunktion, die in a<x <b keine Null- 
stelle hat^). 

In manchen Fällen können die Randbedingungen verschärft werden. 
Durch Transformationen der unabhängigen Veränderlichen kann man 
das Intervall (a, 6) in unbegrenzte Intervalle überführen und so auch 
Sätze für Eigenwertaufgaben erhalten, die sich auf solche Intervalle be- 
ziehen. 


910. Unbegrenzte Intervalle. 

(a) y'^ + G(x,X)y^0 

mit den Randbedingungen 

„y(x)-*0, y'(x)^0 für |x|-»-oo“. 

Ist G stetig für alle x,X und 

^>0, lim ö = --oo, lim ö = + oo, lim G==— 00 , 

OÄ A-^+oo |x|-»-oo 

80 gibt es unendlich viele Eigenwerte, sie sind einfach und lassen sich 
als Folge /l® < Aj < A, < • • • mit A„ oo schreiben. Jede zu A® gehörige 


*■) W. H. MoOrta —R.A. Netoing, Proceedings London Math.- Soo. (2) 37 (1934) 
620- 634. 
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Eigenfunktion q>^(x) hat genau n Nullstellen, und die Integrale 
+ 00 +00 +00 
/ <pldx, j <plix, J 0(x,X)q>ldx 

-oo -oo -oo 

existieren^). 

(h) y" + [^ + f(^)] y = 0 mit den Randbedingungen „y (x) beschrankt 
für — oo < X < + oo“. 

Die D61 tritt in der Wellenmechanik mit den Bezeichnungen 

auf, wo m eine Masse, V (t) eine potentielle Energie und E den Parameter 
bedeutet, der so bestimmt werden soll, daß es Lösungen gibt, die für alle t 
beschränkt sind. Die DGl ist unter dem Namen Schrödingers Wellend 
bekannt und in der physikalischen Literatur vielfach untersucht worden*). 
Dabei wird häufig die „WBK-Methode“ (Wtnizel, Brülouinj Kramers; 
die Namen werden auch in anderer Reihenfolge genannt) benutzt zur 
genäherten Bestimmung von Eigenwerten. Diese Methode besteht darin, 
daß für die Lösung der obigen oder der mit ihr äquivalenten Riccatischen 

DGl (vgl. A 25*1 (a)) eine Reihe angesetzt wird, die nach Potenzen von ^ 

fortschreitet ; vgl. hierzu A 25-10 sowie die Störungsrechnung von 3-6 und 
die kritischen Bemerkungen von R, E. Langer^ Bulletin Americ. Math. 
Soc. 40 (1934) 545— Ö82. 

(c) Zwei weitere Aufgaben. Für das Verhalten der Lösungen von 
y"+[A+/(x)]y = 0, y( 0) = 0, a y(5) + /? y'CÖ) = 0 

für 6 -> 00 s. Hilb, Math. Annalen 76 (1915) 333 — 339 und W, E, Milne 
an der bei (a) angegebenen Stelle. 

Für die Eigenwertaufgabe 

{fy'Y + (^ + Ä) y = 0, y'(O) = 0, j y^dx existiert 

ü 

vgl. E, Meissner, Enseignement math. 25 (1926) 278f. 

^) W. E, Milne, Transactions Americ. Math. Soc. 30 (1928) 797—802. 

*) Schrödinger, Wellenmechaxiik. Q. Wentzel, Zeitschrift f. Phys. 38 (1926) 
618—629. H, A. Kramers, ebenda 39 (1926) 828—840. J. Kudar, ebenda 63 (1929) 
96—99. A.ZiMnxn, Intensitäten im Ga-Funkenspektrum, Diss. Utrecht 1929. E,Fues, 
Zeitschrift f. Phys. 78 (1932) 680—686. J, L, Dunham, Physical Review 41 (1932) 
713—720. H. O, Koenig, ebenda 44 (1933) 667—666. W, Voss, Zeitschrift f. Phys. 83 
(1933)681-618. U. Physical Review 48(1936) 649-661. Kramers, 

Physica 2 (1936) 483 — 490. Für den Fall eines periodischen V(t) s. Koenig a. a. 0. 
und Kramers, Physica 2. 
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10. Niditlineare Rond- und Eigenwertoufgaben zweiter Ordnung* 


10*1. Bandwertaulgaben tttr ein endliches IntervalL Bisher ist (mit 
einer Ausnahme bei (l)) nur die Randwertaufgabe erster Art 
W y(a) = A, y(b)=^B 

behandelt worden; d. h. es wird eine IKurve y = y(x) gesucht, die durch 
zwei gegebene Punkte a, A und 6, B mit a < 6 geht. Dabei soll durchweg 
vorausgesetzt werden: 

V: / ist stetig für —oo<y, y'< + oo. 

Dann gibt es zwar durch den Punkt a, A unendlich viele IKurven der 
DGl von (i) und immer noch mindestens eine IKurve, die durch diesen 
Punkt mit einer vorgeschriebenen Richtung y^(a) = a geht. Aber schon 
bei sehr einfachen DGlen, z. B. y*' =z 2 y^, kann es Vorkommen, daß 
solche IKurven nicht die Gerade x = b erreichen. Es sind also im allge- 
meinen noch zusätzliche Voraussetzungen nötig, wenn die Randwertauf- 
gabe lösbar sein soll. 

Die Randwertaufgabe (i) hat mindestens eine Lösung, wenn außer 
V noch eine der Voraussetzungen (a) bis (e) erfüllt ist: 

(a) f{x,y,y^) ist beschränkt^). Durch passende Wahl von a kann 
man nämlich erreichen, daß die IKurve mit den Anfangswerten y(a) A, 
y' (a) = a die Gerade x = 6 oberhalb bzw. unterhalb des Punktes 6, B 
triüt. Da der Schnittpunkt sich stetig mit a ändert, gibt es also mindestens 
ein a, so daß die IKurve durch den Punkt 6, B geht. 

(b) 1/1 <01^1 für alle hinreichend großen lyl, wo 


C< 


(h ~ a)* 


^ i ^ gleichmäßig in a^x^b für | y 1 + | y ' ( oo ; 


ist2). 

|yl + ly'l 

außerdem erfüllt / in jedem beschränkten Teilgebiet eine lipschitz-Be- 
dingung in bezug auf y, y^.^) 

(d) / ist eine im weiteren Sinne monoton wachsende Funktion von y, 
erfüllt eine lipschitz-Bedingung wie bei (c) und 

!/(*, y.y')-/(». y.y')! 

ist beschränkt *)♦). 


1) Also hat z. B. die Duffingsche DGl y" 4* « «in y =» y(a;) (vgl. C6-ig) für 
stetiges g{x) stets mindestens eine Lösung, die den Randbedingungen y(a) *=? A, 
y(h) = B genügt. 

*) A, HammersUin, Sitzungsberichte Berlin. Math. Ges. 30 (1932) 3—10. 

•) 0. ScbrTta Dragofiif Rendiconti Sem. Jifot. Roma (4) 2 (1938) 177— 216, 253f. 

*) Diese Voraussetzungen sind z. B. bei der linearen DÖl y'' = g(x) y h{x) 
erfüllt, wenn y> 0 ist und g,h stetig sind. 
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(e) / erfüllt eine Lipschitz-Bedingung ^ie bei (c) und ist von der Gestalt 

/ = ?»(*. y) + v (*. y> y') » 

WO (f stetig ist, monoton mit y zunimmt und 

yQ 

iyl + ly'l 

gleichmäßig in a^x^b für | y | + | | -► cxd ist ^). 

(f ) Die Randwertaufgabe hat höchstens eine Lösung, wenn / stetige 
partielle Ableitungen nach y, y' hat und 

|/,|^a, !4,|</? mit a4-/?<i 
ist*) oder /y ^ 0 ist*). 

Bei (g) und (h) ist die Voraussetzung V gemildert : 

(g) / sei stetig für | y | ^ a, | y' | ^ j8, und es sei 

WO Af = Max |/| ist. Dann ist die Aufgabe (i) mit A = J5 = 0 lösbar*). 


(h) für a^x^b, y 




< Z, I y' j ^ L sei / stetig, |/| < if, 

|/(af. y.y')— /(*. y. y')|^«ly — y| + ^|y' — y'l. 

und es sei 

|(6_o)2+|-(ö-a)<l, \ \B-A\ + |(6_o)*^Z, 

Dann hat die Aufgabe (i) genau eine Lösung, und man erhält sie durch 
das Iterationsverfahren 

yi,'=/(*.y»-i.y»-i). 


indem man jedes y^ so wählt, daß es die Randbedingungen von (i) erfüllt; 
die gesuchte Lösung ist 

y = Umy,»). 

Für andere Voraussetzungen, bei denen mindestens bzw. höchstens eine Lösung 
von (i) existiert, siehe außer der schon angeführten Literatur noch A, Rosenblati, 
Bulletin Sc. math. (2) 67 (1933) 100—106. Jf. Nagumo, Proceedings Soc. Japan (3) 
19 (1937) 861 — 866. O, Scorza Dragonif Giomale Mat. 69 (1931) 77 — 112; Rendiconti 


^) Scarza Dragoni a. a. 0. 

*) Hammerstein a. a. 0. Diese Voraussetzung ist z. B. bei der Duffingschen DQl 
(s. S. 277, Fußnote 1) erfüllt, wenn dort |a| < 1 ist. 

*) A. BoaenhlaU, Bulletin Sc. math. (2) 57 (1933) 106. 

M, Fukuhara, Japanese Journal of Math. 6 (1928) 351—367. 

•) Picard^ £qu. differentielles, S. 2 — 7. Vgl. auch F, lAUmmtytr^ Deutsche 
Math. 7 (1942) 66—74. 
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Sem. Mat. Borna (4) 2 (1938) 266-276; Atti Accad. Lincei (6) 28 (1938) 317-326; 
Bendiconti Sem. Mat. Padova 10 (1939) 90—100. 8, Cinquini^ Annali Pisa (2) 8 
(1939) 1—22, 271-283. L. Tonelli, Annali Pisa (2) 8 (1939) 76-88. ö. Zwirner, 
Bendiconti Sem. Mat. Borna (4) 3 (1939) 67—70; Bendiconti Sem. Mat. Padova 10 
(1939) 36-46, 66-64, 66-68. 

(i) Die Bandwertaufgabe 

y" =/(*. y), y(0) = y(a) = o 

ist lösbar, wenn f{x, y) im Bereich 0^a:^a, — oo<y<+oo stetig 
ist und wenn für zwei Zahlen c, ^ 0, Cj > 0 

//{a;,«)*^— Cjy*— Co, 0<o<-^ 

0 K2c, 

gilti). 

(k) Die Bandwertaufgabe 


y" + y/(y'*) = 0, y(0) = y(i) = o 


ist lösbar, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: Für z>0 ist f{z) 
stetig, hat eine positive untere Schranke, wächst mit z monoton, erfüllt 
in der Umgebung jeder Stelle eine Lipschitz-Bedingung, und es gibt Zahlen 

0 < (?! < Cg» 0 < o* < ~ , so daß für alle hinreichend großen z 


C^z^<f(z)<C^z^ 


ist 2). 

(1) [f (*. y) y' (*)] = 9 (». y) 

mit den Bandbedingungen 

y(a) = A, y(b) = B oder g fa, y(a)) y'(a) = A, 


y[b) = B. 


Jede der beiden Bandwertaufgaben hat nach T, H, QronwaU^) genau 
eine Lösung, wenn folgende Voraussetzungen erfüllt sind: 

Für a^x^b,—oo<y< + oo sind/und g stetig, /hat eine positive 
untere Schranke, und es ist 


f{x,y,)^f{x,yi) für |y,l^|yi|. 


_1 1_ 


^ Jf|y,-yil, 


^) A. Hammeratein, Acta Math. 64 (1930) 120. H, 0. Hirachfeld, Proceedings 
Cambridge 32 (1936) 86— 96. 8, Cinquini, Bolletino Unione Mat. Italiana 17 
99-106. 

■) A. Hammeratein, Journal f. Math. 168 (1932) 37—43. Die obigen Voraus- 

8 

* Setzungen sind z. B. erfüllt bei y" -f c* y y y'* -t- 1 — 0 . 

») Annals of Math. (2) 28 (1927) 366-364. 
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wo M Ton X and den ff unabhängig isfc, 

g(*.0) = 0, g{x,yt)>g{x,yj) für 
und g erföUt in jeden besohr&nkten Bereich eine lipechitz-Bedingung in 
bezug auf y. 

10*3. BandwertaolkiAeii Mr ein einseitig begzenites IntervalL 

(a) Die Bandwertau^abe 

= y(0) = yo>ö, y(«)-^0 für z-^oo 

hat genau eine Lösung» wenn folgende Voraussetzungen erfüllt sind: 

Für g^Oist / stetig» w&chst monoton mit y, erfüllt an jeder 

Stelle eine lipedbitz-Bedingung in bezug auf y, hat für jedes feste y>0 
eine positive untere Schranke» und es ist / (x» 0) = 0 für alle z>0. Für 
o; > 0 ist g(x) stetig, > 0, in jedem endlichen Intervall 0 < x < a integrier- 
bar, aber 

oo 

J g(z) dz divergiert ^). 

(b) Die D61 

( 2 ) 

hat für jedes > 0 mindestens eine Lösung» die den Anfangswert y (a) = y^ 
hat und für alle z^a existiert, und jede solche IKurve hat zugleich 
eine horizontale Asymptote» wenn folgende Voraussetzungen erfüllt sind: 
Füra<a;<oo, oL^y {ß> y^^), — oo < y' < + oo ist / stetig und 
^ 0, / (z, a, 0) = 0 (also y = a eine Lösung von (2)) und / (x, a, y') eine 
monotone Funktion von y^. — Es gibt genau eine solche Lösung» wenn / 
auch noch mit y monoton wächst. — Folgt überdies 

lim y(x) = a 

ar— *oo 

aus der Existenz von 

//(*.y(*). y'lx)).dx 

c 

für jede Funktion y(x)» die für x^a eine n^ative Ableitung hat» so 
gibt es durch den Punkt a, y^ eine IKurve mit der Asymptote y = a •). 

A. Mambriani, Atti Accad. Lincei (6) 9 (1929) 620— 622. Der Satz ist an- 
wendbar auf die DGl y'* = c* yZ • (p ^ 1» f > — 1)» insbes. also auf die Thomas- 
Fermi-Gl ’^x y" ** y*; vgl. C 6-roo. 

*) Q, Seana Dragoni, Giomale Mat. 69 (1981) 77—112; Atti Acoad. Lincei (6) 
9 (1929) 628— 625. Der Satz ist anwendbar auf die in der vorigen FuBnote genannten 
DGlen. 
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(e) Ist die DGU 
mit den Randbedingungen 


y(a) = il, y(aj)-^0 für x-^oo 

oder 

g (a, y(ä)) y'(a) = - 4 , y{x) 0 für x-^oo 

gegeben, so gibt es nach Oronwail a. a. 0 . genau eine Lösung dieser Rand- 
wertaufgabe, wenn die in io*l ( 1 ) genannten Voraussetzungen erfüllt sind 
und außerdem noch für jedes c =t= 0 


/ g c) dx divergiert. 

a 

10-8. EigenwoctanlKaben. 

(») L --f,) + 2 Jfc A = 0, y (a) = y(6) = 0; 

dabei ist F(x, y, y') eine ( 2 k + 2)-mal stetig differenzierbare Funktion, die 
in bezug auf y, y' homogen vom Grad 2 k ist; für j; = 1 soll 
sein, für i > 1 soll > 0 sein und nur für y = y' = 0 den Wert 0 
haben. Dann laßt sich die Sturmsche Eigenwerttheorie von 9*2 (a^) weit- 
gehend auf die obige Eigenwertaufgabe übertragen^). 

(b)*) y" + Ay/(x,y, y') = 0 

mit den Randbedingungen 
(3) y(0) = y(l) = 0. 

Es seien folgende Voraussetzungen erfüllt: Für 

O^x^l, — oo<y, y'< + oo 

ist/ stetig und hat eine positive untere Schranke; für jedes A und jedes a 
besitzt die DGl genau eine im ganzen Intervall 0 < 2 < 1 existierende 
Lösung der Anfangswertaufgabe 

y(l) = 0, y'c^^a (0<f^l). 


L, Lustemik, Recueil math. Moboou (N. S. 2) 44 (1937) 1143—1166; 46 (1938) 
227-232. 

•) Die hier wiedergegebenen S&tze findet man bei A- Hammerstein^ Journal für 
Math. 168 (1932) 37— 43. Für einen Satz über Existenz und Oszillation der Eigen- 
funktionen bei dem System 

y' = /(»* y. A) z. z' = g{x, y, z, A) y 
mit den Randbedingungen 

* y(ö) = y(ft) = 0 oder y(o) = z(6) = 0 

s. W. M. Wkybum, Transaotions Americ. Math. Soc. 30 (1928) 848— 864. 
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Dann gibt es zu jedem festen a unendlich viele positive Eigenwerte 
A = (a) , so daß die zugehörige Eigenfunktion neben den Randbe- 

dingungen ( 3 ) noch die Bedingung y'(O) = a erfüllt. Die Eigenwerte 
hängen im allgemeinen von a ab. 

(c)^) Es sei die DGl 

y" + >■ yf{y^) = o 

mit den Randbedingungen ( 3 ) gegeben; die Punktion f(z) soll für 2>0 
stetig sein, eine positive untere Schranke haben und in jedem endlichen 
Intervall eine Lipschitz-Bedingung erfüllen. Dann gibt es zu jedem festen a 
unendlich viele Eigenfunktionen, die auch noch der Bedingung y'(l) = a 
genügen; unter diesen Eigenfunktionen sind solche mit 0 , 1 , 2, . . . Null- 
steUen im offenen Intervall 0 < a? < 1 . 

Unter diesen Satz fallt z. B. die DGl 

y" + A(j^+i)i = o 

aus der Knickfestigkeitslehre. 

11. Rand- und Eigenwertaufgaben dritter bis achter Ordnung. 

11*1. Lineare Eigenwertaul^aben dritter Ordnung. Da es keine selbst- 
adjungierten linearen DAusdrücke dritter Ordnung gibt (vgl. A 26 ), 
gibt es auch keine selbstadjungierten Eigenwertaufgaben dritter Ordnung. 
Von den allgemeinen Sätzen des § 1 sind daher alle diejenigen nicht anwend- 
bar, die sich auf selbstadjungierte Eigenwertaufjgaben beziehen*). An 
allgemeinen Sätzen bleiben daher, abgesehen von denen, die man in i findet, 
im wesentlichen nur diejenigen über reguläre Eigenwertaufgaben übrig. 
Dazu kommen noch Untersuchungen über einzelne irreguläre Eigenwert- 
aufgaben sowie über solche Aufgaben, deren Randbedingungen sich auf 
drei Punkte beziehen. 

Die DGl 

y"' + Ay=0 

mit den Randbedingungen 

y(0) = y'(0) = y (tt) = 0 

ist behandelt worden von J. W, Hopkins, Transactions Americ. Math. Soc. 
20 (1919) 245—259. D, Jackson, Proceedings Americ. Acad. 51 (1916) 

^) Siehe Fußnote 2 auf S. 281. 

*) Bei Systemen von DGlen (s. 6) ist der Begriff der selbstadjungierten Eigen- 
wertaufgabe allgemeiner gefaßt, so daß auch Eigenwertaufgaben dritter Ordnung, 
wenn man sie als Aufgaben für Systeme schreibt, selbstadjungiert sein können« 
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383—417; Bulletin Americ. Math. Soc. 28 (1922) 37—41. L. E. Ward, 
ebenda 33 (1927) 232 — 234. Für dieselbe D61 mit allgemeinen irregulären 
Bandbedingungen s. L. E. Ward, Transactions Americ. Math. 8 oc. 29 
(1927) 716 — 746, und 32 (1930) 544 — 567 bei den Bandbedingungen 

nt -ni 

y{^) n)=^y (e“3" jr) = 0 . 

Die allgemeinere DGl 

y'" + [A + /(x)]y = 0 

mit irregulären Randbedingungen hat IFard behandelt in den Transactions 
Americ. Math. Soc. 34 (1932) 417—434 und im Americ. Joum. Math. 57 
(1935) 345-362. 

ö. Sanaone^) hat Eigenwertaufgaben untersucht, bei denen die „Rand- 
bedingungen“ 

y(a) = y(h) = y(c) = 0 (a < 6 < c) 
lauten und eine der DGlen 

(1) ^'' + Ay'> + X(By' + Cy) = Q (Ißl+lC^O) 

(2) [/{a:)yT + AÄ(a!)y=0 

(3) [/{*) + [(?(*) y)' + Ä(*) y] = 0 

gegeben ist. Für (i) gibt es unendlich viele Eigenwerte. Ist bei ( 2 ) / > 0, 
zweimal stetig differenzierbar, ä ^ 0 und stetig und ändert (x — h) h(x) 
nicht das Vorzeichen, so gibt es Eigenwerte; ebenso bei ( 3 ), wenn dort 
außerdem noch (x — h) g{x) h(x) ^ 0 ist. Für weitere Sätze, insbesondere 
über die Existenz unendlich vieler Eigenwerte und einen Oszillationssatz 
s. Sanaone, a, a. 0. Für die Untersuchung der Aufgabe wird die Greensche 
Funktion aufgestellt, die zu der DGl und den Randbedingungen y{a) = y{c) 
gehört, hiermit die Fredholmsche IGl gewonnen und nun noch y(ö) = 0 
berücksichtigt. 

11-2. Lineare Eigenwertaufgaben vierter Ordnung. Für Bezeichnungen 
und allgemeine Lösungsmethoden s. § 1 . Die am häufigsten behandelten 
Eigenwertaufgaben beziehen sich auf die selbstadjungierte DGl 

(a) if 2 yr + {fty'Y+foy = ^9y » 

mit selbstadjungierten Randbedingungen; dabei sind die /,=/„(«) in 
dem Grundintervall a^x^b i^-mal stetig differenzierbar, fomer ist 


^) Rendiconti Istituto Lombardo (2) 62 (1929) 683—692; Rendiconti Sem. 
Mat. Padova 1 (1930) 164-183; 3 (1932) 128-140. Bolletino Unione Mat. Italiana 
10 (1931) 277- 282. 
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/2 4= 0» 9^ = 9(^) stetig und ^ 0. Speziell ist vor allem der Fall Sturmscher 
Randbedingungen behandelt worden; 

“l Va + S^a + yiha Va + [(/» y")a +/l a 

«s y. + A »; + y*/2. yä + «52 [(A y'O; + A. y;] = o. 

*3 + /^ai yi + ys/26 Vb + [(A + fib yft] ~ 

«4 y^ + ^4 y* + >"4/2«» yJ^ + ^4 [(A y'Oi + A» yil = 0? 

dabei ist 


“1 


ßl Yl 

\ 

*3 


ßt Yi 

*2 ^2 


ßi Yi 

1 1 

«4 <54 


ßt Yt 


und der Index a bzw. b bedeutet, daß x = a bzw. x = b einzusetzen ist. 

Sind die Randbedingungen 

y(a) = y'{a) = yW = y'W = 0 » 

so können höchstens doppelte Eigenwerte Vorkommen, da es, wie leicht 
zu sehen ist, nicht mehr als zwei linear unabhängige Lösungen von (a) 
geben kann, für die y(a) = y'(a) = 0 ist^). 

Oszillationssätze von der Art, wie sie für die Eigenwertaufgaben zweiter 
Ordnung (vgl. 9*2) angeführt sind, sind bei Eigenwertaufgaben vierter 
Ordnung aufgestellt von 0, Haupt^) für die am häufigsten vorkommenden 
Randbedingungen und von 8, A, Janczewsky^) für die Sturmschen Rand- 
bedingungen und in der zweiten Arbeit für die allgemeinen selbstadjun- 
gierten Randbedingungen^). Die allgemeine Formulierung ist hier wegen 
der größeren Typenzahl der Randbedingungen komplizierter als bei den 
Eigenwertaufgaben zweiter Ordnung. 

Für verschiedenartige Untersuchungsmethoden sind neben den schon erwähnten 
Abhandlungen noch zu nennen die Arbeiten von A. Davidoghuy Annales Ecole Norm. 
(3) 17 (1900) 359—444; (3) 22 (1905) 539—565 (Iterationsverfahren). E. Brnnitzky, 
Journal de Math. (6) 5 (1909) 65—125 (Greensche Funktion und IGlen). H. Boemer, 
Math. Zeitschrift 34 (1932) 293—319 (unendlich viele Veränderliche). H, T. Davis, 
Americ. Joum. Math. 47 (1925) 101—120 hat untersucht, wann zwei Sturmsche 
Eigenwertaufgaben dieselben Eigenwerte haben und wann die Eigenwerte der einen 
Aufgabe durch die Eigenwerte der andern Aufgabe getrennt werden; weiter werden 
mit Sätzen von Birhhoff auch asymptotische Ausdrücke für die Eigenwerte her- 
geleitet. 

Eine Eigenwertaufgabe, die sich auf eine speziellere DGl 
(/y'T + 4* (a * + b)fy' + Xfy - 0 

bezieht, hat E, Sörensen im Ingenieur- Archiv 8 (1937) 381—396 behandelt. 

0, Cimmino, Math. Zeitschrift 32 (1930) 30. 

‘) 0. Haupt, Diss. 

») Annala of Math. (2) 29 (1928) 521-542; (2) 31 (1930) 663- 680. 

^) Vgl. hierzu auch W, M, Whybum, Americ. Joum. Math. 52 (1930) 171—196. 
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(b) Allgemeinere Typen von Eigenwertaufgaben. Von 6. Cimmino^) 
und H, Boemer^) ist nach verschiedenen Methoden die Eigenwertaufgabe 

(k y'T + [(/i + A g^) y']' + (/o + A (7o) y = 0 , 

y(ß) = y'(a) = y(b) = y'(6) = 0 

behandelt worden, in die also der Parameter A in allgemeinerer Weise ein- 
geht. Für dieselbe DGl mit beliebigen selbstadjungierten Randbedingungen 
s. 4. Hierbei sind die Randbedingungen vom Parameter A noch un- 
abhängig. Fälle, in denen das nicht mehr zutrifft, finden sich bei 
W, Sternberg, Math. Zeitschrift 3 (1919) 191—208: 

y(4)+(/yO'+(!7-A)y=0, 
y( 0) = y'(O) = y'(l) = y'"{l) + (a + A/5) y(l) = 0 , 

WO a ^ 0 und ß gegebene Zahlen sind ; Existenz der Eigenwerte, Ab- 
schätzung der Eigenwerte und Eigenfunktionen, Entwicklungssatz. 

H. Boerner, a. a. O. : 

(/ y")” — /o y + A [(^1 y'Y + ^0 y] = 0 
mit den Randbedingungen 

y(a) = y{b) = 0, [/ y" + A a y],., = 0, [/y" — Xß y],.j = 0 

oder 

y'{a) = y'ld) = 0. [(/y")' - A a y]^. = 0, [(/y»)' + A^ y],.* = 0; 
Existenz der Eigenwerte, Entwicklungssatz. 

(c) Über Randwertaufgaben, bei denen sich die Nebenbedingungen auf 
mehr als zwei Punkte beziehen, sei folgendes Ergebnis erwähnt®): Es 

seien reelle Zahlen, |ao| + |öi |+ > 0, < Xg < arg < x^. 

Dann hat die Eigenwertaufgabe 

+ «3 y"' !- («2 y" + «i y' + «o y) = ® > 

y (a^i) = y (*2) = y = y (*4) = 0 

unendlich viele Eigenwerte. 

11-3. Lineare EigenwertatdEgaben für Systeme von zwei Differential- 
gleichnngen zweiter Ordnung*). Es sei das selbstadjungierte System 

y" {x) + X (Al I y + 2») = 0 , «"(*) + AMj^i y+ -dg jz) = 0 

^) Math. Zeitschrift 32; (1930) 4—58. 

*) Math. Zeitschrift 34 (1932) 293-319. 

*) O. Sansone, Rendicoiiti Isiituto Lombarde (2) 64 (1931) 724—736. 

*),Vgl. hierzu auch 6 sowie ir. M, Whyhum, Americ. Joum. Math. 52 (1930) 
171-196. 
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mit den Randbedingungen 

y(a) = y{b) = z(a) = z(h) = 0 

gegeben; dabei sollen die = ^(x) im Intervall a^x^b stetig 

sein und die Bedingungen 

-^ 1,2 ~ -^ 2,1 > ^ -^ 1 , 1 -^ 2,2 ^ *^ 1,2 
erfüllen. Es gibt dann unendlich viele Eigenwerte, und man kann sie nach 
Mason^) auf folgende Weise erhalten: Wird 

b 

I (u, v) = J {u'^ + O > 

a 

b 

K (u, v) = J (Al l «* + 2 Ai z « » 4- ^2 2 «*) dx , 

a 

b 

L(y, 2, u,v) = f (Aiiyu + Ai2yv + A2^izu + A2^zzv)dx 

a 

gesetzt, so ist 

Ai = Mini^ 

^ K{u,v) 

der kleinste Eigenwert, wenn hierbei solche zweimal stetig differenzier- 
baren Funktionen «(a?), v{x) betrachtet werden, welche die Randbedin- 
gungen erfüllen. Sind die ersten Eigenwerte . . ., Ap_i und sind 

y^[x), z,(x) (v = 1 , . . ., — 1 ) 

Paare von Eigenfunktionen, die zu den obigen Eigenwerten gehören und 
die Orthogonalitätsbeziehungen 

(yp,> 2p. y,> 2.) = 0 für fi+v 

erfüllen, so ist 

der nächste Eigenwert, wenn hierbei solche zweimal stetig differenzierbaren 
Funktionen u{x), v(x) betrachtet werden, welche die Randbedingungen 
und die Gien 

L (y,> 2,» u,v) = Q (v = 1, . . ., — 1) 

erfüllen. 


Für Eigenwertaufgaben, die statt des einen Parameters A mehrere 
Parameter enthalten, vgl. R, 0. Z). Richardaon, Transactions Americ. Math. 
Soc. 13 (1912) 22—34; Math. Annalen 71 (1912) 214-232, 73 (1913) 289 
bis 304. 


Ch. Mctson, Randwertaufgaben. 
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11*4. Hiohiliiieare Bandwertantsaben vierter Ordnung. Die Rand- 
wertaufgabe 

y*' =/{*. y, y', y", y'") 

y(o) = a, y’(a)^ß, y(b)=y, y'(6) = ^ 
ist lösbar, wenn f stetig und beschränkt für 

a^x^h] —oo<y,y\ t/", y'" < + cxd 

ist^). 

Das System 

y'p = 4 (*■ yi * y'i > 2/2 > yz) (p = i. 2) 

mit den Randbedingungen 

yp(a) = Op. yp{b) =-- ßp (p = 1, 2) 
ist lösbar, wenn die stetig und beschränkt für 

a^x^b; — oo<yp, y'< + oö 

sind. Wird die Gültigkeit dieser Voraussetzungen nur in einem Teil des 
angegebenen Bereichs verlangt, so wird dafür die Formulierung kom- 
plizierter 2). 

W, Nicliborc^) hat das ballistische Problem, ob ein gegebenes Ziel 
durch ein Geschoß mit gegebener Anfangsgeschwindigkeit v erreicht 
werden kann, folgendermaßen als „Randwertaufgabe“ formuliert : Gegeben 
ist das DGlsSystem 

x"(t) = / («, X, y, x\ y ') , y"(t) = g (t, x, y, x', y') . 

Gesucht ist eine Lösung x{t), y(t), so daß für gegebene v > 0, a,b 
a:(0) = y(0) = 0, x'H0)+y'H0) = ^ 
und für ein passend gewähltes t 

x{T) = a, y(T) = 6 

ist. Mit Hilfe des Iterationsverfahrens ,wird gezeigt, daß die Aufgabe 
unter gewissen zusätzlichen Voraussetzungen lösbar ist. 

11*5. EigenwertauUraben höherer Ordnung. Solche Aufgaben sind bei der 
Untersuchung der Eigenschwingungen eines Kreisbogens und einer iCreis- 
zylinderschale aufgetreten, und zwar sind von K. Federhof er Aufgaben 

Q, Zwirner, Kendioonti Sem, Mat. Padova 9 (1938) 150—165. 

*) Ö. Scorza Dragoni, Bolletino ünione Mat. Italiana 14 (1935) 225 — 230. 
•) Berichte Leipzig 82 (1930) 227—242. 

*)*Akad. Wien 145 (1936) 29-50, 681-688; Zeitschrift für Architektur und 
Ingenieurwesen* Hannover 1910, S. 465; Ingenieur-Archiv 6 (1935) 223— 226. 
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behandelt, die sich auf DGlen der Gestalt 
y(«)+2y<«)+ (l-a)y" + Aoy = 0. 

yW + (A + v) yl*»-!- [2 (>; - a) + o (1 - a*)] y" + a A (1 - A) y = 0 
und 

yW+ (2 -h aA) y‘*>+ (1 - A + aA) y" + A (1 + o - o A) y = 0 
beziehen. Bei F. W. WaUking^) kommen die DGlen 
y<«+ 2 y<«> + (1 - A) y" + A y = 0 
und 

y«>+ (2 + aA) + (1 - A - aA) y" + A (1 - oA) y = 0 
vor. 

Bei der Berechnung kritischer Geschwindigkeiten ist das System 

E J ^ y"' + 2" — P A 2 = 0 , 

E 1 + F y" — P A y = 0 

mit den Randbedingungen 

y(0) = y(l) = y"(0) = y^'d) = 2(0) = z{l) = 2'^(0) = z''{l) = 0 

aufgetreten. Für F/ = 245000; T == 2180; F = 4550; P = 6,9; l = 6,099 
hat Maria Nasta^) die beiden ersten Eigenwerte näherungsweise berechnet 
und Al 5=5= 16* 10®, Ag 270- 10* gefunden. 


Ingenieur- Archiv 6 (1934) 429—449; 6 (1935) 226—228. 
*) Atti Accad. Lincei (6) 12 (1930) 209-216. 
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Vorbemerkungen. 


I. Bei den Differentialgleichungen für eine unbekannte Funktion ist 
die unabhängige Veränderliche mit x, die gesuchte Funktion mit y be- 
zeichnet. 


(1) 

( 2 ) 
(3l 

(4) 


II. Bei rationalen Zahlen und bei rationalen Funktionen in x, y, yf, 
... sind die Nenner beseitigt. Es erscheinen also z. B. die DGlen 

(Jacobische DGl) 


^ Ax^ + Bxy-{-ax + hy-{‘C 
y" + ^ + (l - 5) y = 0 (Besselsche DGl) 


,, P-T k,l] 
=\t - x + 4/y 


(koniluente hypergeometrische DGl) 


in der Gestalt 


(la) +{y^ + a^)y' +aiy ==0 

(2a) {Bxy+Ax^+ax+by+c)y'=^By^+Axy+oiX+ßy + y 
(3a) x^y" + xf/ + {a^ — v^)y = 0 

(4a) ^ x^ y*' = {x^ — 4 ik a: + 4 m* — 1) y • 

III. Das Prinzip, nach dem innerhalb einer DGl ihre Glieder angeordnet 
sind, wird man in großen Zügen auch ohne nähere Angaben schon beim 
Durchblättern der Sammlung bald erkennen. In jeder DGl kommen zuerst 
alle Glieder mit der höchsten auftretenden Ableitung, dann alle Glieder 
mit der nächstniedrigeren Ableitung usw. Innerhalb jeder solchen Gruppe 
von Gliedern ist der „Schwierigkeitsgrad“ oder der „Rang“ der Glieder 
maßgebend, und zwar sind die Glieder nach abnehmendem Rs^g geordnet. 

Die meisten DGlen der Sammlung (z. B. x^y'^ + x^yy'+ü = 0) 
enthalten nur Glieder der Gestalt 

a x”^* y^^ (m, ^ 0 und ganz) . 

*llyperbolic sines, cosines, etc., are differentiated from the corresponding circular 
functions by being printed in German type. 
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C. Einxel-Differential^iohimgen. 


Einem solchen Glied wird ein niedrigerer Bang als dem Gliede 
b a?"* y'’’ , . . (n, ^ 0 nnd ganz) 

beigelegt, wenn einer der folgenden Fälle vorliegt : 

(a) Sind fnr,nr di® letzten voneinander verschiedenen Exponenten, so 

ist tity. < . 

(b) *) Sind alle = n, , so gilt 
a, b ganz und |a|< |6| oder 
a, 6 ganz, — a = 6 > 0 oder 

a ganz, b nicht ganz oder eine beliebige (unbestimmt gelassene) Zahl. 

Sind die Glieder nicht von der obigen einfachen Bauart, so gilt für 
die einzelnen Glieder jeder Gliedergruppe, welche dieselbe höchste Ab> 
leitung y^^^ enthalten, in bezug auf diese Ableitung folgende aufsteigende 
Bangskala: 

mit ganzzahligem v, 
u"" mit beliebigem (unbestimmtem) v, 
u* mit speziellem, nicht ganzzahligem v, 
log u, 

hyperbolische Funktionen von u, trigonometrische Funktionen von tt, 
sonstige fest gegebene Funktionen von u, 

Funktionen beliebiger (unbestimmter) Art. 

Stimmen zwei Glieder in der höchsten Ableitung überein, so wird ihre 
Bangordnung festgelegt, indem diese Prinzipien auf die nächstniedrigere 
Ableitimg angewendet werden. 

Z. B. sind also in dem Ausdruck 

2^' y' +/(«) y" + y'* + x e*' + X 

die Glieder nach abnehmendem Bang geordnet. 

Diese Prinzipien mögen auf den ersten Blick vielleicht etwas kompli- 
ziert erscheinen, man wird mit ihnen aber beim Durchblättem der Samm- 
lung rasch vertraut werden und finden, daß sie recht einfach sind. 

IV. Die einzelnen DGlen in der Sammlung sind nach aufsteigendem 
Bang der ersten Glieder oder, wenn diese übereinstimmen, der nächsten 
Glieder geordnet. 

^) Die folgende Einteilung ist nicht erschöpfend und daher auch die Rang- 
festlegung nicht völlig eindeutig, aber sie reicht für die Sammlung aus. 

•) Für die Festlegung der Reihenfolge der Glieder in einer einzelnen DGl 
wird (b) nicht gebraucht, da man Glieder, die, abgesehen von denZahlenkoeffizienten, 
übereinstimmen, zusammenfassen kann. Dagegen ist (b) für die Anordnung der 
DGlen in der Sammlung nötig; vgi. hierzu IV. 
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Die Anordnung der DGlen ist dadurch zwar (vgl. Fußnote 1 auf S. 290) 
nicht völlig eindeutig festgelegt, aber es bleiben in bezug auf die Anordnung 
in der Sammlung nur so geringe Unsicherheiten, daß diese praktisch 
ohne Bedeutung sind, zumal da sie sich nur auf benachbarte Stellen be* 
ziehen. 

V. Will man eine gegebene D61 in der Sammlung suchen, so ist es 
zweckmäßig, die DGl auf die in I— III beschriebene Form zu bringen 
und dabei auftretende Konstanten soweit wie möglich zusammenzufassen. 

Beispiele: Die Clairautsche DGl 

y = i»; + y' (1 ~ y') 

ist hiernach in der Form 

y'* - (x + 1) y'. -f y = 0 


zu schreiben und die Clairautsche DGl 


in der Form 

Die Wechselstrom Gl 


y ^ zy' yi -}- y'» 






E . 

TrSinCÜ 


t 


erhält, wenn man z, y statt f, I schreibt und die auftretenden Konstanten zu- 
sammenfaßt, das Aussehen 

y^ + ö y = ^ sin c X , 
und diese Gl findet man unter 1*3. 

Bei /. Rung€f Zeitschrift f. Physik 18 (1923) 228—231 findet sich die DGl 


dX{T)q 


dT 

dz 


i* w{T) 


dz 


+ 2y:iqs{T) 


für die Wärmeleitfähigkeit k(T) stromgeheizter strahlender Drähte, wo T ~ T(x) 
die Temperatur an der Stelle x, q der Querschnitt des Drahts, % der Strom, w(T) 
der spezifische Widerstand, s(T) die pro Flächeneinheit ausgtstrahlte Energie ist. 
Da q konstant ist, hat die DGl die Gestalt 

r(i)] = 9(r), 

WO g(jr) eine gegebene Funktion ist, oder, wenn /, y statt A, T geschrieben wird, 

[/(y) y']' = y(y) , 

d. i. 


( 5 ) f(y) y" '^f'iy) y'^ = 9iy ) » 

und diese DGl findet man unter 6*224. 

Hat man die empfohlene Umschreibung vorgenommen, so wird man 
in gsQiz kurzer Zeit feststellen können, ob und wo die DGl in der Sammlung 
vorkommt. Dabei ist noch zu bedenken, daß die DGl auch in einer all- 
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gemeinerea Form enthalten sein kann. Z. B findet man in der Sammlung 
nicht die DGl 

2y'* + 3y'-y = 0, 

wohl aber 

+ y = 0 und y'*+ay'+6y = 0, 
welche die obige Gl als Sonderfall enthalten. Ebenso findet man nicht 

wohl aber die Gl (5), welche wiederum die obige 61 als Sonderfall umfaßt. 
Weiter bedenke man, daß das Aussehen einer DGl sich auch durch Vertau- 
schung von abhängiger und unabhängiger Veränderlidier erheblich ändern 
kann. Z. B. wird aus der DGl 

[*/(»)— ?(y)]»' + 1 = 0, 

wenn y als unabhängige Veränderliche gewählt wird, 

*/(y)— 9'(y) + ^'(y) = o. 

Wird schließlich die Bezeichnung geändert und x, y statt y, x geschrieben, 
so erhält man die lineare DGl 

y'(a;)+/(a;)y = ^(x), 
die man imter i‘ii findet. 

Im übrigen ist wie bei jeder Tabelle ~ man denke z. B. an die Log- 
arithmentafel — so auch hier eine gewisse Vertrautheit und Übung 
in der Benutzung der Sammlung nötig. Man wird leicht dazu gelangen, 
wenn man sich einige DGlen aufs Geratewohl aufschreibt und sie in der 
Sammlung sucht. 

VI. Die Lösungen sind geprüft. Wird die Lösung einer DGl für eine 
wichtige Rechnung gebraucht, so muß die Richtigkeit der angegebenen 
Lösung trotzdem nochmals nachgeprüft werden, da bei einer solchen 
Sammlung Schreib- und Druckfehler und auch sachliche Irrtümer schwer 
ganz zu vermeiden sind. Für implizite DGlen hat sich die Prüfung vor 
allem auch darauf zu erstrecken, ob nicht etwa Lösungen übersehen sind 
(singuläre Lösungen!). Die Nachprüfung kann dadurch geschehen, daß 
man die angegebene Lösung in die DGl einträgt oder die Lösung auf 
Grund der im Einzelfalle skizzierten Methode herleitet und dazu nötigen- 
falls noch die angegebene Literatur heranzieht. In dieser wird man in 
vielen Fällen auch noch weitere Ausführungen zu der betreffenden DGl 
finden. Nach Möglichkeit sind die ergiebigsten, nicht die zeitlich frühesten 
Quellen angeführt. Für ein bloßes Auftreten einer DGl ohne Angabe der 
Lösung ist im allgemeinen keine Quelle angegeben. 



1. Differentialgleichungen erster Ordnung. 

DGlen mit Wurzelfunktionen: i, 57—74, 112—116, 190— 192, 209, 266, 332—340, 
398, 511, 512, 516, 517, 550, 555-562. 

DGlen mit Exponentialfunktionen: 2, 4. 5, 7, 37, 75, 88, 117, 131, 134, 206, 211, 

259, 341. 342. 387. 459. 465- 

DGlen mit Logarithmus-Funktionen: 9, 91, 93, 108, 109, 118—120, 132, 159, 193, 
194. 343-346, 357, 373, 392, 563-565. 

DGlen mit hyperbolischen Funktionen: 347—349. 

DGlen mit trigonometrischen Funktionen: 3, 5—9, 21, 22, 32, 76—83, 90, 92, 93, 
121-125, 152, 154, 195-200, 202, 208, 267, 278, 314. 338, 350-364, 393, 
460, 513, 514, 539, 566-569. 

DGl mit arctg x: 570. 

DGl mit elliptischen Funktionen: 49. 

DGlen mit willkürlichen Funktionen: 10, ii, 16, 33—35, 50, 51, 53—56, 79, 80, 
84—87, HO, 126—128, 201, 202, 212, 219, 230, 268, 269, 365—367, 370, 394, 

395. 515-517. 551. 552, 561.. 571-576. 


1—367. Diflerentislgleichnngen ersten Grades in y'. 

if' = (043?* +0ja!*+02®* +0105 +Oo)’l i-i 

Man erhält die Lösungen durch Integration der rechten Seite. Für 
die Auswertung des dabei auftretenden elliptischen Integrals s. die in 
1-72 angegebene Literatur. Die DGl besitzt eine StammGl von der Gestalt 

+ -«(«’(»)) = C', 

WO B eine rationale Funktion und p (y) die mit einem passend gewählten 
Periodenpaar gebildete Weierstraßsche Funktion ist. 

Whittaker-Wataon^ Modern Analysis, S. 452ff. MouUon, Diff. Equations, S. 


y' + a y = c ® ; lineare DGl. 





'a + 6 


+ Ce- 


c a; 6^* + C' e“ 


1-2 


für a 4" ^ 0 , 

für a + 6 ~ 0 . 
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C. z. Bifferentialglcichmigen erster Ordnimg. 


1*3 <fay = b sin cop; lineare DGL 


Als WechselstromOl tdtt sie gewöhnlich in der Gestalt 

dl W ^ Et, . 

- jtxamt 

auf, wo I(t) die Stromst&rke in einem Stromkreis mit der angelegten 
Spannung E^sinot, dem Ohmschen Widerstand W und dem Selbst- 
induktionskoeffizienten L ist. Das nach A4-3 sich ergebende Integral 
läßt sich bei Einführung der „Phasenverschiebung** y durch tgy ^ cd Lj W 

mittels partieller Integration umformen in 




E, 


sin {o>t — y), 


W* + <0*1*1 ' yw* + to*L* 
wo /„ die Stromstärke zur Zeit ( = 0 ist. Für oo wird 


/«)' 


E, 


]IW* + (o*L* 

Kamke, DGIen, S. 34f. Hort, DGlen, S. 69ff. 


sin {(ot — y). 


1-4 y' + 2xyssxe'*’; lineare DGL 

1-5 y' +jeo8x = e**; lineare DGL 


1-6 y'-f yeo8« = ~8m2x; lineare DGL 


y =8ina;-~ 1 +C€ 


-iln X 


17 y' +y C08*s5e~**“*; lineare DGL 

y = (ar + C)e-""*. 


1*8 y'+y%xs8in2x; lineare DGL 

y = — 2 008* ar + (7 008 X . 

i >9 y' s (sin log x + cos log x a) y ; DGl mit getrennten Variabein. 

y » G exp X (sin log x -f o) • 



t-367‘ IMfimntüli^cliimgeii ersten Gtades in y'. 
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»'+/'(*)»*/(»)/'(*): lineare DGl. MO 

y =/(*) — 1 + (7 

Forsyth> Jacobsthal, DGlen, S. 21, 668. 

y' + /(ap) 9 = 9 (») ; lineare DGl ; s. A 4 3. I-Il 

DGl mit getrennten Variabein. I«I2 

y = ±l, ^q(x + C), (Ü,i(x + C). 

y' + y^ = a jj + ö ; Ricoatische DGl. 1-13 

Transformiert man die DGl nach A 4*9 durch = yu aut eine lineare 
DGl, 80 erhält man die DGl 2*io 

tt" = (a a: + 6) w . 

y'+y^+ax^ssO; Riccatische DGl 1-14 

Für u'(x) = yu entsteht die DGl 2*14 

u" + ax”^u = 0. 

Für eine Diskussion der IKurven s. J, Haag, Bulletin Sc. math. (2) 62 (1938) 

99—109 (Druckfehler!). 

y' +y2 — 2x2y +ap^— 2x--l =0 115 

Für u(x) = y— x^ entsteht u' + «* — 1 = 0, d. i. 1*12. 

H. T. H. Piaggio, Math. Gazette 23 (1939) 61. 

9'+9* + (a!»-l)/(*)=0 ; Riccatische DGl. I*l6 

Eine Lösung ist y = i. Die Substitution y = ^ + führt auf die 
lineare DGl 

— I*/ + ^) « = 1 • 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 200 f. 

DGl mit getrennten Variabein. . 1*17 

(7i-4Cge»» . 

^ ~ C, + C,«'* 
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0. z. IHileKeiitialg^eiohiiiigen mter Ordnung 


I*i8 if'— jf*— *jf— .flp + lasO; Biooatische DGL 

ESne Lösung ist y = — 1. Die Substitution y = — 1 + fuhrt 
auf die lineare DGl 

+ (a? — 2) tt + 1 = 0 . 

1*19 ]f^ SS (if -f x)*; RioeatiBohe DGl. 

Für tt(a;) = y + a; entsteht ü' = it* + 1 , also tt = tg (« + G) . 

1-20 2 xssO; Biooatisohe DGL 

Für u(aj) = y ~ a:* — 1 entsteht die BemouUische DGl 

tt' — (a:* + 1) « = t** • 


i‘2i y' — if*+y sinx— cosxssO; Riccatische DGL 

Eine Lösung ist y = sin a;, die anderen Lösungen kann man nun nach 
A4*9 erhalten. 


I«22 jf'— y*— y 8 m 2 x — eo 82 x= 0 ; Riccatische DGL 

Eine Lösung ist y = tg 2; die andern Lösungen kann man nun nach 
A4*9 erhalten: 



/• -coe»» \ 

4- IC 

rfrl 

^ C08*S r J 

1 C08»2? 


Morria-Broum, Biff. Equations, S. 47, 355. 


1*23 y' -l-ay^asb; DGl mit getrennten Variabein. 


Die DGl ist zugleich ein Sonder&U der speziellen Riccatischen DGL 
Die durch den Punkt f gehende IKorve ist 


TI + b(z—S) 

V 

li-av(x-e) 

y= 6(Lg yJF(s — f) 

a q Cg }fah(x ~ f) 
n -f ^ y - tt 5 (g - i) 

y ~ a5 + ai 7 tg y - o5(s - f) 

Kamke, DGlen, S. 44, 425. 


für a== 0, 
für 5 = 0, 


für a 6 > 0 , 


für d 6 < 0 . 
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y' +a!^ssbat*; speddle KocatiiBohe DGl; s. A 4 . 8 . 


jf' +0|>*as6a5** +caf*"‘; Riooatisehe DOl. 

Fflr a = — 1 liegt 1.24 tot. Für a — 1 geht die DGl durch 




a + 1 


in 


d. h. in I'I 05 über. 

F. Siacci, Rendiconti Napoli (3) 7 (1901) 139—143. 


I-a4 

1-25 


y'ss(Ay'^a) (By^b); BGl des Mtuisenwirkangsgesetses. 
Die DGl ist von dem Typus A4«i. Man erh&lt 

^ _ Cibexp(aB-bA)z^Gya ,riS , 

y-C^Bexp(aB-bA)x-0,A + 

für aJB — 6A4=0 und 

1 


a a 


fura-ß— -6^=0, il=4=0. 


1*26 


A A(Bz-^C) 

fry, Diff. Equations, S. 42. /. 0. wn der Corjmt — ff. J. Bäcker, Proceedings 
Amsterdam 41 (1938) 1058ff. 


ap)=sl; Riooatisehe DGl. 1*^7 

Für u(x) =z y X entsteht die Bemoullisohe DGl 
»' + o(xtt + «*) = 0. 

Suter I. 8. 340. 

y' ae*|f'.-2«ss0; Riccatische DGl. 1’28 

Für «(x) = X* — y entsteht die Bemoullisohe DGl 
u' + ic* = a? tt* . 

y'— SxjfsO; Bemoullisohe DGl 1*29 



Morris-Brown, Diff. Equations« S. 43, 354. 
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C. i..]>iierestialgleiohi 2 ]igeii erster Ordnung. 


1*30 y' « >0; Bicoatifiche DOl. 

Für a #: 0 geht die 61 durch y(x) a f = — a?“* in die 

Riecatische D 6 I A 4*8 

^7' + ^ = (— 

über, durch y{x) -■= u' (z)lu(z) m die lineare DGl 
zu" + (a + 1) u* — u = 0 , 

WaisoTit Bessel functions, S. 90. 


1*31 jf' — a a?" (9* + 1 ) = 0 ; DGl mit getrennten Variabein. 



für n 4= — 1- , 
für = — 1 . 


1*32 tf' + «* sin « = 2 ; Riecatische DGl. 

^ ^ cos*«’ 

— ^ 1 , 3co8*a? 

^ ~ cos a? ’ cos a; C — cos® x * 

Forsyth’Jacobathalf ÜGlen, S. 147, 716. 


1-33 Riecatische DGl. 

Abel, Oeuvres II, S. 234 f. 


1*34 y' + /(®) + 9 (®) 9 = 0; Bemoullische DGl. 

l=E{x)J^^dx mit E{x)=el<"'^. 

Abel Oeuvres II. S. 231. 

1*35 y' + / (®) ( 9 * + 2 a y + 5) =s 0 ; DGl mit getrennten Variabein. 

i für 6 = a2, 

— atgaF für a*=6 — a*>0, 
für a* = a* — 6>0; 

dabei ist F = F («) = J f{x) dz + C 

Abel, Oeuvres II, S. 231. 
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-h If’ -h a 0? 33 0 ; Abelsche DGL 

Für u{x) = ~ a a:* entsteht die spezieUe Biccatische DQl 

P. Ap-pell, Journal de Math. (4) § (1889) 380f. 


Für y{x) =fj{S), i = e"* entsteht 

pyj' + +arj^ — 0 , Sonderfall von 1169. 

Abelsche DGl sowie Typus 1*52. 

Für y = x’^rj (i), i = log x entsteht der Typus A 41 

V' +jfj + b. 

P. Appell, Journal de Math. (4) 6 (1889) 376f. 


y' = a8y» + a2y*+Oiy +ao . 

Ein Sonderfall der Abelschen DGl A410, der nach A4-I behandelt 
werden kann. 


y^<f 3 ay^-f 6 a jc y^= 0 ; Abelsche DGl A 4-10. 1*40 

Für uUx) = y entsteht 

(1) + 3 a ü'* 4- 6 a X tt'* = 0 , 

und hieraus, wenn u als unabhängige Variable eingefübrt wird, 

(2) 6ax.V-3a = 0. 

Diese Gl ergibt sich durch Differentiation der Biccatischen DGl 
x'— 3ax*— 3av— 3C==0, 

und diese |;eht für v' («) = — da x{u)v (w) in die lineare DGl 
f/' + 9 a V (a ft + C) == 0 
über; zu dieser DGl s. 2*10. 

R. ItotttfiOe, Acta Math. 27 (1903) 60f. 
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C. 1. IMSetentulgleiohungen enter Ordnung. 


I>41 Abelsche D 61 . 

Für f}{S) — xy, f = log x entsteht die Gl 1-39 

J 7 ' + atj* +bif — ifi = 0 . 

1-42 y' SS » (as + 2 ) y* + (« + 8) 9® ; Abelsche D 61 . 

Eine Lösung ist 

2 

^ xJx+T) ' 

Wählt man x = x(t) so, daß für die Lösungen y(x) der D 61 die Beziehung 
y(x) = —(x+et)-^ 

(c beliebig, jedoch 4= 0 ) gilt, so erhält man die DGl 
i (x + 2 ) a/ (t) = X + ct f 

d. h. den T^us 1*237. dieser Gl kann man nach 1*237 

vom Typus 676 gelangen. Man erhält dabei eine in geschlossener Form 

integrierbare DGl dieses Typus. 


1*43 y + (Saa;^ + 5 ) y -fSary^ssO; Abelsche DGl. 


Für y = (x) entsteht 

tt" + (3 a a:* + 4 a: + 6) w'® + 3 a; w'* = 0 , 
und hieraus, wenn u als unabhängige Veränderliche eingeführt wird, 
für X = x{u) die DGl 

(I) a:" — 3 a; a;' — (3 a a:* -f- 4 o* a: + 6) = 0 , 

d. i. 

Das ist für die Klammer eine lineare DGl. Es ist also 


( 2 ) 



a X = 


6 + Ce“"«« 
2 a 


Hieraus entsteht für x(u) = — die DGl 

' ' 3v(u) 

2 1/' - 4 a t/ + ^(6 + C e-®*“) t) = 0 
und weiter durch die Transformation v(u) =y((), ( == e”“®“ 

+ + +6)i, = 0; 

ZU dieser s. 2*215. 

Ji, LiouviUe, Acts Math. 27 ( 1903 ) 61 f. 


die Gl 
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4’2aap’{^ -f 2a?2fssO; BemouUische D 61 . 1-44 

y“* = — 1*0 — a «* + C exp 2 . 

ForsytihJacobsihalf S. 22, 668 . 

+2 (a*a 5 * — 5 *«) -i-S&y^ssO; Abelsche D 61 sowie Typus i‘48. 1*45 

Die D 61 geht durch die Transformation 

in sich über. 

B, Liouviüe, Acta Math. 27 (1903) 63tf. U. Lemke, Sitzungsberichte Berlin. 

Math. Ges. 18 (1920) 26-31. 


y' — a?" y® + 3 y* — op“® y — x“*® + a = 0 , Abelsche D 61 . 1-46 

Eine Lösung ist y = a;“®. Für y = a;"* + i*(x) entsteht die BemouUische 


ti' + 2 a;”® — x® tt® = 0 . 


Mathesis 51 (1937) 150. 


s a (x® -- x) jf® -f jf® ; Abelsche DGl. I«47 

Wird für die Lösung y(a:) 4= 0 eine Funktion x(t) als Lösung der DGl 
z'{t) =: — eingeführt, so erhalt man für diese Funktion die DGl 
fix'' = — a (a;® — a;) . 


jf' SS (a X® d- 0 x) y® -I- c if®, Abelsche DGl. 1*48 

1 

Für y - f = aca:, a=-^|— entsteht der Typus 1-47 

|f'+ap'(*)»» + 6op(») jf* + (2o+l)£7^y+2(o + l)=0; 1-49 

Abelsche DGl. 

Für yp'{x) + 2 p{x) = 2 r)(i), a^ = — p'{x) entsteht der Ty- 
pus 1-40 

V'{() = ^V*-9%V — 9s> 
wo g,, g, die Inyarianten von p(z) sind. 

P. AppeU, Joumsl de Math. (4) 6 (1889) 377. 
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C. 1. Difierentialgleichungen enter Ordnung. 


1.50 Vss/s(»)»*+/»(*)!f®+/i(*)»+/o(*); Abelsche DGl, 8. A410. 


i' 5 i 

! 9 = ?(*)« Ä = Ä(x), / 4=^^; Abelsdie DGl A 4-10. 

Die Lösungen erhält man aus 


\y-fT\y-9\ 


0/+6? 


1-0 -6 


a 

Lösungen sind demnach z. B. 




y =/. 9, 


af+bg 


fl -f* 6 

M. Chini, Rendiconti Istituto Lombardo (2) 36 (1903) 1035—1046. 


1.52 jf' = o + 5 ; Typus 1-55. 


1 

Für y = u{x) entsteht die DGl mit getrennten Variabein 


also 


a: = a w'* H r + b 

' n — 1 





+;r^+' 

M, Chini, Rendiconti Istituto Lombardo (2) 68 (1926) 244. 

^■53 y' = g" + J » ■«•/»'. f=f{x), 9=9{x). 

Für y = u(x)f • [ag + b) entsteht 

(ö g + 6) tt' = (w” — a + 1) / , 

also ist 

if. Chini, Rendiconti Istituto I^ombardo (2) 57 (1924) 503. 


1-54 


y'=!0*/^’*9'!f"+^9+/ff', /=/(*), g = g{x). 

Für y =^^u{x) entsteht 

n'==a(u^^ +l)g' 

also 

Jf. CAtnt, Rendiconti Istituto Lombardo (2) 67 (1924) 503. 



1—367- Diffenntiitlgleichungen enten Gndes in /. 
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»' = /(*)»*+»(»)» + *(») 

Wenn für passend gewählte Konstante a, ß 
1 

ist, d. h. wenn 



eine Lösung der linearen D61 

2' — gf z = a Ä 

ist, erhält man die Lösungen der ursprünglichen DGl aus 

y = (*)" «(*) 

WO u durch 

bestimmt ist. — Für A = 0 ist die DGl eine BernouUische A 4 * 5 . 

M. Chinif Rendiconti Istituto Lombardo (2) 57 (1924) 498 f., 58 (1925) 242ff. 


»' + /(*)»“+!/(») »* = 0 

Für a 4 = 1 und u(x) — entsteht 

a+h-i 

tt'+(tt — l)/u* + (a — 1) gf =0. 

L. CorUef Bolletino Unione Mat. lialiana 11 (1932) 216—219. 


JC* 

y = 0 und y = sgn x • sowie die Kurven, 

die aus diesen durch Parallelverschiebung längs 
der 2 ;-Achse hervorgehen, und die differenzier- 
baren Kurven, die aus den genannten stück- 
weis zusammengesetzt sind. Die DGl ist em 
Beispiel dafür, daß bei einer DGl mit stetiger 
rechter Seite durch einen Punkt (hier durch 
jeden Punkt der a;-Achse) mehrere IKutven 
.gehen können. 

Kamke^ DQlen, S. 15. 
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C. I. Difiemtialgleiehiingeii eniter Ordnung. 


1.58 j^sa.fy+b x; Sonderfall von 1*52. 


159 y'=sayif* + l+ft, 0 4=0. 


Eine Lösung ist y = ± |/ — 1, falls — 1 ist. Für y = tgu(2:) 

geht die D61 über in 

\co8 u a + 6 COS 14 f 

<!H: 


Hieraus erhält man für \a 
1 1 + sin 14 


a X = C + \og 


cos 14 


und für | a | > 1 6 1 : 

ax — C+ log 


Yb^-a: 


= log 


6 4- ö cos 14 -f y 6* — a* sin 14 
a -f- 6 cos tt 


1 + sin 14 


-T- b . .ya* — 6* sm 14 

T Are sm - — — r 

)a* — b^ a -f ö cos 14 


wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem 
(a + 6 cos u) (a cos w + 6) > 0 oder < 0 
ist. 

Für 6 = a ist 


ax = log|tg(|+jj 


-tgl + c. 


Ira Freeman, Bulletin 'Americ. Math. Soc. (1925) 426-~429. 


I-6o DGl mit getrennten Variabein. 

Die Lösungen erhält man für | a: | < 1, | y | < 1 aus 
Are sin y = i Are sin a; + C 
(oder, was auf dasselbe hinausläuft: 

y fl — X* =F X y 1 — y* = C) 
und für |a:| > 1, |y| > 1 aus 

y + Vy* — 1 = c{x± f X* — i) ; 

außerdem ist y = ± 1 eine Lösung. Vgl. auch 1-448. 

l-6i y' = + ; DGl mit getrennten Variabeln. 

Die Lösungen erhält man für |x| < 1, |y| < 1 aus 

Are sin y 4- y 1 — y* = C ± Are sin x ± x |^1 — x* 
und für |x| > 1, |y| > 1 aus 

y)V-l-log|y + yy*-l| =C'±[xVx*- 1- logjx + ]/x*-l|]. 
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Für y = xu(x) «mtatelit die exakte D 61 

* («* + 1) + (at* f» + — _ ? j tt' = 0 . 

1 a:* (tt* 4- 1) 4- Are sin li + C = 0 


Daher ist 

und 


y^isinj^C — |(a5* f y*)j. 

Fry, Diif. Equations, S. 81, 247. 


1*62 


1 + V* 

y' SS f l ; DGl mit getrennten Variabein. I-63 

l|f + (l+y)»i(l+»)* 

+|log(l + y*) +/li^dy = C. 

Forsyik-Jaecbithal, BGlen, S. 20, 667. 

y = Typ».i. 7 i. 1.64 

(aa^4-5a(4- e)i 

Man kann die Ol nach A 4*1 lösen. Man erhält die Lösungeiv auch aus der 
StammGl 

(a - - 0)2 (a:* 4- y*) 4- 2 (a* — (?) a; y 4 - 2 6 (a — 0 ) (aj + y) + — 4 c 0 = 0 

Forsyth-Jacobstkal, DGlen, S. 287. 

y'sslüL+Ü!; 1^08 171. 1-65 

(*•+ 1)1 

Eine StammOl ist 

x»y*-4(x + y) +2Cary(x + y) +(?*(*- y)* + 40 = 0. 

ince, Diff. Equations, 'S. 61. 

y/nn + fy.(l-y>(l--»jg 4 ; Typus I 7 1- 1-66 

” f» (1 — a) (I — o*)]i 

Für y = ± »?* (f )• * = ± f* entsteht 

Bd. XVJU: Komke, DlfferenUalgleichuiiffen 1. 
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0. I. Bifieientialgleiohiiiigeii enter Ordnung. 


dr i. eine DOl von der Gestalt i-68. Man erhalt somit n. a. die StammGl 

[* (1 — y) (1 — o y)]S T [y (1 — a:) (1 — o *)]! = 0 (o a: y — 1) . 
Forsyth-Jacobaihal, S. 285. 


1-67 

Sonderfall von 1-68. Bei Verwendung von Lemniskatenfunktionen 
erhält man die StammGl 

sin lemn y T «ha lemn x = C . 

Zu diesen SHmktionen vgl. Whitiaker^Watson, Modem Analysis, S. 524. 

1.68 

“ (oaB* 4 - 5 a^ + l)2 

Sonderfall von 1-71. In diesem besonderen Fall erhält man die Lösungen 
auch aus 

(a a;* y* — 1)* = 20 (ofi + y^) {a + 1) + ib C y^ — {x^ — y^f 

sowie aus 

(ö y* + ft y* + 1)5 T y (ö 4* ^ aj* + 1)1 = C (a a:* y* — 1) . 

Die erste Formel folgt leicht aus der zweiten. 

Forsyth’Jacaibaihal, DGlen, S. 287, 548f. 

1.69 y's + y’XF, X= 2 Ja,x', ¥ss 2 Jb,y’ 

y-O y-0 

Die DGl ist vom Typus A4‘l. Über die Auswertung der Integrale, 
die sich bei Anwendung dieser Methode ergeben, s. 1*72. 

170 y's + l/J, y=^b,y' 

' y-0 y-0 

Es gilt dasselbe wie bei 1*69. 

171 »' = ±]/|. Xs^'o.af'. r=2'6,y' 

l^us A4-1, Über die Auswertung der Integrale, die sich bei An- 
wendung dieser Methode ergeben, s. 1*72. Ist 6^ = a, (v ~ 0, 1, . . 4 ); 
so ist 

(Yy± fxf « (y — as)* [04 (y + 3!)* + 0, (y + a!) + ( 7 ] 
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eine StammGl, oder in anderer Gestalt 

(a* Vy ± = (y — a)* [C a* y* + Oj a: y (* + y) + ttp (x + y)*] . 

For»yth-JaeobianU, 8. 288 S., 794. Vgl. auch Jttchelot, Journal fflr Math. 23 
(1842) 354—366. Haljihen, Fonctions elliptiques II, S. 344ff. Cayley, Proceedings 
London Math. Soc. 8 (1877) 184 — 199. W. Kapteyrit Annales £cole Norm. (3) 

9 (1892) 35—62. 

y'^Ri (a?, Vx] • JRg (j/, , Äj, i ?2 rationale Funktionen von zwei 1-72 

Veränderlichen und Z, Y ganze rationale Funktionen 

v—O i»«0 

von höchstens viertem Grade. 

Die DGl ist vom Typus A 4 -i. Für die Auswertung der bei der Lösung 
auftretenden Integrale 

jR^{x,rx)dx, 

vgl. z. B. Serret'Scheffers, Differential- und Integralrechnung II, S. 70 
bis 98. Ist X oder Y von höherem als zweitem Grade, so treten im 
allgemeinen elliptische Integrale auf. Für die numerischen Werte solcher 
Integrale s^ Jahnke-Emdey Funktionentafeln, 2. Aufl., S. 124ff., und für 
den Zusammenhang mit den elliptischen Funktionen s. WhiUaker- Watsoriy 
Modern Analysis, S. Ö 12 ff. 



173 


Ist a eine einfache Nullstelle von X und 

X = o, (X — a) (X* + 2 p X + g) , ß = + q ’ 

SO geht die DGI durch die Transformation 

J = 03 (x — 7 = oaly — 
in 

dv _ j_ + ß 

d(-^ FFT? 

über. Die Lösungen erfüllen, gleichgültig, welches Vorzeichen auf der 
rechten Seite steht, die Gl 

(f +{y +vy)* = +?) +’? ’ 
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C. I. DiflwwiHriglriebmiigMi acter Ordimiig. 


«obdi y eine iriDkfiilidie Konsteate ist. Durch eine 'weitere (nidit nadb- 
geprfifte) Bechnung ergibt deh, daß die Lösongen der uraprfinglichen 
DGl dar Ol 

Z FC = j^o,a:yc +io, (xy + *6 + » 6) + 1 Oi(* + y +c) + ajj|* 
mit der willkürlichen Konstanten c und 

C = ^a,c’ 

r-0 

genügen. 

Foratflh-JacobsÜMl, DOlen, 8. 344, 808ff. 

1-74 »'=/(*) (8-9(*)I l'(8-«) (»-*►) 

Für (x) = ^ geht die DGl über in die Biccatische DGl 

«' = ± |/- [a — y — «» (6 — y)] . 

Jnee, Diff. Equatloiu, S. 316. 

1-75 y'— e*-» <.e*as0 

IGt «(x) =-e^ erhält man 

y = log [1 + C exp (— e')] . 

Fkk, DGlen, S. 4. 

I'TÖ y'BOMSy’fb, 04=0; DGl mit getrennten Vaiiabeln. 

f-^.=z + C. 

J a COS y -f 6 * 

Das Integral laßt sich mit Hilfe der Substitution 
<*~1 2 t 

auBwerten. Ist z. B. b* > a*, so erhalt man 

177 |f^at08(ojf 4-&X), a4:0. 

Für u(x) == a y + 6 a; entsteht die DGl 1*76 

a' = a cos a + • 
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y' *aita{ay + ß») 4-hssQ 

Aus der DOl folgt 

«y + ^ J! + arc = 0 ; 

d 

das ist eine d’Alembertsche DGl A 4 - 19 . Damit hat man einen Zugang 
zur Behandlung der DGL Entsprechendes gilt natürlich auch, wenn statt 
des Sinus eine andere Funktion vorkommt. 

D, MUrinovitch, Publications math. Beigrade 4 (1935) 150f. 

»'+/(*) cosay +g(aj) ginay ^h(x)ss0 179 

Für u(x) =ig\ay geht die DGl über in die Riccatische DGl 

^ + (Ä — /) it* + 2 p tt + (Ä +/) = 0 . 

D, Märifumich, Publications math. Beigrade 4 (1935) 149<>152. 

9'+/8inj; + (I— /')cos» = /'+l. f=f{x). i- 8 o 

Für «(*) = tg 5 entsteht 

u' — /' = u (u — /) 

und hieraus für »(*) = «—/ die Bemoullische DGl 

«^ = »(»+/) • 

Mathes» 61 (1937) 162, 223. 

y' +3tgiftg«sl i-Si 

Lösungen sind z. B. y — x + kn {k ganz). Für rj{() — tgy, 

( — tgx erh&lt man 

(f* + l)»/ = (i?* + l) (l-2f>)). 

Zu dieser DGl s. I-I 5 I. 

if'ssa(l -ftg*})) 1-82 

Der ziemlich komplizierte Verlauf der Integralkurven ist untersudit 
bei B.Qambier, Enseignement math. 28 (1929) 246ff. H. MUUmx, ebenda 89 
(1930) 86-112. 
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C. I. DiffeientialgleiohiingeB enter Ordnung. 


1.83 y'stg(!ey) 

Die Lösungen erfüllen die Gl 

J cos {xi) dt 

0 

P. HendU, Interm^diaire math. 25 (1918) 45f. 


184 y' = f{ax-hby) 

Für u{x) ^ a X b y erhalt man die DGl mit getrennten Variabein 
u' + bf{u ) . 

X. E. Dickson, Annals of Math. (2) 25 (1924) 324. 

1.85 

Für «{*) =^± y entsteht die DGl mit getrennten Variabein 
= [l±f(u)]. 

L. E. Dicluon, Annals of Math. (2) 25 (1924) 324. 


1-86 


1*87 


»' = 


y--x/(x» + ay^} 
x + ayf {x* + ay*) 

y afi3fy)-¥ex’^' 
X 6/(05*») — **1^ 


, d. i. 1-366. 

, d. i. 1.367. 


1-88 2 3 4 o»=: 6 Biccatische DGl, s. 1-43 (2). 


1-89 xy' ± 1 ^ 0 *— 4 f*as 0 ; DGl der Schleppkurve (Tractrix); vgl. 1-492. 


1-90 05 -f » SS 05 sin ar; lineare DGl. 


sin a; , C 

y COS a: + . 

^ X X 


Fry, Diff. Equations, S. 83. 
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«»'— y = j^rn5 lineare DGl. 


y = Ca: + a:log |log|r||. 
(?, Perron, Math. Zeitschrift 16 (1922) 131. 

X — jf = sin X ; lineare DGl. 

y = a; ((7 — cos x) . 

^ ® log |a!| 

y = Cx +x8inlog|logla:||. 
0. Perron, Math. Zeitschrift 16 (1922) 131. 


zji' H-ay -f bx"=0; lineare DGl. 

Der Fall x < 0 kann auf x > 0 zurückgeführt werden. Für x > 0 ist 


C X- ^ X* 


für o 4= — n, 


C x‘“ — 6 x‘® log X für o = —n. 


*»'+»*+**=0 ; Riccatische DGl. 

Für tt'(x) =^^y(x)u(x) entsteht die lineare DGl 
xtt" + «' -f' w == 

zu dieser s. 2*162 (9). 

W. Kapteyn, Wiskundige Opgaven 10 (1910) 367. 


— If^+lssO; DGl mit getrennten Variabein. 


, = ^und,= -l. 


xy'+a^—y-¥b<li* = 0; Typus A 4-6 (d). 

Für y = X tt (x) entsteht die DGl mit getrennten Variabein 


— a I** — b . 
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C. I. IMfiewntU(^eidniiigen enter Otdmmg. 


1*98 b]f -f es^^sO; Riocatisehe DGL 

Für y = ij (f), f = ** entstellt l‘97: 

— 9 ) +«»?* +cf* = 0 . 

1*99 »y' +oy*— fcyasc«'* 

Die DGl geht durch die Transformation y — irjd), S = über in 
die spezielle Riccatische DGl A 4-8 

Forsyth- Jacobsthal, DQlen, S. 194—197. 

1*100 xy* ^a^O; Sonderfall von 1*24 . 


I*101 xy' •^•xy^^yszO; Bemoullisdie D6I. 

y = 0 und y = ^^ - 

1102 aPif'+a?if*— jf— aa?* = 0 

Sondeifall von i*20i. Es sei a = V |a| . Für a > 0 sind die Lösungen 
y ^ Cf. X und 

y = «a:ag(|«** + c). 

für a < 0: 

y = aarctg|ia2r* + C'| . 

JvUa, Exeroices d’Analyse III, S. 181. 


1*103 Jpjf' — opjf*— ( 23 ^ + 1 ) If—a5*=sO; Riccatische DGl. 

Transformiert man die DGl nach A^*g durch u'(x) auf eine 

lineare DGl, so erh&lt man die DGl 2*123 

a*tt''-(2»* + l) tt' + = 



und hieraus 



i-~3&7* IMfierentialgleiohimgeii: eisten Qiades In y'. 

4- -1-2 9 -f 6 flcsO; Biccatisohe DGL 

Für y = 14 («) — ^ entsteht 

it' + a 14* + 6 = 0 , 

also 

x = — f - fr +C. 

J au* + b 

Ist insbesondere b — —a, so erh&lt man 

« = ±1, ^^(ax—C), ®g(oic — C). 

H. Schmidt, Jahresbericht DMV 49 (1939) 66 kursiv. 

xi^ -t-ax^ +by + CX +dssO; Riccatische DGL 

Für = j)(f) y(x), i = ax entsteht die lineare DGl 2-i20 

f>?" + 6V + (jf+<*)»? = 0- 

xy" + x'‘y* +3^s0; Riccatische DGL 

«S 

Abel, Oeuvres II, S. 230. 

apy' + aap*y* +Ö jf=:cap^ i‘i07 

Für 6 4= a werden die Lösungen durch y (f), f = x“'* ein- 

deutig in die Lösungen der speziellen Biccatischen DGl A 4*8 

26-1-3 — oc 

(a — 6)1?' +a?/* = cx’',, y = — 

übergeführt; die ursprüngliche DGl wird auch die Rawsowoh^ Form der 
Riccatischen DGl genannt. 

Watson, Sessel funotions, S. 91. 

« jf' — y* log OB 4- if = 0; Bernoullische DGl. l*lo8 

^ = l+logx-fOx. 

^ 2 ylogap-*l)ss 0 ; Bernoullische DGl. 1*105 

i- 2 (l + logx) = Gx. 

Monit-Bnwn, Diff. Equatimis, 8. 67, 868. 


1105 


I-I06 


313 

1*104 
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C. z. DiSerentialgleiohiingeii enter Ordnung. 


I-Iio apy' +/(«) (if*— «*) — if = 0; Riccatißohe DGL 

Lösungen sind offenbar ^ = uh Daher kann man die sämtlichen 
Lösungen nach A 4*9 erhalten. 

laii flcy' + y* +3«y*=0; Abelsche DGL 

Nach B.Lumviüe, Acta Math. 27 (1903) 60, kann die DGl durch Quadra- 
turen gelöst werden. 

!•! J 2 a? tf = j/y* + a?* + Sonderfall von i-iiß. 

y + y^4^ = (7x». 

Morris-Brounit Diff. Equations, S. 34, 353. 

I-II 3 xy' +a fy* +!i^—y ss 0; homogene DGl. 

y = x Sin|olog.^j, 

insbesondere also färo = l: y = ^ — ~ . 

l'H 4 xy'—xl/y* + a^—y; Typus A 4-6 (d). 

y + V»* + x* = Ca;e* für (74=0. 


1115 zy'— SB(y— x) Vy* — 3e<~.ys0 


Für y = xu{x) entsteht 


u' = |a:| (tt— 1) V«* — 1 , 
und hieraus für it = ; 

008 V 


also 

also 


= ± » (1 — cos e) , 

ia:*=±ctgi» + lc, 
(»*-(7)* = 4?^ 

X 



1—3^7- Difierei^tialgleiohungen ersten Grades in y'. 


315 


und schließlich 


(^- C £±4 »(»«-0 


(!e»-C)*-4 (aJ-C)*- 

If. Kapteyn, Wiskundige Opgaven 10 (1910) 333f. 


xy' — x *2^) (y*— 4af2) — y=sO 

Für y = xu{x) entsteht 

u' = x]^ (u^ — 1) (u^ — 4) , 

i r* + C = f - . 

^ / y(tt* -!)(«»- 4) 

PT. Kapteyn, Wiskundige Opgaven 10 (1910) 420f. Zu der Auswertung des 
Integrals vgl. auch 1*72. 


xy'^six exp j + 0?; homogene DGL 
Für a;t*(x) = y entsteht 


u' _ 1 
e« + 1 ” a; ^ 


also 




Morris- Brown, Diff. Equations, S. 34, 363. 


C X 

T^x' 


a5V = »log»; DGl mit getrennten Variabein. 

Man erhält 

y=exp|. 

1)*® 

Für u{x) — xy entsteht 

*«' = «loga, also xy = e^^. 

»y'— »(»log— +2)=s0 

x^ 

X + loglogj = C. 

M, 0, OomaleZt Bol, mat. 11 (1938) 206—209. 


I-Il6 


1*117 


I*Il8 


1*119 


1*120 
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C. I. DiSenotialgleiohimgm enter Ordnimg. 


I I2I «tf'<('8ill(|f— «)a:0 

Für u{x) = xtg entsteht die Biccatische D61 

2*tt' + «* + iE« = 0, 

f./ 

und diese geht für ^ = 2 a; - über in die DGl 2-i62 (4) 

Farsyth, Diff. Equationa II, S. 176. 

1*122 «jf'-i-(8iny— 3a;^co8 9) cosjfssO 

Nach ])ivisi(m durch cos* y ist die DGl exakt. 

*tgy— x» = C. 

Mwris- Brown, Diff. Equationa, S. 26, 351. 

1123 OP = a; sin ^ + ff ; homogene DGl. 

y zs: 2 X arc tg C a: . 

M24 o^ff^ -f or cos*— ff -f x=sO; homogene DGl. 

cos — — (C + lög 2) sin ~ = 1 . 

X X 

Morris- Brown, Diff. Equationa, S. 35, 353. 

M25 rtf-^x <»i-» sO; homogene DGl. 

xfäa^^C. 

X 

Morris-Brown, Diff. Equationa, S. 58, 359. 

M26 = 

Die DGl ist von dem Typus A 47. Für y ssz (f), f == log a: geht 
sie über in 

+/(»?)] 8 

und hieraus erhalt man 

C 
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1—367. DifEnradtiklg^cluingen ersten Grades in y'. 

Für u(x) = iS* y* entsteht die DGl mit getrennten Vaiiabeln 
XU* = b uf{u) + o tt . 

L. E. Diekson, Änuds of Math. (2) 26 (1924) 324. 

*»'+«» = /(*)»(*•») 

Für u(x) = y ent^ht die D 61 mit getrennten Vaiiabeln 

L. E. Dickton, Annals of Math. (2) 26 (1924) 324. 

(« + 1) ir' 4* y (ff — «) sO; BmnouUische DGl. 

\=Cu—l+uJ^ mit * = (x + l)e"*. 

ixy* +yss 23 fi; lineare DGl. 



(2a! + l)F'-4e-» + 2=0 

Für tt(x) = e*' entsteht die lineare DGl 

•'+iÄT=nTi’ 

Jforrii- Broun, IXß. Eqnations, S. 68, 369. 

3«log«*ff*— yssO; BemouUische DGl. 

*y-* + |**(21ogx-l) = C. 
Morris-Broum, Diff. Equations, 8. 42f. 


1*127 


1*128 


1*129 


1-130 


1-131 


I-I32 


•^s^atssO, lineare DGL 1-133 

y = expi[c+/i®xp(-i)d*]. 

Die DGl ist deswegen interessimt, weil der PotenssreihenansatK für die 
Umgebung der Stelle x == 0 zu der divergenten Beihe 

yssx — x* + 2!x* — — **- 
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C. I. DÜ^ntial^leiohungen erster Ordniing. 


führt, die eine asymptotische Entwicklung einer Lösung für kleine x >0 
darstellt und schon bei Evler auftritt. Vgl. A 4*4. 

Schlesinger, Einführung in die DGlen, S. 29f. 

r.134 » ; lineare DGl. 

y = e‘^{e^ + C). 

1*135 0?* = (« — 1 ) y ; DGl mit getrennten Variabein. 

y = Cxexp^. 

1*136 a 5 *j'+j^+a?f(+ap^ = 0 ; homogene DGl. 

^^ = log|a;| + G undy = -a;. 

1*137 — jf* — apy = 0 ; homogene DGl. 

^ ^ log C X und y = 0 . 

W, V. Dyck, Abhandlungen München 26 (1914) 10. Abhandlung, S. 22 f. mit 
Bild der IKurven. 


1*138 — 1^— a?y = a? 2 ; homogene DGl. 

Außerdem ist die DGl exakt nach Division durch x (x* -f y^)- 
aro tg — log X = C . 

Morris- Brovm, Diff. Equations, S. 30, 361. 

1*139 -H a — b (b » 1 ) =: 0 ; Riccatische DGl. 

Für u*{x) = u(x) y(x) entsteht 2*155 mit u statt x, 

1*140 X* (y' + y*) + 4 X y + 2 =: 0 ; Riccatische DGl. 


2 


X-2C 
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ac* (jf' + jf*) + a « + ö =: d; Biöcatische D61. 

Für u'{x) = u(x) y(x) entsteht die Fulersche D 61 A22*3 
X* 11 " + a X it' + ö u = 0 . 

^*^(»'""9*)— ®®*9+®®+2s= 0; Riccatische D 61 . 

Für (x) = X y — 1 erhält man die BemouUische D 61 

X u* — {a X + 2) u = 

ac^ (y' +a9^) = ö; Riccatische DGl und Typus 1*52. 

Für u(x) = xy entsteht die DGl mit getrennten Variabein 
xit'-fatt® — — 6 = 0, 


also 




M 4 I 


1-142 


I-I 43 


ac* (y' + o y*) + ö ac* + c SS 0 ; Riccatische DGl. 1-144 

Für u(x) ^ xy + A mit aA^ +Ä + c = 0 entsteht die DGl 1-99 
xu' +au^ — (2 a A + 1) « + 6 x* = 0 . 


«^y'+öy* — «®®y* = 0 ; Abelsche DGl. I’I 45 

Für u{x) = ^+ax entsteht die Gl 1-36 
^ + x»-lx* = 0 . 

du a 

F. Appeü, Journal de Math. (4) ö (1889) 381. 


ac*y' +apy* +ay*=s0; Sonderfall von 1-169. 1-146 

Abelsche DGl. ^*^47 

Für y(x) = — f ~ ^*^45 
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C. I. DifimntUlgleicliangeit enter Urdnung. 


.1-148 +a$ff>-ls 0 ; lineare D 61 . 

y 1^** + 1 = C + log(x + |^a!*-fl). 


I-I 49 (ie* ^ 1 ) y' 49 |fsae (ae* + 1 ); lineare DGl. 


y = 


*» + 1 


y*‘+i 


1-150 -^l)]f^+ 2 apjf=s 2 a^; lineare DGL 

^ . 2 a:» + C 

^ 3 *•-}- 1 * 

Kamkt, DGlen, S. 35, 424f. 

1-151 (a^ 1 ) y' 4- (y* -1- 1 ) (2 OP y — 1 ) S 0 ; Abelsche DGl. 

Durch eine Transformation y a{x)u(x) ’\-h(x) kann man erreichen, 
daß keine konstanten Glieder und keine Glieder mit u selbei auftreten. 
Hier ist datür 

X^y = {3fl + l)U'\‘3? 

zu setzen. Man erhält dann die DGl 1*185 ^ V- 


1-152 (aß*4-l)y^4-x8iiiyeo6y— ap(a^4-l) eos’yssO 
Für a(a;) = tg ^ entsteht 1*149 ^ .V- 


1*153 (a5*—l)y'—«y 4 - 5 = 0 ; lineare DGl. 

y = 5a: + (7 V|«*— 1| . 

1*154 (**— P 4 - 2 a 5 y— C 08 ap= 0 ; lineare und exakte DGl. 

(a 4 — 1) y — sin X = r . 
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(ae* — l)9'H>|r*—8ar|f 4-lsO; Riccatüche D61. 

Die Gl kum in der Gestalt 

geschrieben werden. Sie ist dann eine DGl mit getrennten Variabein 
für Man erhält so 

^ = + ^ »=*• 

W. KapUyn, Wiskondige Opgaven 10 (1910) 106. 


(«*— 1) y' — !f (if — *) =0; BemouUische DGl. 

i = x + C 


( 0 ^— l)y'+o(y‘— 2a?y + l)ss0; Riccatische DGl. 

Für y = ^ — - X — ^LUl geht die DGl in 
^ a a u(x) ^ 

{«* — 1 ) tt' + (a — 1 ) (ti* — 2 a; tt + 1 ) = 0 

über. Ist a eine natürliche Zahl, so läßt sich also die DGl durch wieder- 
holte Ausführung der Transformation in eine DGl derselben Gestalt, aber 
mit a = 1 , d. h. in 1*155 überfuhren. 

W, KapUyn, Wiskundige Opgayen 10 (1910) 105ff 


(«*— 1) y' +aa?y* +a5y=s0; BemouUische DGl. 

Forayth- Jacobsthal, DGlen, 6. 22, 668. 


(OP*«— 1) jf' Ä 2 OP y log y; DGl mit getrennten Variabein. 

y = exp C {** — 1 ) 


(as*— 4) y + (aff + 2 ) y*— 4y s 0; BemouUische DGl. 

Morris^Brown, Diff. Equations, S. 43, 356. 

Bd.Xyni: Ktmtce. INitoniitiilglelohuiig^n I. 
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C. 1 . Biffenntiali^iohai^n enter Otdnimg. 


m 6 i (**— 6a5+6)ir'+3af!f— 8 |f +ar*ssO; lineare D 6 I. 

Außerdem wird die D61 exakt durch MultiplikatioD mit x — 2. 

12 y (x* - 5 X + 6) (a: - 2) + *» (3 sr - 8) = C . 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 32, 352. 

1*162 («— a) («— 6 )y'+»* + l5(jf +ap— a) ( 9 +x— 6 )= 0 ; Riccatische 
DGL 

Ist jb (ib + 1) 4 = 0, so geht die D61 durch die Transfonnation 
ku(x) = y + A;(y + a;) in 


{u — a)(u — h)~^ (z — a) (x — b) 
über. Hieraus folgt 


u-a lz-a\ti 
u-^b\z-b} 

für a 4 = ft , 

' + ‘ =c 

u — a x — a 

für 0 = ft . 

Ist ib = 0, so erhält man 


ylogCf^=a-6 

für a 4= ft » 

i+-i- = C7 

y x-a 

für a = ft . 


Ist endlich I; = — 1 , so ist die D61 linear, und man erhält 

y ==(x — a)(x — füra + 6, 

y = a — a;+C(a;— -a)* füra = 6. 

Vgl. Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 503. 

1*163 205^9' — 2iJ*— flcy +2a*ap=0; Riccatische DGL 

Eine Lösung ist y =^a ^x ; die andern Lösungen können nach A 4*9 
gefunden werden. 

Forsyih, Diff. Equations II, S. 203. 

1*164 205*^' — 2|f*— 3 a 5 S+ 2 a*«= 50 ; Riccatische DGL 

Eine Lösung ist y=:ayi— die andern Lösungen können nach 
A 4*9 gefunden werden. 

Forsyih, Diff. Equations II, S. 203. 
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1—3^7* I^ifierentialgleichungen ersten Grades ln y\ 

«(2a?— l)|f' + 1 ^— (4a?-i-l)2f -fda^ssO; Bicoatische DGL 

Eine Lösung ist y = 1 . Hiermit erhalt man nach A 4*9 

2«* + C7 


1-165 


ar + C' 


2 a?(«— l)jf' + (ap — 1 ) 8.1.175(1). 1.166 

3 a 5 ^ jf'*— 7y*— 8 a?jf— a 5 * = 0; homogene DGL I‘i 67 

3arctgyT| =C+ f? logar. 

Fick, DGlen, S. 8, 88. 

3 («^ — 4) y' + if* — « y — 3 = 0 ; Riccatische DGL i-i68 

Die Lösungen von 

erfüllen die DGL 

Cayley, Messenger of Math. (2) 4 (1876) 69—70, 110—113. Vgl. auch i‘i79. 


(a « -4- 5)^ + (a « -I- 5) ^ + c =0; Abelsche DGL 


1*169 


Man bestimme zwei Zahlen a , ß so, daß ctb — ß a = c ist. Dann geht 
die DGl durch 


in die DGl 



a » 4- 6 


u^[{ax -{-b)u + (ix + ß)] = 1 


über, und die Lösungen dieser DGl erhält man, soweit 4 = 0 ist, aus der 
linearen DGl 

= xla u + (i) + bu+ß. 
au 

P. AppM, Journal de Math. (4) 5 (1889) 377f. 


»*= 0 ; Sonderfall von 1-187. 

^ lofcCx' 

if. Chinif Rendiconti Istituto Lombarde (2) 67 (1924) 606. 


1*170 
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C. I. Difinentialgleiohuxigen enter Qtdirang. 


M71 äe*if'— #*— ae* yasO; BemouUische DGl. 

Nach Division durch x* ^ ist die DGl auch exakt. 

y * 

I-I72 + 20 s 0 ; Riccatische DGl. 

Transformiert man die DGl nach A 4-9 durch y = — — 
DGl, so erhält man die DGl 2*14 

a:*tt'' = 20te, also ist u = Cj x"* + ^^2 
MorrU-Broum, Diff. Equations, S. 152, 374. 


1*173 ap*y'— ( 2 ap — 8 )«*jf + 3 s= 0 ; Riccatische DGl. 

Transformiert man die DGl nach A4‘9 durch y = — 
lineare DGl, so erhält man die DGl 2*35 

a . ^ a* . ^ 1 3C,6»*- (7,e- 

also ist = Gj + Gj e , y = — - « 


X* Ci e* * -h Cf e“’’ 


Morris- Brown, Diff. Equations, 8. 162. 


1*174 ap(ap* + l) jf'+«*jf=s 2 ; lineare DGl. 

y y^Ti + 2 log i±i^±l = c . 
Morris-Brown, Diff. Equations, 8. 58, 359. 


1*175 x(ap*— — ( 2 ap*— 1 ) jf + aap*=sO; lineare DGl. 


y==aa: + CxK|a;*-l|. 
Forsyth-Jaeohsihal, DGlen, 8. 21, 667. 


1*176 « — 1) If' + (x* — 1) y® — 05^ SS 0; Riccatische DGl. 

Für y(x)=r\ (f ), ^ = 7^ erhält man die DGl 
(I) 2^(f-l)iy' + (f-l)T/*~f = 0, 

die nach A4*9 für 


auf eine lineiure 

a:”* - auf eine 
u 


«(f) = exp 
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übergeht in die h3rpergeometrische D 61 (s. 2*260) 

Uber den Zusammenhang der DGl mit elliptischen Funktionen s. Whittaker- 
Watson, Modem Analysis, S. 534. 


1 ) jf' — 9* — jcr(ap— 2)9 = 0 ; Bemoullische DGl. 1.177 

_ X* 


2 05 (op*— 1) 9' + 2 (x* — 1) 9*-^ (8 X*— 5 ) 9 + x’^— 3 = 0; Ricoatische 1*178 
DGl. 


Eine Lösung ist 9 = 1 . Die übrigen Lösungen sind daher nach A4*9 

da;| . 

Julia, Exercices d’ Analyse, S. 68—70. 


y = l + -, z = 


W-^\h!ky 


**-1 


3*(a5*— 1)}^ +*y*— (a 5 * + l) 3aas0; Riccatische DG). M 79 

Für y(x) =r]{(), f = x + - entstellt I'l68 mit f,i; statt x,y. 

X 

Vgl. auch E. Pascal, Bendiconti Istituto Lombardo (2) 36 (1903) 329f. 


(a 05 * + ö X + c) (x 9' — 9) — 9^ + X* = 0 ; Riccatische DGl. 


l*l8o 


Lösungen sind z. B. 9 = ± y = xu(x) geht die DGl in eine 

DGl mit getrennten Variabein über. Man erhält auLdiese Weise 


log 




-0+2/j 


dz 


Julta^ Exercioes d* Analyse, S. 63—58. 


x* + 6 z + c ‘ 


05* ( 9 ' + 9 *) + o = 0, a 4= 0; Riccatische DGl. I*l 8 l 

Für u (x) = a:* 9 entsteht 

+ — 2a?t* + a = Ü, 

und hieraus für v[x) = — x die DGl mit getrennten Variabein 

x*t;' + v* + a = 0 

Ist a = a* > 0 , so eriiält man hieraus 



EvUr 1, S. 3031. 
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C. I. l>iffmiitia]gleiohiiiigeii enter Ordnmig. 


1*182 2 apj*+If +»*=s 0 ; Riccatische DGL 

1^6 Lösung ist y = 2^. Die andern Lösungen kann man nun nach 
Ä4*9 erhalten. 

1*183 (2 05 *— x) 9^ — 2 (05*— 1 ) If = 0 ; DGl mit getrennten Variabein. 

1*184 (a 05 * + 6 X + c)* (jf' + i^*) + -4 =5 0 ; Riccatische DGl. 

Für u(x) = exp j ydx entsteht die lineare DGl 2 396 
(o 2 * + i 2 + c)* 14 " + 4 u = 0 . 

1*185 x’ y' + 2 (x* + 1 ) if* + 6 05 * y* = 0 ; Abelsche DGl. 

Für u(x) = entsteht 

a:’ ti' = 6 2 * + 2 ( 2 * + 1) 

und weiter für 2 v (2) = 2* it -f 1 die lineare DGl 
dz ZV ^ 1 _ A 

dv 2(r*-|-i) 2(r*4 1) ’ 

I*i86 x** y' + y* — (n — 1 ) x**^ y + 05^ = 0 ; Riccatische DGl. 

y = tg {C — log *) . 

Äbd, Oeuvres II, S. 231. 

I'I87 af*if'=soj;® +bar"‘*; Bicoatische DGl sowie Sonderfall von 1-189. 
wo u{x) durch 

+ g mit « = !^ 

bestimmt ist. 

M, Chini, Bendiconti Istituto Lombarde (2) 67 (1924) 604L 


I*i88 05 *"^^y'«oy*+ 5 x**‘; Abelsche DGl und Sonderfall von 1*189. 



327 


I—3Ö7* Bififerentialfleichungen ersten Grades in y\ 


Sondeifall von 1*53. Mati erhält 

n . — 

y- 

WO u durch 

bestimmt ist. 

M. Chini, Rendioonti Istituto Lombardo (2) 57 (1924) 504. 


1*189 


y** — 1 2^ = + Vk* — 1 8. I-6o. I.19O 

yi — «Sjf'ss+j y»*-!, |!r| < 1, |y| > 1 . I.19I 

y = ±1 sowie — 1 ± f 1 — = C y . 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 22, 360. 

y' ['** + «*+»— + +» = 0 ; lineare DGL 1*192 

y = ( F ** + a* — *) log (x + y X* + a*) + ^ ( yx* + a» — x) . 


«y' log x •(■jf SSO 2 (log« * 1 - 1 ); lineare DGl. 


y 



Fmsyth, Difi. Equations II, S. 210f. 


I-I93 


«jf'log«— j^logx— (21og*2*l*l)y— log^xsO; Riccatisdie DGl. I-I94 

Für y(x) = f = log X entsteht die DGl 1*103 V y- 

Daher ist 

(Cj + 0 , log» x) y = — Gj log X — Cj (log* x + 2 log x) . 

Morris- Brown, DijQ. Eqnations, S. 152, 374. 


y'sin«— |y»sin»*-»* (cos2— 3sln«)y •»• 4 * 0 ; Riccatische DGl. 
Für tt(x) = y sin x entsteht die DGl 1*17 mit « statt y. 


1*195 
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C. I. INfnentialt^Qhiiacen entw (Mnnng. 


1*196 y'eo8«*i*|f •»■(1 -t-Bfai«) eosasO; lin^ D 61 . 


l+sin» 01 l-j-sina? 


^‘^97 Jf' cosop— ff** {f sinopsO; Bemoullische D61. 

y“* = C 008* a; + 2 sin* x — 3 sin a: . 

1-198 y'sinapcos«— ff— 8iii*a5=sO; lineare DGl. 

y = — sinx + Ctgx, 


1*199 !f^sin2as + 8i]i2sf=:0 

Nach Division durch cos* z cos* y M die DGl exakt. 

tgytgz=^C. 

Mortis-Bfoum^ Diff. Eqaations, S. 26» 351. 


1*200 (a8iii*a?*f6)|f^ -f aff 8 iD 2 a?*filaß(o 8 ill*x*f c)=sO; lineare DGl. 

(a sin* x + 6)y = C' + ^il[acos2x + 2axsin2x — (2a + 4 c)a:*]. 

1*201 2 /ff' + 2 /ff* — /'ff— 2 /* = 0 , / = /(x); Riccatische DGl. 

Für / >Oisty = y/ eine Lösung» so daß man nun die Gl nach A 4*9 
lösen kann. Für 

a(x) ==exp j y(x) dx 

geht die DGl in 2*79 mit ^ ^ > 6 = — 1 und mit u statt y über. 


Z*202 / (*) if' + ff (*) tg sf + * (®) * 0 

Für tt(x) ~tgy entsteht die Abelsche DGl (s. A4*io) 
fu' + gi^ + hvß + gu + h = 0. 

H, Lmhe, Pablications math. Beigrade 4 (1936) 202. 


1*203 Ifir'*f»*faf*as0 8.6*74 (5). 
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»!f'+o»+*=0 1-204 

(ar±y)eip^^ = C fära=±2, 

Ci|y — ax|* = C,|y — ^*1^ fiir|a|>2 
“it + «./J = -io±i|'a*-4, 

log|y* + «*y + a:* 1 — 3=1?=^ arotg-^^i^ = C für |o|<2. 

|r4 — a* *y4 — a* 


yy' + oy + ^^*+öa 5 "as 0 
Wird t durch 

für die Lösungen ^(2;) der D 61 als Funktion von z definiert und damit 
auch z als Funktion von t, so ist 


1*205 


dx 




und aus der DGl wird 


a/' + a a/ + a; + 6 a:** = 0 . 

3 

Zu dieser DGl s. 6'26; für o = — 7 , » = 2 6-loo (2). 


yjr'+oy +6e'*»2o 8.676(4) 


I-206 


!flf'+Sf*+ 4 a 5 (« + l)Ä 0 ; Riccatische DGl. 1*207 

Für u(x) = y* entsteht die lineare DGl 

«' + 2« = -8x(x + l); y» 4 - 4 x* = Ce-**. 

yy'+oy*— bCO8(a; + c)aB 0 ; BemouUische DGl. 1*208 

y* = 4J^[2»co8{x + c) -f 8in(x + c)] + Cexp(- 2ox) 
Forsyth-Jaedbsihdl, DGlen, S. 21, 668. 

yy'ss± ; DGl mit getrennten Variabeto. 

Für u (z) = y* entsteht die leicht lösbare DGl 

uf==± 2 }fau + b. 


1-209 
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C. I. Difieientialgleiohiiiigen enter Ordnung. 


I-2IO yy' 

Für u{x) = y* entsteht die lineare D61 

^t' + 2a:^4 = 8a:; e"** 


1.211 »»'ssasexpjl) 

Wird y als unabhängige Veränderliche eingeführt und x = yu{y) 
gesetzt, so entsteht die D 61 mit getrennten Variabein 

ye^uu' = l — 

also 

io«|y|=/ 

1.212 yy'-f/(9‘±a^)9(a!)4-a;s0 

Für tt(x) = y* i ** entsteht die DGl mit getrennten Variabein 
u' + 2f(u) g{x) = 0 . 

L. E, Dickson^ Annals öf Math. (2) 25 (1924) 324. 

I- 2 I 3 (» + !)»' = » + *: Typus A 4-6 (c). 

I'2I4 (y +af— l)y'— 9 + 2 af + 3 ss 0 ; Typus A 4-6 (c). 

log [(3 y - 5)* + 2 (3 X + 2)*] + f2 arc tg-il^ = C. 

(3 a: + 2) |r 2 

1-215 ( 9 + 2 ®"“ 2 )jf' — y +aJ + l = 0 ; Typus A 4*6 (c). 

log I X* *f- X y + y* — 2 X — 3 y + 1 j + 2 /s arc tg )ß=C. 

i*2i6 (if— 2 ® + l)y'+jf+«Ä 0 ; Typus A 4-6 (c). 

y* + X* — xy + y — X + -g- = Cexp ^2 arc tg ^ 3 — . 

1-217 

Wird y als unabhängige Variable gewählt, so entsteht für te{y) = 
die lineare DGl 


1 
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(!f-»*)jf'+4«y=0 1.218 

Für y = 7 ? u(x) entsteht die DGl mit getrennten Variabein 
a: (tt — 1 ) + 2 tt (tt + 1 ) = 0 ; 

hieraus ergibt sich 

(y + 3?f = 0y. 

[» + 9 (»)] y^-U (*) + /i (*) » + /o (*) 8 - Abelsche DGl A 411 

as*ssO 

Für u(x) = entsteht die lineare DGl 
tt' — xu = 7 ? . 

(2tf -f x + l) +3!— 1):=0; Typus A 4-6 (c). 

21og|6y + 3a: — l| = 3(x— y) + C. 

Morris- Brown^ Dif. Equations, S. 38, 354. 

(2jf 4-x<f7)ir'— y+2x-t>4s0; Typus A 4-6 (c). 

log I X* + y* + 6 a; + 4 y + 13| + arc tg = C . 

(2y— x) y'— If— 2xsO; homogene DGl. 

y* — xy — x* = C. 

Morris-Broumf Diff. Equations, S. 36, 363. 

+3x4-2=50; Typus A 4-6 (o). 1-224 

4 log 1 5 y — 16 a; + 2 | = 10 y — 6 a; -f • 

MorrxB-Brown, Diff. Equations, S. 37, 363. 

(4y +2x+3) 9 ^— 29 — x—lsO; Typus A 4 - 6 (c). 1*225 

8 y + 4a: + 6 = C'exp(4a;-'8y~4). 

(4jf— 2 x— 3) g' + 2 jf— X— ls =0 
Die DGl ist 1*225 ““ V y* 


I« 22 I 


1*222 


1*223 


1*219 

1*220 


1*226 
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C. I. DifierentiAlgleiehungen enter Ordnung. 


1*227 ( 4 |f>< 3 «— 6) jf'— 3 y + 7 x-i- 2 sO; Typus Ä 4*6 (c) und exakte DGl 

4 y*— 6 X y + 7 x*— 10 y + 4 x = C . 

Morris- Brown, Diff. Eqnations, S. 26» 351. 

1-228 ( 4 y -t-ll X— 11 ) y'— 26 y— 8 x -t-fösO; Typus A 4-6 (c) 

(y— 4x— 2)* = C(2y + x— 5). 

Morrii-Broten, DiS. Equations, S. 36, 353. 

1-229 ( 12 y— 6x— 8) y'— 6y -t-Zx-t-SssO; Typus A 4-6 (c). 

( 3 y— X— l){ 2 y— X— 2 ) = C. 

Morrit-Brown, Difi. Eqnations, S. 36, 363. 

1*230 a9!f'+öjf*+/(«) = 0 

Für u{x) ^ entsteht die lineare DGl 

au' + 26 t* + 2f(x) = 0 . 


1-231 (a.v+ftjp + c) + + jJap + y=0 s. A4-6 (c). 

1-232 «lf^+!f*+a?* = 0 ; homogene DGl. 

(2 y* + «*) X* = C . 


1*233 — »*+«i®*COS«=s0 

Für tt(aj) = y* erhält man die lineare DGl 

2 t*'— 2t* + 2aa:*coBa? = 0 


nnd hieraus 


y* = a:* ((7 — 2 a sin 2 ) . 


1-234 »**faJif+a!*— 2 »*as0 8.6-172(3). 
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(*» + a)|i'+5jfÄ0, ft + 0. M35 

ff ab unabh&ngige Ver&iderliche gewühlt, so erhält man die lineare 
D 61 

_ a 
dy'b'^ by 

und hieraus 

» (» + 4 ) s'- 2 jf- ? s; = 0 1236 

Die DGl ißt von dem Typus A 4-6 (e) mit a = 1, /= 4 , ^ = 2~ + 2 , 

h = -: man erhält 
z 

(ff — x)* = Cx( 2 y—x + i). 

x{y +a)y' +by + cxxO 1-237 

Wird y ab unabhängige Veränderliche eingefiihrt und 

« (y) = (6 y + C a:)-J 

gesetzt, 80 wird aus der DGl die Abelsche DGl A 4 -io 
«' + 6 y (y + 0) tt® — (y + 0 — 6) u* = 0 . 

Für y (®) = ^ o f 4' (f), x = i* geht die DGl über in 

Zu dieser DGl s. 6-76. 

[«(F+a;) •i-a]sr'ssy(y 4 -a!) 4-6 1-238 

Die DGl bt von dem Typus A4-6(e) mit a=2,/=o, g=b,h’=^+ 1. 

Uan kann auch so Vorgehen: Für 

u{x) + v(z) = z, ^u(z)--v(z) = y(z) 

folgt 

+ — - 
(a -i- 6) II* + o* V * 

also 

(a + b)u^ + a^ = Cv^ 

Forsytk^acobgthal, DGlen, S. 53 , 676 . 
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C. I. Differentialgleicliungen erster Ordnniig. 


1*239 («y— 2a5*=:0 

Nach Multiplikation mit 2 ist die D61 exakt, und man erhält 

1*240 2a? jfjf'— 4>aa[;=:0; Bemoullische DGL 

Für tt(a:) = y* entsteht eine lineare DGl 

y* + a a; log x = C x , 


1-241 2a?y|f' — y® +aa5*Ä0 

Für u{x) = ^ erhält man die lineare DGl 

xu' — u + a2^ = 0 , also y* + ax* = Ca;. 

1-242 2a?j^jf' +29* + 1 = 0 

Für t4(a:) = y* erhält man die lineare DGl 

= also (2 y* + 1) a:* = C . 

1*243 a?(2K+a?— 1)»' — y(sf +2a? + l)=::0 

Nach Multiplikation mit (x y)~^ ist die DGl eine exakte, und man 
erhält 

{y^x + l)^ = Cxy. 

W. KapUyn, Wiskundige Opgaven 10 (1910) 370ff. 

1-244 a?(2sf— 0?— (2a?— 9 — 1)=:0 

Nach Multijdikation mit (y + ^ + lat die DGl eine exakte, und 
man erhält 

(y + 0?+ l)* = (7a;y; 
außerdem ist y = 0 eine Lösung. 

Julia, Exercices d*AnalyBe, S. 71ff. 


1*245 (2a?y 4 4a?>)|f' +!^4-12a?<SfsO 

Das ist (4 yY + (x y^Y = 0 , also 4a:*y + a:y* = 0. 
Morris- Broton, Diff. Equations, S. 58, 359. 
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1—367. Difierentialgleichiingen ersten Gndes in y'. 

x(3y+2x)y'+Z{y +a5)*asO 

Nach Multiplikation mit x ist die D61 exakt. 

6a:V+8it®y + 3!r* = C. 
Morris-Brown, Dilf. Equations, 8. 32, 362. 


(3* +2) (»-2af-l)y' = 9*-.xy+7a!* + 9a!+3 


2 1 

Für = — y — entsteht die homogene D61 


3w(v— = 

Hieraus erhält man 

(* + y+l)*(2y-7x-4) = C(3z + 2). 

Die gegebene DGl läßt sich auch in der Gestalt 

y' = «, + l + l mit = 

schreiben und ist somit von der Gestalt A4.6 (c). 
Morrii-Brom, Diff. Equations, 8. 38. 364. 


1.247 


{ 6 xy+ii^ + i)y + 3 j*+ 2 «^ + 2x=:0 1-248 

Die DGl ist eine exakte. 

3a:y* + a:*y+3y4 x* — C 
Fick, DGlen, 8. 13, 92. 


(ax|f 4'bx’') y' +0]^ 

Für tt(x) = - entsteht die Bemoullische DGl 
y 

du ptt + * ptt + a 
W. KapUyn, Wiskundige Opgaven 10 (1910) 328ff. 


1-249 


{Bxy+Ax^ + ax+by+e)y' = (By^+Axy + ax + ßy + yy, 1-250 
Jacobische DGl. 

Ist c = y = 0, so ist die DGl von dem Typus A 4-6 (e) mit a = 1 , 

/=o + ö-, g = a4 -/S-, Ä = A + B-. Ist nicht c = y = 0, so sucht 

XX ® 
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C. 1. DiffereBtialgleichungen enter Ordnimg. 


man dieses durch eine Transformation 


zu erreichen. Es ist dafür A so zu bestimmen, daB 


und 



A B 
CI 4* ^ b 

OL ß + i 


= 0 


Ap + Bq-- X — Qy {a + X)p + bq + c= 0 , ccp + {ß + X)q + y = 0 
ist. Im allgemeinen befindet sich unter den Lösungen der D 61 stets min- 
destens eine Funktion ersten Grades; es empfiehlt sich also, auf jeden Fall 
mit dem Lösungsansatz y = r x s in die DGl hineinzugehen. 

Die DGl kann auch in der Gestalt 
~ y) K + 63 y + Cs) ~ y' («1 ® ^ y + cJi) + C4 a: + 6, y + c, == 0 

geschrieben werden. Die Lösungen dieser DGl erhält man in einer Para- 
meterdarstellung aus den Lösungen des linearen Systems mit konstanten 
Koeffizienten 

= «r «1 + fer i«! + c, aij (r = 1, 2, 3) 

(zu diesem System s. A131), indem man 



setzt. 


lat.; Serret-Scheffera, Differential- und Integralrechnung III, S. 246— 266. 
Für Eigenschaften der XKurven s. auch F, Mouton, Bulletin math.’Fac. Sc. 3 
(1937) 66- 73. 


1-251 (**»-!) »'+ary*-l=sO; exakte DGl. 

3 ^y*— 2 {x + y) = C 

1-252 1) i)sO 

Wird ^t(x) — y(x) gesetzt und dann t als unabhängige, x als ab- 
hängige Veränderliche eingefuhrt, so entsteht die BemouUische DGl 

Q. LamparUUo, Atti Accsd. Lincei (6) 19 (1934) 387 f. 

1-253 (** Jf — 1 ) Jf' + 8 (af jf*— 1 ) * 0 ; Sonderfall von 1-265. 
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*(*!r-2)»'+**»*+*»*-2»=:0 1-254 

Für u(x)=!^xy erhält man 

^ +!<«» = <?• 

Mcfrrie-Brown^ Diff. Equations, S, 31, 362. 

x(xy—i)^-¥X}^—ystQ 1.255 

Nach Division durch x y ist die D 61 exakt. 

a:y — logxy® = C. 

Morria-ßrown, Diff. Equations, S. 31, 362. 

a?* (y — 1 ) jf' + (jc — 1 ) = 0 ; DGl mit getrennten Variabeb. 1*256 

1 

v+ — 

y=^Cxe ^ 

Morris- Brotorif Diff. Equations, S. 22, 360. 

2;(a;y + a!*—l)y' = y(a!2r~a^— 1) 1257 

(X y - 1 ) exp |x y + = C . 

S. Sispdnov, Bol. mat. 11 (19381 200- 206. 

2a!*yy' +y«zs2a!* +*2 1-258 

Für u(x) = y^-- 2^ entsteht die DGl mit getrennten Variabeb 

a:* m' + ^ = ö > = G c* . 

2«*yy'— y*=sa!*e* * 1-259 

Für u(x) ^ entsteht die Imeare DGl 1*134 mit u statt y, 

(iix^y + ^ixyi^ 1*260 

Nach Division durch 2? ^ ist die DGl exakt. 

-|- A 21pg X = C . 
a;tyi ' xy ' ® 

Morris-Broum, Diff. Equations, S. 31, 362. 

Bd.'XVllI: Kftmke, Differentislglelchiingen I. 
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C. I. Difieientialgleiohiiiigen enter Ordnung. 


1-261 •( 2 a 5 *Jf--») jf' — 2 x 3 f*— jfssO 
IMe DGl kann in der Form 




_(«yK 

“ x»y* 


geschrieben werden. Daher ist 


2 log 


— 4 =C oder « = 0 . 

* *y 


1-262 (2a!*y— **) s' +9 ®— 4xy* +2x* = 0; homogene DGl. 

Cj (y — 2 x)* -f C, (y* — !E*) = 0 mit |Gi| + |Cj|>0, 

1-263 2 a 5 *yy' +Sx*y* -»"7 = 0; exakte DGl. 

a:»y*-f 7x = C. 

Fiek, DGlen, S. 12, 91 . 


1-264 2 »(a!*y + l)y' + (3a5®y — I)yas 0 ; SonderfaU von 1-328. 

3 x^ y ‘ -f 7 x~* y^ = C . 

Morris- Brovm, Diff. Equations, S. 31, 352. 


1-265 1 ) jf' -♦■2 (n -fl)®*"“' («"‘y®--!) ssO s. 6-102 (4). 


1-266 (y—x) y X* -i- 1 y' = a (y* -l- 1)* 

Mit y = V ” erhält man 
1 — * tg « 

u 4- arc tg X -f a /* -r -^ — = C . 

^ J ivau — a 

Euler I, S. 270. Foreyth- Jacobsthal, DGlen, S. 20, 667. 


1-267 Jfiysiii** +y*eo8*siii®Äl 


Für tt(x) = y® erhält man die lineare DGl 

it'-f 2«ctgx = ^^, also y* = 
Morris-Broum, Di&. Eqnations, S. 43, 366. 


2x-|-C 

sin*« 



1 — 367 * Diffeientialgleiohungen entea Qndes in y\ 

/(x)ifSf'+9(*)jf*+fc(*)sO 

Für u(z)—^ entsteht die lineare D61 

/tt' + 2^14 + 2Ä=;0. 

339 

1.268 

8 

[ffi (®) » + »0 (»)1 » * 27/* (*) »’ *• A 4 II- 

r-0 

1-269 

(jf*— op) y' — jf +a5*Ä0; exakte DGL 

1-270 

- 1 - op^) jf' 4- 2 OP (jf - 1 - 2 x) SS 0; homogene und exakte DGL 

y» + 4a:« + 3a:*y = G. 

Julia, Ezercices d* Analyse 111, S. 46ff. 

1-271 

(y* + ap*) SB 0 ; homogene DGL 

log y + s-rc tg = C . 

* *y3 

If. V. Dyck, Abhandlungen München 26 (1914), 10. Abhandlung, S. 24f. 

1-37* 

(J)*•^a^*+o)9'+2*y = 0; exakte DGL 

y* + 3 r* y + 3 a y = C . 

1-273 

(K* +** + o) j' +2xy +** +6=0; exakte DGL 

y* 4 -a:® + 3(«*y + ay + 6 a:) = C. 

Bvkr I, S. 282. 

1.274 

(»*+x* + x)y' — y = 0 

Nach Division durch »* -)■ y* exakt. 

y 4 -arctg|=C. 

Morric- Brown, Diff. Equations, S. 80, 361. 

1-275 
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C. 1. Differentialgleichnngen enter Ordnung. 


1.276 (2^— «*) jf' + OaeffsO; homogne D 61 . 

y = (7 (x* + 

J. E. WrigU, Bulletin Ämeric. Math. Soc. 11 (1906) 180—182. 

1-277 4a5*y=sO 

Für y = ± u^(x) entsteht eine homogene DGL Aus dieser erhalt man 
y^—r 7^ = Gy und y = 0 . 


1-278 (1^ + 4 sin x) s cos a; 

Wird y als unabhängige Veränderliche gewählt und u(y) = sin x ge- 
setzt, so erhält man die lineare DGl 

u* — 

und aus dieser 

Morris-Bfownj Difif. Equations, S. 41, 354. 


1-279 (»* + 2» + ») »' + (!( +«)*»* + y (9 + 1)=0 
Für u(x) = — y entsteht a' = «*, also 

y + 1 = y (y + *) (a; + <?) • 

If. KapUyn, Wiskundige Opgaven 10 (1910) 419f. 

[•280 (y +»)*»' SSO* 

Mit u(x) y X erhält man 

y + * = o tg . 
Forsyth’Jacobsihal, BGlen, S. 19, 667. 

>281 {t^± 2 xy^x^)y'Ty^ -^ixy^x^ssO; homogene DGL 


y±a: = C'(y* + **). 
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(»+3®-1)*»'-(2»-1)(49+6*-3) = 0 1-282 

Für y=«(M) + ^, * = M + i verschwinden in den Klammem die 
konstanten Glieder, und man erhält die homogene DGl 
(e + 3it)«»' = 4t>(2t) + 3it); 

+ (y-3a:)* = G(y-i)’. 

3(j^— ap^)y'+ 2 i^— 6aj(a5 + l)y— 3e* = 0 1*283 

Für entsteht die lineare DGl 

w' + 2tt = 3e*; 3 a;« y) ^ ^ 

(4 y® + ap*) y' = a; y ; homogene DGl. 1*284 

Für y=^xu{x) entsteht die DGl 

MorrU-Broum, Diff. Equations, S. 58, 359. 

+2xy y' +%xy +2a^ — 0 homogene und exakte 1-285 

DGl. 

4y»+3a;y* + 9x*y+2a;S = C. 


(2jf— 305 — (3y— 2»— 4)*=0; Typus A 4-6 (c). 

(y— 4x + 6)®(4y — x — 9)® = G(5y — 5® — 3). 
Monit- Brown, Diff. Equations, S. 58, 359. 


1-286 


(2jf~4fl6-|-l)*if'— (y— 2flr)®=0; Typus A 4-6 (c). 
7®— 28y+ 21og|7(2x — y)®— 8 ( 2 x — y) + 2 | 


1-287 


-f|V21og 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 38, 354. 


14x-7y-4-K2 


14x — 7y — 4+]/^ 


= G. 


(fijf*— 3o6*jf + 1 ) y'— 3 * 9 * -fos^sO; exakte DGl. 

12y»-9x*y* + 6 y + 2x» = (7. , 
Forsyth-Jacobslkal, S. 61, 673. 


1-288 
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C. I. I>ifieTentialgleichungen erstei Ordnung. 


I ‘289 ( 69 — — 69 * + 2 xy + 0=0 
Das ist 

^[(«y-a;)»+a^ + 18 ax] = 0 , 
also 

Morris- Brown, Di£F. EquationS) S. 58, 369. 

1-290 (ajf*+26«y 4- cap2)j ^ +6 +2 ca? j( + ifa^ = 0; homogene und ex- 

akte DGL 

oy® 4 - 36 a:y 2 + 3 ca:*y + ia:* = C’. 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 26, 68, 361, 369. 


1-291 [b{ßy-k‘ax)^-^ß{by + ax)]y'+a{ßy>^axY^a{by-hax)^ 0 , 

aß — 6a=}=0, ß 0. 

Eine Lösung ist y ~ “ a;. Für y = — + i4(a?) entsteht die 

lineare DGl 

ß (a ß — ba) — (a ß—b oi) X = b ß u--b . 

Forsyth, Diff. Equations II, S. 81 f. 

1-292 (oj^+ 5 «+c)*y' + (atf + i 3 flB 4 -y)* = 0 ; s. A4-6 (c). 

1293 a?(|^— 3a?)y'+2j^— 6a?jf=0 

Nach Division durch x^ ist die DGl exakt. 

13 a?-"**^y-^*^- 5 a:- 2 ®y-^® = G. 


1-294 a?(sf* + a?2 — o) jf' — jf (y*+a?2+a) = 0 
Für u(x) = a; y, v{x) = ^ entsteht 

(1 = au^^u , 


3^+a = Cxy. 
Forsyth-Jacohsihal, DGlen, S. 724. 
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a!(»* + a!»-a*) 9 '-jj»+a!»* + af*y=0 1-295 

Nach Division durch 7?^ ist die DGl exakt. 

I +logxy^C. 

Motfie-Brovm, Diff. Equations, »S. 30, 361. 

Eine Lösung ist y = — ^ . Für — ^ entsteht, wenn noch u 

als unabhängige Veränderliche gewählt wird, die Bemoullische DGl 

s+^+(i~8y 

2 flc (2^^ + 6 2^ = 0 ; homogene DGl . 1*297 

= C (3 + y^) 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 58, 359. 

+y®— 2 jc = 0 1*298 

Für u(x) = ^ erhält man die lineare DGl 

Q 

X u' + u = 2 X, also ^ — X + -. 

(3 35 — » 2 ) y' + y® — 2 ap y = 0 ; exakte DGl. 1-299 

y^x — x^y . 

6apy2y' +2y^ +ap = 0 1*300 

Für ii(rr) = y* erhält man die lineare DGl 

2a:w' + 2tt + a:=0, also Axi^ + 7 ^ = C . 

(6 ac |f 2 + * 2 ) y' — y (3 2 ^ 2 a«) = 0 i *30 1 

Nach Division durch x^y ist die DGl exakt. 

3y® + a;logxy = Ca;. 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 31, 352. 
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C. I. Difieientialgleiolimigeii enter Ordtrang. 


1*302 (a 5 *j* + af)|>'-K|f=0 

Nach DiTuioii durch z* ^ ist die D 61 exakt. 

xf—\ =Cxy . 

Morris-Broumf Diff. Equations, S. 30, 361. 


1*303 (»y— l)*a!y' + (a?*y* + l)!fs=0 

Für u(x) — xy ergibt sich eine D 61 mit getrennten Variabein, mit 
dieser erhält, man 

j^ = öexp(zy-^). 

Forsylh-Jacobsihal, DGlen, S. 52, 674. 

1.304 (10**9» + a!!*j>*i-2a!)s'.f6a!*^.t.afjf*— 3 ifÄ 0 

Die DGl ist von der Gestalt xÄi(x*y)y' + ypi(z*y) = 0 . Nach 
A4*I3 ist daher 

M = —l 1 

6*y(x‘y« + l) 

ein Multiplikator. Mit diesem ergibt sich 

4 log (x* y* + 1 ) + arc tg (z y) + 2 log y — 3 log X = C . 

i‘305 (»*— 8*)y'— 8if -nr**:©; exakte DGl. 

3 y* — 36 zy-t- 4 z* = ( 7 . 

1*306 (S*—®*) If'— äB*yasO; homogene DGl. 

y®(y»-2x») = G. 


1*307 (s* •b»*+o)y»'*f(s* *!■**— o)»ä0 

Me DGl ist exakt; auch «(z) = z* + y* führt zum Ziel. Me Lösungen 
sind die durch 

(X* +y«)2_2a(x*-y*) = C 
gegebenen Gassinischen Kurven. 

Fonyth-JoeduOud, DGleu, 8, 62, 674. Kamkt, DOlen, 8. 60 
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+« — a!® = 0 ; homogene DGL . 1.308 

Durch Multiplikation mit 7 ^ + wird die DGl exakt. 

— 2a5® — a?=sO; exakte DGl und DGl mit getrennten 1*309 

Variabein. 

y^ + y^ = 7 ^ + x^ + C. 


(2y® + 6a5*j()y' + 6flcs*+a5* = 0; homogene und exakte DGl. I*3I0 

2y^ + lQ7^f + 3ii^ = C. 


(20»*— 305 j/2 + 6ac2|^ +3ap3) — -f 6 ajj^ 2 +9a52j( +4 flc® = 0; 

exakte DGl. 


Morris- Brown, Diflf. Equations, S. 68, 369. 


I-3II 


($+?)(»»'+*) (»»'-*) =0 

Für u(x) = 3 ?, »(x) = y*(x) folgt aus der DGl 



+ 


CL h 
2ab 


(«' + v') = 0, 


also 

Forayth-Jacohathal, DGlen, S. 64, 677f. 


I-3I2 


(2oj>® 4.8005 jf* — ösr® +caj*)y'—«s^ +cjf® +3öa;*y + 26o5*=0 

ay* + 6x*+cxy = C(x + y). 


Für a s= 6 = c = 1 bei Book, Diff. Equations, S. 77—79. 
05 4 - 05 sin 05 = 0; BemouUische DGl. 



Fry, Diff. Equations, S. 84f. 


1-313 


1*314 
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C. I. Sifferentialgleiohungen erster Ordnung. 


1*315 — »^+ 2 a? 3 y = 0 

Nach Division durch ist die Gl eine exakte ; man erhält 
-[■ 7 ? — C X y und y = 0 . 

/»cc, Diff. Equations, S. 109. 

1-316 (2x»» + jf)y'+29* — 4 = 0 

Wird y als unabhängige Veränderliche gewählt so erhält man die 
lineare DGl 

I y* j. - y 

2(y«-2) 

und hieraus 

2xy*-4a: + 1 = C exp|-^j . 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 58, 369. 

1-317 { 2 xy^+xy + x^)y' A-i/^—xy = (i 

Nach Division durch x y* ist die DGl exakt. 

y* + log|xy|-i = C. 

1-318 (Zx^—ixy+y)y'+^(y^—i )=0 

Durch Multiplikation mit 1 + xy entsteht eine exakte DGl. 

gfiy^— 2 x^y^-{-2xy*— 4xy^ = 

Inc€f Diff. Equations, S. 60. 

1-319 xyp +y—Zx)y' +y^—by = 0 

Nach Multiplikation mit y®— 5 ist die DGl exakt. 

10xy(y®-.'j)*+2y*-25y®=:C. 

Morris-Broivfiy Diff. Equations. S. 32, 362. 

1320 (apV+»9)j^ = l 

Wird y statt x als unabhängige Veränderliche eingeführt, so erhält 
man die Bernoullische DGl 
dx 
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und hieraus 

i = 2-y* + Cexp(--2y*J. 

Forayth-Jacohsthal, DGlen» S. 22, 668. 


(2a?2j^ +a?2y2_2ap) j^ = 2j/ + 1 1.321 

Wird y als unabhängige Veränderliche gewählt, so erhält man die ßer- 
noullische DGl 

fÜT 

(2y + l)g=arV(2y + l)-2*. 

und hieraus 

2/-2y + logl2y + l|=C-^j^. 

Morris- Broum, Diff. Equations, S. 43, 364. 


(10a?2 j/2«.3y2_2) y' + 6 api(^ +ap = 0; exakte DGl. 1*322 

(a jp + c) a? y' + (ö j/ + c) = 0 1323 

a y* + 6 a:^ — — — C . 

^ xy 

Book, Dilf. Equations, S. 74 für einen Sonderfall. 


{2 x ^ y ^— x ) y ’+ ijfi ^— ys :0 1-324 

Nach Division durch x® y® ist die DGl exakt. 

+ + 

Morris- Brovm, Diff. Equations, S. 30. 351. 


j;( 9 ® — 2ac®)y' + (2 J* — af®)a!: = 0; homogene DGl. 

Für y = XU (x) entsteht eine DGl mit getrennten Variabein, aus der sich 

log 1*1 = - log I«- 1| +/ («_i)(„.+t» + fs« + a+T ) + ^ 

ergibt; Mit der Substitution » = « + i läßt sich das Integral auswerten, 
und zwar erhält man 



(V - 2)» 
»» + » + 1 


Fortyth-JaccMhal, DOlen, S. 723. 


|f 3 arctg 


2 « + 1 
yä ■ 


1-325 
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C. I. Differentialgleichungen erster Ordnung. 


1*326 ir [(a y 6 «)* 4* b 2*] 9' x [(a y b a j^] s 0 

Nach Division durch {ay + b x)* liegt eine exakte D 61 vor. 

(o y + 6 *)* + y* — C) + ** y* = 0 . 

Forsyih-JacohstKal, DGlen, S. 63, 676. 


1327 (*y* + 2 ®*y®+ 2 y +*)y'+y* + y =0 

Nach Division durch (x y® — 1 )® liegt eine exakte DGl vor. 
y® + xy = C(xy® — 1 ). 

1*328 ax®y”y' — 2x2^ -i-ysO 

Wird y als unabhängige Veränderliche gewählt, so erhält man eine 
Bemoullische DGl. 



Forsyth-Jacobathal, DGlen, S. 51, 673. 


1.329 {axy' •^hy) mit aß—baL =^0 

Wird 

^_mß — noL ^^mh — na 
^ aß -ha ’ ^ ~ 

gesetzt, so erfüllen u {x) = y® a:^, v (a:) = y* für x > 0 und y > 0 
die DGl 

u' + v' = 0 , 

und hieraus folgt 

“-l + ^- = c. 

A ^ B 

Euler 1, S. 268 f., 291 S. Forsyth-JucobsthaU DGlen, S. 51, 674. 


1*330 {o(y +X)'’ -f l]y' +o(y + x)‘ssO 

(6 + 1 ) y + o (y + x)*** — C für 6 — 1 , 

y + olog|y + x| = G für 6 = — 1 . 

1*331 = 

y -0 i »-0 

£ine Studie über diese DGl findet sich bei P. Appell, Joum. de Math. (4) 5 
(1889) 361-423. 
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1 — 367 . Differentialgkiclumgen eisten Grades in 

(y* Jf- 1) aj ^ - (V* if + 1) » SS 0 


Die D61 kann in der Gestalt 

geschrieben werden. Hieraus folgt 

y 




log i + ^ = c . 
* 


+ «®y— x)y'— 

Nach Division durch (x y)^ ist die D61 exakt. 

6 (* y)“^— 2 (x y)-i + 3 log (* y“^) = C . 
Morris- Brovm, Diff. Equations, S. 31, 362. 


(fyT® + 1 )»' +ls=0 


y = — x und y + %) y-\-x = C 
H. T. H. Piaggio, llath. Gazette 23 (1939) 61. 


1-332 


1-333 


1-334 


Fü*— ly'ss'l V»*— 1 8. i-6i. 1-335 

(y y* + l +ox)y' + F®*+l +oy=sO 1-336 

Die D61 kann in der Form 

Vy* + iy' + (a*y)' + F** + i = o 

geschrieben werden. Durch gliedweise Integration erhält man nun 
y Fy* + 1 + log(y + y y* + i) + 2 « X y + X F ir* + 1 

+ log (x + Fx® + l) = C. 

For»y(h-Jac<Atffml, DGlen, S. 64, 677. 

( F y* +af* + x| y' = jf ; homogene D61. 

Für Sin u(x) = ^ entsteht die DGl mit getrennten Variabein 

. (sgn tt X + fftg a) «' = 1 , also flt Sin|^ — log|y| = C. 

Euler I, S. 281f, 


1-337 
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C. I. DiSmntialgleiohungen enter Ordnung. 


1.338 [y ]/»*+** + (y*— «*) Bin«— 2apye o8 a] y' 

+ *yir*+a5* + 2«if sina +(if*— flc*) eosasO 

Für X = r{t) cos t, y = r (Q sin t folgt aus der D61 
[cos (i + a) + 1] f' = — f sin (« + a) , 


also 

oder 


f = (7 [1 -f- cos (i -|- ot)] 


C (z* + y*) = ]/ y* + X cos a + y sin a , 
Forsyth-Jacobhthal, DGlen, S. 52, 674. 


1*339 [® V»*+9* + l — »(**■•• »*)] »'■“» + + l — *(** + »*) äO 

Nach Diviaion durch (x® + y*) j/x* + y* + 1 ist die DGl exakt. 

)/x* + y* + i + arc tg| = C . 

Morris- Broton, Diff. Equations, S. 29f. 

* 0 , 

ff = (x + a)® + y®, ff = (x — a)® + y* . 

Das ist die DGl der Kraftlinien auf Grund des Coulombschen Gesetzes. 
Nach Multiplikation mit y ist die DGl exakt. Eine StammGl ist somit 


Lit. : Kamke, DGlen, S. 50. Für die Konstruktion der Integralkurven s. J, C. Max- 
well, Lehrbuch der Elektrizität und des Magnetismus I, Berlin 1883, S. 179ff. 

1*341 («€*'+ e*) y' + e*' + y c® =s 0 ; exakte DGl. 

xe*'+yc'^==C'. 

Fick, DGlen, S. 12. 91. 

1.342 «(8e*«'+2e-^*')(xy'+y)+l = 0 
Das ist 

(3e*» + 2e-*»)(xy)' + ^=0, 

also 

3c*‘^-2e-*‘'+loglx| = C'. 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 58, 359. 
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(log »+ *)»' = ! 1-343 

Wählt man y als unabhängige Veränderliche, so erhält man die lineare 
DGl 

^-a: = logy, also x = e» (0 + / e"» log y dy) . 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 41, 354. 

(logjf +2a5-l)»' = 29 1-344 

Nach Division durch y* ist die DGl exakt. 

2 X + log y = G y . 

®(2«*tflog» + l)j?'s=2» 1-345 

Wird y als unabhängige Veränderliche gewählt, so erhält man die Ber- 
noiillische DGl 

2y-f x2y*(21ogy-l)=Gx2. 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 43, 354. 

«(glogzy -t-y — a«) 9' SS y(aa; log zy-y-i-aa!;) 1-346 

, c 

y = az +T . 

^ ' log * y 

Forsyth, Diff. Equations II, S. 211 (Druckfehler). 

9 ' (1 + Sin *) 0 in » + Cof x (Cof 9 -• 1) ; exakte DGl. 1-347 

(Sin X -f 1) dol y — Sin X = r . 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 26, 351. 

(x Cof 9 + 0 tn x) 9 ' + 9 Cof x + 0 in 9 = 0; exakte DGl. 1-348 

y Sin X 4 - * Sin y = 0 . 

X 9* tof j 2 X 0 itl j — 9 Cöf j = 0 ; homogene DGl. 1.34g 

Für X tt(x) = y erhält man 

u' Ctg it = — j , also X* Sin ^ ~ ^ ' 

Morrii-Broum, Diff. Equations, S. 36, 363. 
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C. 1. DiSeientialgleichiiiigen enter Ordnung. 


i’35o ^eo8|f— eo8«8iii*ff— sinjfsO 

Für u(x) = äay entsteht die Bemoullische DGl 

2 

w' — cos a; •— = 0; [- cos + sin a; =: C 

siny ' ' 

Morris-Brovm, Diff. Equations, S. 44, 355. 


X-35I 


y' cosjf +ap 8 in 9 C 08 *y— sin^ysO 

Für n{x) =igy entsteht die Bemoullische DGl 

— M® == 0: 

daher ist 

ctg® y = (G — 2 J c“^’ dx ) . 

Morrü’ßrovm, Diff. Equations» S. 44, 355. 


x *352 y' (cos sin a sin x) eos y -i- (cos sin a sin y) cos as =0; exakte 
DGl. 

2 (y + ic) + sin 2 y + sin 2 x — 4 sin ot sin ysinx = C , 
z. B. ist also y = OL— ’ X eine Lösung. 

Forsyth- Jacobsthal, BGlen, S. 52, 675. 


1-353 xy' eosy + sinyssO; exakte DGl. 

xBiny = C . 

Fick, DGlen, S. 12, 91. 


x-354 («siny— l)Sf' + cosy=0 

Wählt man y als unabhängige Veränderliche, so entsteht die lineare 
DGl 

C08y^4-a;8iny = l, 

also 


X = sin y + C OOS y . 
Morris-Brovm, Diff. Eqnations, S. 67, 368, 


1-355 {x cos if -f eos a?) — y sin ai; -I- sin jf = 0 ; exakte DGl. 

xsiny+ycosx = G. 

Fkh, DGlen, S. 13, 9lf. 
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(a!*eo 8 |r+ 2 y 8 ina!)ir' + 2 a! 8 iii 9 +yieoBxs 0 ; exakte DG». 1-356 

X* sin y + y* sin X = C . 

Ince, Diff. Equatione, S. 61. 

xy'Iogx-sinjf -hcosy (1 — arco 8 9 )s 0 1.357 

Für u(x) = cos y entsteht die Bemoullische BGl 
xu*\ogx + u {xu— 1) = 0 , 

aus dieser für v(x) = - die lineare BGl 
' ' u 

xv'logx = X , 

und hieraus 

(a; + C) cos y = log x . 

Für einen andern Lösungsweg s. Morris^Brovm, Di£f. Equations, S. 41, 354. 


y' sin COS OP + COS 2 ^ sin X SS 0 ; BGl mit getrennten Variabein. 1*358 

cos a; cos y = (7 . 


3 Sf' sin x sin 2 f + 5 cos X COS^ 2 ^ = 0 ; BGl mit getrennten Variabein. 

1 ^ 10 , . 

_ =C-^log8mx. 


y- cos* o }f = 6 (1 — c eo8 o y) y cos* o y — (1 — c cos o y)* 1.360 

Für u(x) = (cos a y)‘^ — c entsteht 

u* ^ ± a 6 tt (tt + c) y (1 — tt*) [(u + c)* — 1] . 

Biese BGl ist durch elliptische Funktionen lösbar. Für die Biskussion der 
Lösungen s. W. MüUer, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 10 (1930) 941 f. 


[as sin »y + cos (af y) — siny] y' y sinac y -f cos (x -i- y) eosx =0; 1-361 
exakte DGL 

cosxy — 8m(x + y) — cosy — 8inx==C. 

Fkk, DGlen, S. 13, 92. 

Bd. XYIII; Ksmke, Diffenntlalglelchuiigeii 1. 
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C. I. Difienntialgleicbaiigen enter Ordnung. 


1-362 (o^jfgina^y— 4«)]f'««-dry*8üiapjf— jfsrO 

Für u(x) ^xy entsteht 

£ 

dx 


(cos u + log = - . 

X 


Hieraus erhält man 

coBxy + logxy^ ==C . 

Marris-Broum, Diff. Equations, S. 31, 352. 

^'363 y' — 9 ) COS* Ä + a? = 0; homogene D61. 

Für X u{x) = y erhält man 

t4'co8*tt = — also sin— +— + 41og X = (7 . 

X XX 

Morris- Broumt Diff. Equations, S. 34, 353. 

^'3f>4 |y 8ili|t_xco8Ä| — |a5C08^ +tf8in^J 9=s0; homogene DGL 

V 

X V cos — = (7 . 

^ X 

Forsyik- Jacobsthal, DGlcn, S. 52, 674. 


1-365 [»/(»•) — *ly'+W + */(*')=0 mitr = x* + y*. 

’i^dr = 2 MC tg^ +C. 

r ® X 

Serret-Scheffers, Differentiah und Integralrechnung III, S. 208f. 


p 


1366 f{x*+ai^){ayy'+x) = y—xy' 

Für u(x) = X* + ® ®(*) = ~ entsteht die DGl mit getrennten 

Variabein 

f.JL-= flMdu. 
e* + o 2 u ’ J»* + o J 2u 

L. E. Dkkson, Annals of Math. (2) 26 (1924) 324. 


1*367 fixl^y) {bxy' — a)ssa/‘y^{xy' + cy) 

Für u(x) = x~® y*, »(x) = x* y entsteht die DGl mit getrennten Vn- 
riabeln 

2be 2ab 


u *+*« tt' = 


-1 t)' 
/(») ' 

L. E. Dickton, Annals of Math. (2) 26 (1924) 324. 
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368-517* IMerentialgleichiiiigen iweiten Grades in y'. 

888 — 517 . DiBerentialglfflchnngett sweiien Grades in 

y’^+ay+bx^ssQ j.^gg 

Für die Lösung der DGl schreibe man sie in der Gestalt 
y = ay^+ßx* 

und behandle diese Gl nach A 4 *i 5 (a). Dabei tritt die DGl 

dx _ 2 OL t 

Tt “ t - 2 ß x 

auf. Diese ist homogen und kann durch die elementaren Funktionen 
gelöst werden. Man erhält also die Lösungen der ursprünglichen DGl 
in einer Parameterdarstellung. 

»'*+»*=«* 1-369 

Löst man die DGl nach y' auf, so erhält man zwei DGlen mit ge- 
trennten Variabein. Aus diesen erhält man 

1-C* . , 2C 

y = aj^Bmx + ay^coBx 

und y = a, — - a sin a;. 

D. Mürinovitch, Publications math. Beigrade 3 (1934) 173. 

»'* +»*=/*(*) 1-370 

Die DGl läßt sich auf eine Abelsche DGl zurückführen. Für 
y =/sin u(x) entsteht der Typus 1-202 

fu' +f’tgu= ±f. 

H, Lemke, Publications math. Beigrade 4 (1935) 201—212. 


yH-syt^yt 

Löst man die DGl nach ^ auf, so erhält man eine DGl mit getrennten 
Variabein. Aus dieser bekommt man 


y = 0 , 1 , |c 


x + q-* 


9'®— 4 jf® + ay + 6=0 

d. h. y = (a; -|“ G), wo p {x) die Weierstraßsche Funktion mit den In- 

varianten a, ^3 == b ist. 

Whittaker-Wataon, Modem Analysis, S. 437, 491 f. 
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C. I. DiSeientiaigleichungeB enter Ordirang. 


1-373 + 1)=0 

Für u{x) = log ^ erhält man die DGi mit getrennten Variabeb 

und hieraus 

y = exp sin a (a; + C) sowie y = e - und y = “ • 


1-374 

Löst man nach y' auf, so erhält man eine DQl mit getrennten Variabein 
und weiter 

1 T y* + 1 + y log (l^ y* + 1 ± y) = y (a: + (7) . 

1-375 »'* + «»' +6 ®=0, 6 + 0. 

Man löse nach x auf und wende A4- 15 an. Man erhält die Lösungen 
in der Parameterdarstellung 

hx = —fi — at, — — 

1-376 +a?/' + 6 i/ = 0 , 64 = 0 . 

Man löse nach y auf und wende A 4*15 an. Man erhält die Lösungen 
in der Parameterdarstellung 

6a: = — 2< — alog<+(7, b y = — fi — at , 

Man kann die DGI auch nach t/ auflösen und erhält dann zwei DGlen 
mit getrennten V'uriabeln. 

^*377 + (JP “ 2) y' — 9 + 1 =i 0 ; Clairautsche DGI. 

y = C(x-2) + C* + l uiid y=x-j. 

Morris- Broum, Diff. Equations, S. 67 f. 

1*378 + (ap + ö) y' — = 0; Clairautsche DGI. 

y = C (x + a) + und 4 y == — (x + a)* 

1-379 + = 0 

Löst man die Gl nach y auf, so hat man eine Clairautsche DGI A 4*18 
und bekommt 

y = Cx-\-C{l-C), y = i(* + l)». 



368 - 517 - Diflferentmlgleichungen zweiten Oradea in y'. 


291 ^^— ysO 

Durch y(a;) = — ^[x) geht die 
DGl in 1-381 über. 


y'*— 2«y'+yÄO; d*Alembert- 
sche DGl A4*I9. Vgl. Fig. 58. 

3 

y = 0, y = j 0 ^ sowie in Para- 
meterdarstellung 

= + y = ^xt — fi. 

Kamke, DGlen, S. 110—112. 



Fig. 58 . 


j^+ox»' = öa!* + c 

Man löse nach y' auf. Man erhält für + 4 6 > 0 : 


y = C — |x*+^ (a* + 4 6) X* + 4 c 


log(x+)/x* + ^J. 


^ 4 a*^b \ f 

Für a* + 4 6 ^ 0 läßt sich die DGl auf die gleiche Weise lösen. 


y'* +aapy' + öy + c®* = 0 

Die DGl läßt sich in der Gestalt 

schreiben. Für 6 = 0 ist sie also leicht lösbar. Für 6 4= 0 geht sie durch 
die Transformation y = x^u(x) über in 

|xw' + 2« + ||*=j — C — 6 m, 

und hieraus wird für — c — bu eine DGl mit getrennten Variabein. 

4 

/nee, Diff. Equations, S. 90. 


y'* + (a ap + ö) y' — o y + c = 0, a 4 ö; Clairautsche DGl. 

y = (aa; 46 )G + aC« + - und 4«y = 4c-(aa; + 6)*. 


ir^«-2ap*y^ 4>2xys0 8 . 1 - 404 . 
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C. I. Diffeientialgleichimgen enter Ordnung. 


I'386 8 o**jfÄ 0 ; gleichgradige DGL 

Für y = rj{(), f = z* entsteht die Cüsirautsche DGl 

Daher erhält man 

y = aCa;®+* 2 aC* und 8 y = — a a:*. 

1-387 »'*+(»'—»)«*=<> 

Durch die Transformation y {z) erhält man die DOl mit ge- 
trennten Variabein 

«' = _i( 2 n + l)±iy 4 « + l. 

Fick, DGlen» S. 37, 129f. 

1*388 2 y|f' — 2 ap = 0 ; Sonderfall von 1*390. 

Löst man die DGl nach x auf und wendet man A4*I5 (b) an, so erhält 
man die Parameterdarstellung 

1.389 ff^^( 4 y + l)y^-i-( 4 y*f l)^sO 

Es gibt IKurven nur in der Halbebene y ^ . Man setze 

2 it*(a;) = 4 y + 1 und löse die erhaltene DGl nach u' auf. Man erhält 
y = C®6** + ( 7 e* und y = — -i. 

Man kann auch die ursprüngliche DGl nach y' auflösen und erhält 
ebenfalls eine DGl mit getrennten Variabein. 

1390 »^+asfif'=söa? + c 

Man differenziere nach z, führe y als unabhängige Veränderliche ein 
und setze y'(z) = p(y). Man erhält 

(ay + 2p)pp'+ap*--6 = 0 
und hieraus die lineare DGl 

(ap* — 6)^ + opy + 2j»* = 0. 

T, Peyoviteä, EuBeignement math. 23 (1923) 183. Vgl. auch 1*405 für den 
Fall e 0. 
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|^^•¥{ay•hbx)y''k•ahxyssO 

Die D61 kann in der Gestalt 

(t/ + o>y)(y' + bz)=zO 

geschrieben werden und zerfallt somit in zwei DGlen. 
«y»'+»*logayÄ0 

Man löse nach x auf und wende A415 an. Man erhält 

ay = exp {C x — C^) und a y = exp i a;’. 
Book, Diff. Equations, S. 162. 


jf'2 4*2yi^ctga!;— y^sO 1.393 

Löst man nach t/ auf, so erhält man eine DGl mit getrennten Variabein 
und hieraus 

y (1 ± cos a;) = C . 

Forsyih-Jacobathal, DGlen, S. 61, 673. 

tf^+2/jf|f'+j|rjf*a!(Sr-/*)exp|-2 / fdx^, f =f{x), g =g(x)\ 1.394 

Sonderfall von 1*395. 

y= Pexp|— J/rfxj; 

dabei ist 

sin jj Fji— /*dx + c| fürp>/*, 
ü — ■ C für g=P, 

m|/ y/* — + c| fnrg<p. 

G, Pirondini, Annali di mat. (3) 9 (1904) 186 ff.; hier ergänzt. 

y'*+ 2 ti»)lßy' +gix)y* + h{x )=0 1395 

Die DGl geht durch 

y{x)=‘ri{S)exp{—ffdx), i = flf ± (9 — /*) dx 

in 

V'* ± »/* (2 ffdx) 

Über; dabei ist auf der rechten Seite noch x durch ( auszudrücken. 



360 


C. I. BilFerentialg^eichimgen erster Ordnung. 


D. MitrinovUeh, Publications math. Beigrade 3 (1934) 172. Für Fülle der 
IntegrierbariEeit durch elementare Methoden s. Mitrinopitch, Aoad. Serbe 1 
(1933) 107—117, 2 (1936) 61—65. 

Setzt man für Lösungen y{x) der D61 k(x) = so folgt aus der DGl 

2'' = (i + 2/A + jA‘)^’ y = ^(l + 2/A+jA‘)^ 

Die rechte Seite der ersten Gl muß die Ableitung der rechten Seite der 
zweiten Gl sein. Das führt zu einer Abelschen DGl A 4 *il für A: 

(l+fk)X' = Sg(x)X\ 

.-0 

T. Peyovitek, Publications math. Beigrade 6 (1936) 39— 43. D. 8. Mitrinovikih, 
C. B. Paris 204 (1937) 1706-1708. Vgl. auch 1 . 461 . 

1.396 y^+y(y-~x)y'—x^sz0 

Auflösung nach ergibt die DGlen 

= und y' = — y*. 

Aus diesen folgt 

y = CexpJ-x» und y = ^. 

^•397 4ap2y»s=0 

Durch die Transformation y^^ S = entsteht die dairaut- 

sehe DGl 

v = h'+\v'*- 

Daher bekommt man 

y = 0, ^** + 4 = 0, {C** + C*)y = l. 

1398 3af^y'+»jf*=0 

Die DGl kann naeh x aufgelöst und weiter nach A 4*15 (b) bdiandelt 
werden. Einfacher ist es, die Transformation y = u^ auszuföhren. Han 
erhalt dann die (jlairautsche DGl 

u =s= *«' — 1t'*, 

und aus dieser 

y = (C'a; — C*)* sowie y = 
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2y^ + (ap— l)sf'ssy; Clairautsche DGL 1.399 

y = Cic4"G(2C — 1) und 8 y = — (a: — !)* , 

2aß*jf'+3aJifssO; gleichgradige DGl A 47. I.400 

Man setze y = | =-- log \z\ und weiter f4(f) = i ^ 1 — 6ij . 

Man erhält die DGl mit getrennten Variabein 
4 tt t/' + 6 a* i 3 ti = 0 

und hieraus 

(3 y -f- C)* = 2 G a:* und y = ^ . 

Ince, Diff. Equations, S. 92. 

2apy' +ys=0 1-401 

Die Auflösung nach y^ ergibt 

3y' = a:±ya;*-3y. 

Diese DGl ist iwch Multiplikation mit 3 (x ± V a:* — 3 y) exakt. 
x(2x*-9y)±2(x*-3y)^ =-G. 

3y'* +4aPif'— y +a5*=0 1-402 

Für 3 y = a:® (tt* — 1) entsteht 

4 (a? + tt)* = 1 , also y = — (-1 a; + c| *+ 4 C* 

ay'®+öy'-y = 0 1403 

Löst man nach y auf, so findet man mit A 4*X5 Parameterdarstellung 
x=2a^+61og<+C', y +bt, 

ay^® H-bos’y' -l-cäeyssO; gleichgradige DGL 

Ito y == log |a:| entsteht 

atj'* + (^atj +b)fi' + 9aif + 36i; +cij = 0 
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C. I« Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Diese DGl löse man nach rf auf. Dann kann man die Lösungen durch 
Quadraturen finden. 

Beispiel: — 2 y' + 2 a: ^ = 0 , 

Laguerre, Oeuvres I, S. 414. 


1405 ay'^+yti'~-x =0 


Man löse nach y auf, differenziere nach x und führe t = y' als unab- 
hängige Veränderliche ein. Man erhält die lineare DGl 


dx , X 


+ — =.0 


und die Lösungen in Parameterdarstellung 
t 


Yl-t^ 

t 


(G + a Are sin t) 


X = 

I 

y = j-at, 
außerdem y — i {* — u). 


(C:Faflt(Eo|(±<)) für t 


für |<|<1, 

>1 


<-l. 


1-406 ay'^—yy^ — xszO 

Man löse nach y auf, differenziere nach x und führe t ■ 
hängige Veränderliche ein. Man erhält die lineare DGl 

X at 


y' als unab- 


dx 

Tt' 


<2 + 1 


= 0 


und die Lösungen in Parameterdarstellung 

* ^ « log {t + + 1)] = 

. * 
y = at-j 

Forayth- Jacobsthal, DGlen, S. 85. 


V«*+i 


[C + 0 fit Sin t] , 


1-407 xy^=:y 


Löst man die 61 nach y auf, so hat man eine DGl mit getrennten Va- 
riabein. 


(y-xf-2C{y + x) + CI^ = 0. 
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— 2 y + ap = 0 

Man löse nach y auf und wende A4*I5 ^.n. Man erhält die Parameter- 
darstellung 

* = (j ^ 1 )« + 1 ); ferner y — x. 


1-408 


«y'* — äy'— jfssO; d’Alembertsche DGl. 

_ 2 1 - 2 log 1 1 1 + C 


1-409 


{t - D» 

außerdem y = 0, y = a: + 2 . 


, y = xl*-2t; 


®9'*+4y' — 2y = 0 1.410 

Man kann A 4-15 anw-enden. Man erhält die Parameterdarstellung 
2/ = (^)’*(c+41og|l|+|), x = 
und y = 2 a; + 4. 


a;y '2 

Löst man nach y auf, so findet man nach A 4 *I 5 

y = 0 sowie x = Ct^e\ y = C (t + 1) c'. 


1*411 


Löst man nach y auf, so erhält man eine d'Alembertsche DGl. 

2a 


1*412 




fi 


a 

37*’ 


.-O'T-K 




1-413 


Für y = f\x\^u (x) erhält man die DGl mit getrennten Variabein 
xw' = -2«±-^ ['M* + 48gnx. 


fiok, DGlen, S. 37, 127f. 
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C. I. DiflEerentialgleiohiiiigeii enter Ordnung 


1-414 a5y«+jfy'+a5*ÄO 

Für y = 2*«(x) erhält man die DOl mit getrennten Variabein 
2*«' = — 6«± V«* — 4 

und hieraus 

(3 V* + 8)® = C ü* mit v = — u ±; ytt* — 4 . 

Fickf DGlen, S* 36 f. 

1-415 = 0 

Löst man nach x auf, so findet man mit A 4*15 
y (« — C*) = (7 . 


1-416 3x)ff^+ff = 0 

Die DGl kann als homogene und ab d’Alembertsche D 61 behandelt 
werden. Man findet y = 0 , ^ = 2; und die übrigen Lösungen in der Para- 
meterdarstellung 

af(i = 0(< + l), yti = C{St-fi). 

Jvlia^ Ezercioes d’ Analyse 111, S. 238— 249. 


1-417 yy 4-as=0 

Dividiert man durch so erhalt man die Oairautsche DGl 

und hieraus 


y = C aj + g y* = 4 a X . 


1.418 «y— »If'+ÄjfÄO 

Man löse nach x auf und wende A4.15 (b) an. Man erh&lt y ^ 0 sowie 
die Parameterdarstellung 

— a)e •, y^Cfie 


£ 

a 
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Für y = X u(x) erhält man xu' + 2tt = ±Vtt* + l und wdter für 
v(x) = — ± + 1 : 

x»(3v2-l)2 = C't;8 

also 

*»(!«* 4-3y*±3y l' y* + sc*)* + c(y ± ^ y* + **)* = 0 

oder 

(x® — ■ 3 y*)* — 2 C y (y® — - 3 x^) — • (7* = 0 . 

Fick, DGlen, 8- 24, 113. 

»y'* — 2yjr'+o = 0, a + 0. 

Löst man nach y auf, so erkennt man, daß eine d’Alembertsche DGl 
vorliegt. Man findet die Parameterdarstellung 

* = J' = Y + 27 

oder 

16 a x3 - 12 x2 y2 - 12 Ca X y + 8 C y» + (72a2 = 0 , 

außerdem y = i: 2 V a x. 

Forsyth-Jacobslhal, DGlen, 8. 64, 678, 501. 

apy'2^2yy' — apssO: homogene DGl. 

Die Parabeln (Rg. 59) 

y = 2 ^^- 2C - 

Fick, DGlen, 8. 24, 112f. 

«y'*— 2ysf' +4» = 0 

Für y = 2 X v(x) entsteht 

* x* = u* — 1 , also y = C X* + C-i und y = ± 2 x . 

Incc, Difi. Equations, 8. 92. 



I.419 


1*420 


1*421 


1*422 
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C. I. IKfierentialgleichnngen enter Ordnung. 


1-423 xy'^—iyy'+2y+x = 0 

Man differenziere nach x, multipliziere die neue 61 mit x und sub- 
trahiere von ihr die ursprüngliche DGl. Man erhält 

2{xy" — y' + l){xy' — y) = 0 . 

Diese DGl zerfällt in zwei leicht lösbare DGlen. Man erhält 
j/ = iCx*-fx+i und y = x(l±/2). . 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 54, 678. 


1-424 ap -f a y t^' + 5 ® = 0 ; homogene DGl. 

Man löse die Gl nach y auf und wende A 4-15 (a) an. Man erhält für 

a+2 

« 4 =-!; x = C'f |(a-f 1 )«* + 6 | *<“+'>, ^ = — ^(«2 + 6 ) 

und ev. noch Lösungen, die durch die für das Verfanren erforderlichen Vor- 
aussetzungen verloren gegangen sind (vgl. A 4 * 14 ). Ist insbesondere a = — 2, 
so erhält man 

y—Cx^ “I“ 4 ^ für 6 > 0 außerdem y = i b . 
a=-l: x = C<exp|— y = x|«+jj. 


1*425 (» + l)y'2 — (y +®)y'+y = 0 


Löst man nach y auf, so sieht man, daß eine Clairautsche DGl vor liegt. 
Man findet 

ni 

y = Cx + -^^ 
und die Parameterdarstellung 





1-426 ( 3 « + 1 ) y'*— 3 (y -»-S) y ' +9 = 0 

Auflösung nach y liefert die Clairautsche DGl 

(y'-3)^ 


y = xy' 


3y' 


mit den Lösungen 

3 G y = 3 C* X + (C — 3)* und ^ iy =12 x . 
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(3 a; 4-5) (3 y 4-a;) 4-y=:0 

Auflösung nach y liefert die Clairautsche DGl 


y^xyf 


5y'* 


mit den Lösungen 


3y^- 1 


K,, 3<-2 

x = — 




sowie 


y = Cx-\- 


y-- 

5C* 


5/« 


3G^1* 


a JP 4- (ö jp — o i( 4- e) — 5 1/ = 0 

Auflösung nach y ergibt die Clairautsche DGl 


mit den Lösungen 


und 


y=zxy' + 
y=^Cx 


cy 

ay' -hb 
cC 


aC b 


bc X \ 

’ + 


(a t + i)* 


1.427 


1-428 


axy'^—{ay+bx — a—b)y'+by —0 1.429 

Durch Differenzieren nach x erhält man die in zwei DGlen zerfallende 
DGl 

{2axy' — ay — bx-\-a-\-b)y" = () 

und hieraus 

y = Cx + sowie {ay+bx — a — b)^— iabxy = 0. 

(Z 0 — 0 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 53, 675. 


(«2 + q) + (tti £C 4- öl 1 ^ + q) + Oo OP 4- 5o 4- Co = 0 s. 1 - 479 . 1*430 


I. 43 I 

Auflösung nach y' ergibt eine DGl mit getrennten Variabein 
— = sin log C a: . 

y 

Fprayth, Diff. Equations II, S, 219. 
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C. I. DiSeiential^eidiiiiigen enter Ordnung. 


1-432 2oif +as*sO: o + O. 

Man kann die Gl nach y auflösen und nach A 4-15 behandeln. Eine 
andere Behandlung: Für 2 a y — x* = u* entsteht 
xuvf — a{u — a) -fa:* = 0 
und weiter für tt — o = x »(x); 

(xe-fo)t>'+»®-l-l = 0. 

Wählt man nun v als unabhängige Veränderliche, so erhält man eine 
lineare DGl mit der Lösung 

X = («* + olog [v + K 0* + 1)] . 

1-433 +2«)*=4(*|f + ** + 0) 

Für « = xy + x*+a erhält man «' = J; 2 fu . 

Fiek, DGlen, S. 37, 131. 

1-434 2*jfjf' — af*ssO; homogene BGI. 

2Cy + x* = C«. 

8erret‘8chefferSj Differential- und Integralrechnung III, S. 143f. 

1-435 asV*— 2®!f9'+»(» + l)— * = 0 

Für y — zu{x) erhält man die DGl mit getrennten Veränderlichen 



1-436 2 ®sjl' +9®(1— 05 *)— aj *=0 

Für y = xu(x) erhält man eine leicht lösbare DGl. 

y = ± X Sin (x + C) . 

1-437 **»'*— ( 2 ae»-l‘o)y'+j *=0 

Das ist eine dairautsche DGl 

(*y'-y)* = oy': 

y = C X ± ^ aC (a C > 0) und y = — ^ . 
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+3»|f jf' +2y*«:0; homogene D61. l ’438 

xy = C, 3i^y = C. 

g^y^ + i»yy> +i ^=0 1.43g 

Die D61 kann in der Gestalt 

(*»' + I y)% Jy* = 0 

geschrieben werden und hat daher nur die Lösung = 0» entgegen einer 
Angabe bei Forayth-JacobsthaU DGien, S. 31, 670. 

ap 2 j^ 2 + 4 ajyy/_ 5 iy 2 -.o 

Das ist eine zerfallende D61 

+ (a:y~y) = 0 

mit den Lösungen y = C\ und y^C^x, 

4 ap(i/+ 2 ) 9 '+ 4 y(y + 2)=0 1-441 

Löst man nach y' auf, so erhält man eine DGl mit getrennten Ver- 
änderlichen. 

y = i(7*a;*--2Ga; und y = — 2 . 

ap*y'2 + («2^— 2a?y +a^)y' -h(y2--ap2y) (l-.x)=0 1442 

Für y = xu(x) erhält man die zerfaUende DGl 

(u' + tt) (tt' + 1 ) = 0 , 

also 

y == 0, —x^+Cxy CxaT^ 

und die hieraus zusammensetzbaren stetig diSerenzierbaren Kurven. 

— = ^*443 

Mit der Legendreschen Transformation A 4*20 erhält man F* F' = Jf 
und hieraus die Parameterdarstellung 

a:= F = J 

y==XY’-Y^\C-^r)\^P-Cy^ . 
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C. I. Differentialgleichungen erster Ordnung. 


1*444 y (tf — 

Man löse nach x auf und wende A4- 15 an. Man erhält 
— a:) = C2, t/=-4a:, y = 0. 

1*445 y'^ + ^ -f h) I/' + o ö = 0 

Das ist eine zerfallende DGl 

(^' 4* a y^) {x^ y' + b) ~ 0 

mit den Lösungen 

~ 2a X C und ™ ^ 4 C . 

?/2 37 ‘ 


1*446 (a?2 + 1) — 2 üc 1/ — 1 = 0 

Löst man nach y auf, so erhält man eine Clairautsche DGl. 
[y — C — 1 — (ß-, und y’^ —1, 


1-447 

Man löse die Gl nach y* auf. 

y Ht Coj ar 4- ^ • 

1*448 (a?2-.l) ygi j.5o 

~\- y"^ — 2 C X y ^ =■ 1 und y — ± 1 . 

r*449 — +2xyy' + 1/2 = 0 

Das ist eine zerfallende DGl 

('^ y' + y + y') y' + y — a y') 0 

mit dem Lösungen 

{x±a)y=^C. 

1*450 (.t 2 — «2) i/'2 — 2 OP y j/' — a;2 -- 0 

Man löse nach y auf, differenziere nach x und setze p(x) = y\ 
erhält dann die zerfallende DGl 

(X p' — p) (X^ ^2 4. 3.2 _ g 2 p 2 ^ Q 

und schließlich 

y = (x^ a2 — C^) sowie 1/ + x^ ^ 4= 0) . 

Forsyih- Jacobsthal, BGlen, S. 48. 


Man 
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{x^+a)y'’^—2xyy' +y^ + b = 0 

Durch Differentiation nach x erhält man die zerfallende DGl 
[{x^ +a) y' — xyly" 0, 

also 

bx^ +ay^ +ab und y === C^x für a Cf + Cj -f 6 0 . 

(2 «2 + 1) J('2 + (t/2 + 2 x 1/ + + 2) // + 2 1/2 + 1 = 0 

Für u{x) — X y, v(x) — xy ergibt sich 

4- w V' -f (1 — ?;) ™ Q ^ 

also 

pr -f -r + 1 - = 0 , 

\u 1 u 

weiter durch Differentiation 

{2v' -r u u') (u' v" — u^' v') — 0 , 
und hieraus schließlich 

X y C (x -\- y) ~ 1 sowie x^ — y“ r b x y ~ 4 . 

Forsyth-Jacohsthaly DGlcn, 55, 678. 

(a2 — 1) a?2 +2 a?!/ 1/' — 1/2 + «2 jr.2--o 

Man löse die DGl nach y auf und wende A4*I5 an. Man erhält die 
Lösungen in der Parameterdar.stellung 

1 

x ~ C (t^ + 1)“ ^ -f F + 1 ) • y xt ^ a x \U'^ 1 . 

a j ?2 y '2 ^ 2 a a? ^ I/' + ^ 2 ß 1) jj2 — 0 . homogene DGl. 

Die DGl kann in der Gestalt 

a[x y' — .yf ~ a (a~ 1) x- -f- (^ - 1) y" 

geschrieben werden. Setzt man y — xu(x), so erhält man eine DGl mit 
getrennten Veränderlichen und aus dieser Gl schließlich 

y ± }’ + a = 0 x'"'‘ mit tt = |/ . 

Fonyth-Jttcobsthal, DGlcn, S. 51, 673. 


I-45I 


1-432 


1-453 


1-454 



372 C. 1. Differentialgfeichungen enter Ordnung. 

1*455 +assO 

Man löse die Ol nach y auf und differenziere nach x. Wird nun 
f(x) = ^ gesetzt, so erhält man die zerfallende DGl 
(x* j?* — a) (j/ X* + 2 p x) = 0 

und hieraus 

C xy^C^x -\-a sowie x y* = 4 a . 

Forsyth-Jacobsikal, DQlen, S. 51, 673. 

1456 

Für y = xu(x) erhält man die D 61 mit getrennten Veränderlichen 
und hieraus 

(y-C)2 = (xa~l) (1~C^). 

1*457 *Jf' — !f = 0 ; gleichgradige DGl. 

xy = C*x + C. 

I-458 »*(«*— o*) 9'* Ä 1 

Man löse die Gl nach y' auf. 

a y ±^B>TCCOB • 

1.459 e“**9^-(9'-l)*+e“**' = 0 

Man differenziere nach x und eliminiere y. Für p (^) = 9' erhält man 
dann die zerfallende DGl 

ly + p (p— 1)] («■** p — p + 1) = 0 

und hieraus 

e*^ = C'c*±yi+C® sowie + e** = 1 . 
Forayth-Jacobsihal, DGlen, S. 51, 673. 

1*460 (9'*+9*)co8*x=a* 

Eine Lösung ist p == a (cos x)~^. Wird ^(x) durch y' == y ctg w einge- 
führt, so wird aus der DGl 

y cos* X = i o sin tt 

und hieraus durch Differentiation und Elimination von y mittels der 
vorangehenden Zeile die DGl l*8l mit u statt y. 

Bei Ch. E» Wilder, Americ. Math. Monthly 38 (1931) 17—25 findet man eine 
kinematische Einkleidung der DGl und eine unmittelbare Diskussion der IKurven 
auf Grund der DGl. 
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J[y^ + 2Bif9' + Cy*+2l>y'+2£y + F=:0, ^ =.4(a:), 5= J9(ar), . . . 


Ist il = 0, so hat man eine Abelsche DGL 
Ist die Determinante 


A B B 
B C E 
D E F 


= 0, 


so zerfallt die DGl in zwei lineare DGlen. 
Es sei nun 


(a) A 4= 0, J ~ A C =t= 0. Dann kann die DGl in der Gestalt 

iy' + (i y + b){y' + y.y + ß) = c (c ^ 0) 
geschrieben werden. Die erste Klammer wird gleich X(x) gesetzt. Dann 
ist für jede Lösung der DGl, soweit A 4= 0 ist, 

y' + ay + b=i, y' + oiy+ß = j, 

also 

^ X^-\-(b-ß)k — c (tX^-^(aß-oib)X-ac 

(I) y = — — . y= • 

Die Ableitung der rechten Seite der ersten Gl muß gleich der rechten Seite 
der zweiten Gl sein. Dadurch kommt man zu einer Abelschen DGl A4»ii 

(?? + Q)^^ = {MX‘ + NX + P)^ 

fnTX(x). Hat man diese gelöst, so liefert (i) die Lösungen der ursprünglichen 
DGl, soweit für diese Lösungen die durch das Verfahren bedingten Voraus- 
setzungen erfüUt sind. 

(b) Ist A 4= 0, J = 0, so hat die DGl die Gestalt 

(Äy'+Byf + A(2Dy' + 2Ey+F) = 0. 

Setzt man nun 

X(x)=:Ay' + Byy 

so erhält man 

AA*-f-2DA4-F ^ _ A BX^ -{■ 2 A E X BF 

~2{ÄE-BD) -Z{AE-Bß) 

und kaim nun wieder wie bei (a) verfahren. 

D. S, Mitrinovitch^ Publications math. Beigrade 5 (1936) 10—22; C. R..PariB 206 
(1938) 668-670. 


yy^ssl 

Man löse nach y' auf. Man erhält 

4y» = 9(x + C')*-. 


i- 46 i 


1-462 
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C. I. DiSeientüdgleichungen erster Ordnung. 


1-463 = 


Für u(x) = entsteht tt' ~ i hieraus erhält man 
4 = 9 (e* + (7)2 . 


1464 + 2 ®»' — j( = 0 

Für u(z) = y 2 entsteht eine Clairautsche DGL 
y2 = 2 G X + 02 . 


^*465 tf + 2 a? I/' — 9 1 / = 0 ; Sonderfall von i'469. 

Für u(x) = y2 erhält man die d’Alembertsche DGl A 4 -I 9 


u= -u' + w 


72 


X 

9 “ ^ 36 

und hieraus die Lösung in der Parameterdarstellung 
a- = -\-CtK 2/2 = -J X + g-g . 


1-466 yy'^—ixy' +y = Q 

Man löse nach y auf und wende A415 an. Man erhält 
y2 =- 2 C X — (72 und y == ± X . 

Oder man setze u(x) — — y^\ man erhält dann die leicht lösbare DGl 

i4'2 = 4 u. Oder man verfahre wie bei 1-464. 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen S. 54, 678. 


1-467 yy’^ — ixy' +y =:0 

Man löse nach x auf und wende A4-i5 an. Man erhält 
« (7 -j- 1 

* = ^ 4 « 

oder 

- 3 x2 ^ + 2 (7 X (3 y2 __ 8 ^2) (72 _ 0 . 

Incc, Diff. Equations, S. 92. 


1*468 j^i('2 — 4o2a;y'*fa2|/ = 0, a=|=0; Sonderfall von i * 469 . 

Löst man nach 2 /' auf, so erhält man eine homogene DGl und aus dieser 
die Stamm Gl 

— 3 a2 x2 4 - 6 C a X ^ — 16 (7 a® x2 -f (72 = 0 . 

Forsyth JacobsthaL DGlen, S. 65, 679. 
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yy’^+axy’ +by =:0 1-469 

Man löse die Gl nach y auf und wende A 4-15 an. Man erhält für 
a + 6 =t= 0 die ParameterdarsteiluDg 

a;-2(a+&) ^ ^ 5)-2(a.6) (^2 ^ 

+ b) y ^ a X i . 

Für 2 a b = 0, a>0 kommt noch ^ i x a hinzu. 

Forsyih- Jacobsthal, DGlen, S. 51, 672. 

Für u(x) = y^ geht die DGl über in die d’Alembertsche DGI A 4*19 
u'^ ■}- 2a X 4- u ~ 0 . 


yi('2 +£c 3 y'-.a ?2 j^ = 0 1.470 

Integration durch Differentiation A4.14 liefert 
2/2 -f G .t2 == G2. 

Forsyth-Jacohsthal, DGlen, S. 34, 671. 

(»/ — — ® = 0 ^471 

Die DGl kann als zerfallende DGl 

iy' — i) (y y' -h a:) o 

geschrieben werden. Man erhalt also als Lösungen die Halbkreise 
a ;2 ^2 _ g 2 (y 4 = 0) und die Geraden y ~ x + C und die aus Stücken 

von ihnen zusammensetzbaren Kurven. 


(1/ +a?) i /'2 + 2 a?y' — y = 0 1*472 

Man löse nach y auf und wende A 4 'I 5 an. Man erhält y = 0 und 
die Parameterdarstellung 

x = C(<2-l), y^C(2t-\). 


(^-2x)y'2-.2(a?-l)y'+t/-2=0 1-473 

Man löse nach y auf und wende A4’I5 l^an erhält y = 2 und 
die Parameterdarstellung 




xM« + l)-< + l 

y — ^ 4- 1 


2yy^—{ix—b)y'+2y = 0 i‘474 

Man löse die Gl nach y auf und wende A 4-15 (a) an. 

4j^ = (4a:— 5 — OG und y— ±|a:— 4 )- 
Morris-Brovm, Diff. Equations, S. 64, 361. 
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C. I. IMieientulgleiohimgen emter Qrdmiiig. 


i'475 |f=0; Sonderfall von 1 - 469 . 

Für u(x) = erhält man die Clairautsche D61 

= a; tt' + u'* , 


und aus dieser 

^ = Cx + C^. 

Die Lösung 4 w = — «* der Clairautschen D61 liefert keine Lösung der 
gegebenen DGL 


1-476 — 4 ac 2 j^s =0 

Für y* = f = a:® entsteht die Clairautsche DGl 

v = ^v' + ln^- 

Aus dieser erhält man 

y* = 2Cx* + 9C* 

1*477 + » = 0 

Man führe die Transformation y{x)=^ri{^), f = 2af — 6 aus, sehe 
dann fj als unabhängige Veränderliche an und setze { =^riu(Yi), Man 
erhält die DGl mit getrennten Veränderlichen 

rj^ tt'* = tt* -|- 4 a 

Und hieraus 

y^ = C {2 X — b + a C) ; 

außerdem noch i 2 — a y = 2 a;~ 6 füra< 0 . 

FarsyÜi- Jacobsthal, DGlen, S. 34, 671. 

1-478 (afr+ö) (jf^ + l) = C, c= 4 = 0 . 

Für jede Lösung ist offenbar 

— c 

Man kann daher u(x) so wählen, daß 
(I) a y + 6 ~ c sin* u 

ist. Es entsteht dann 

2 cu' sin* ft = Jh a , 


also 

{^) 


c(w — sini* OOS u) = ±aa: + 0 . 
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(i) und (2) geben die Lösungen (Zykloiden) in Parameterdarstellung. 

Außerdem ist y = — — +jfc;E eine Lösung, wenn kn mit ganz- 
em 

zahligem k ist. 


(62 9 + a, « -i- c,) + (Oi » b, 9 -f c^) 9' + « -t- b, fr -1- c, s 0 

Durch die Legendresche Transformation A 4*20 geht die DOl über in 
die lineare DGl 

[A (X) + ^ B(X}] Y' - B{X) y + Ci J) = 0 
mit 

A (X) = Ug JP + X + Uq , B{X) = 62 X* + + ^0 » 

C(X)=C2X2afCiX + Co. 

J, Hofmann, Nova Acta Halle 110 (1928); dort ist der Verlauf der IKnrven in 
der N&he der singulären Punkte eingehend erörtert. Vgl. auch W, e. I)yek, Ab- 
handlungen München 26 (1914) 10. Abhandlung, S. 36ff. J. Weigel, Nova Acta 
Halle 96 (1912) 277-343. 


(a fr — JB*) y'* + 2 05 ir y' — Jr* = 0 

Soweit y'(x) 4= 0 ist, kann x als Funktion von y angesehen werden. 
Mit X = yu(y) erhält man dann 

(C Jr + x)* = 4 o y . 

osyy'* + (y* + 06*) y' +06y=0; homogene DGl. 

Man löse die Gl nach y' auf. Man findet 

y — 0 , xy = C, ** + y* = C* 

und die aus diesen zusammensetzbaren, stetig differenzierbaren Kurven. 

osyy'* + (06*— y* + 0 ) y'— xy ssO 

Ffir tr(f) = y*, f = X* erhält man die dairautsche DGl 

und damit für' d 4= 0 die konfokalen Kegelschnitte 

? + JTT-‘ <» + »' 

sowie die Achse y = 0; für a = 0 die Halbkreise 

y» = C* (y + 0) sowie y = Cx. 

Fortf^Jaeeitlhal, DGIen, S. 48, 872. 


1.479 


1.480 


1.481 


1.482 
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C. I. Difierentialgleichungen erster Ordnung. 


^83 ( 2 a? — « 2 ) +2aJ2(y' + 2 apy — homogene DGl. 

Mit y — xu(x) erhält man 

^ + 2/^ + 2 C (a: + y) -j- = 0 . 

^84 (2 a? — a? 2 ) i /'2 — 6 ae — ^? + 2 a? 1/ = 0 ; homogene DGl. 

Man kann die DGl wie 1*483 behandeln. Man kann auch xy — u(x), 
y — X ^ v(x) setzen. Man erhält dann u' — ±:v' \ 2 u und hieraus 
2 X y — (y — x-f C)'^ sowie ^ = 0 . 

Fick, DGIen. ö. 37, 131. 

[85 axyy'^^^{ay^ -^bxy^O 

Für rj{^) ~ y^, f entsteht die Clairautsche DGl 

(f — ^]) {av' — = cy'. 

Aus dieser ergibt sich 

{a C — h) y^ ~ C (a C — b) x^ — cC sowie a t/- = 6 x^ 2 x — 6 c — c . 
Die DGl ist die DGl für die Krümmungslinien der Fläche 
A x"^ + B y"^ f C 2 ^ — 1 

mit a = A 5 (G 6 - .4 ^ - C), c = C {B - A), 

Forsyth-Jacobsihal, DGIen, S. 52, 675. Serret -Sehe j fers, Differential- und Inte- 
gralrechnung III, S. 401 — 403. 

^86 

Man löse die Gl nach y auf. 

y a sowie die Viertelkreise, die durch Zerschneiden der Kreise 

(x — Cf -j” ?/^ = 

mittels horizontaler und vertikaler Durchmesser entstehen, und die aus 
den obigen zusammensetzbaren differenzierbaren Kurven. 

^87 ^ g J .3 1^/ 4 ^2 ^ 0 

Für Tjii) = y^, f = entsteht die Clairautsche DGl 

Aus dieser erhält man 

y^ = 3C x^ — sowie 4 = 9 x^ . 
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y^y'^-^iayy' -hy^-^iax 1488 

Für u(x) = ^ax — erhält man = iu und daher 
^ax — = (x + C)^ sowie y* = 4 a a; . 

tf2y'2 +2ac.vi/' ^ 

Man setze u(x) = y^y differenziere die entstehende 61 nach x und setze 

j 

v(x) — u'. Man erhält dann eine lineare D 61 für -- . 

dv 

Julia, Exercices d’ Analyse III, S. 266—269. 


y^y'^^ 2 xyy' +2 1/2 — «2 ^.^«0 1.490 

Für u(x} — y^ ~ x'^ erhält man die leicht lösbare DGl 
u'^ + Su + ia — 0 , 

also 

j,2=|(C2_a)_(a.^(J)2; 

außerdem noch «/ = ± a; für a = 0. 

^2 ^ 2 a a? + (1 — o) + a £c^ + (a — 1) 5 = 0 ^*49^ 

Für u{x) = y^ + a — b erhält man die leicht lösbare DGl 
w'2 = 4 (a — 1) und aus dieser 

y^ + a x^ — b ~ (a — 1 ) (x + Cf so\iie + a a:^ — 6 = 0 , 
falls diese Gl eine reelle Lösung hat. 

— a^) i^'2 +|^2~o. pQi der Schleppkurve oder Tractrix mit der 1*492 
X-Achse als Leitlinie. 

Man löse die DGl nach y' auf. Man hat dann eine DGl mit getrennten 
Veränderhchen und erhält 

a log j ° ^ ~ |q=ya* — y* = » + (?. 

Serret-Scheffers, Differential- und Integralrechnung III, S. 136ff. 


( 9 *— 2 oa!+o®)y'* + 2oyy'+y*=0 1*493 

DG) der orthogonalen Trajektorien zu den Kreisen, welche die Parabel 
y* = 2 a X berühren und deren Mittelpunkte auf der x- Achse liegen. 



380 


C. I. Differeiitialgleicliiiiigeii erster Ordnung. 


Erste Behandlung als Sonderfall von Zweite Behandlung: Man 

nehme y als unabhängige Veränderliche; dann entsteht 1*432 mit z 
statt X, y. 


I *494 (if* — a* «*) + 2 X y y' + (1 — o*) »* = 0 

Ma-n löse nach y auf und wende A 415 an. Man erhält die Parameter- 
darstellung 


z = ■ 


Ct 


VF+T 


y = aC- 


yFTi 


1*495 [y* + (1 — a) x*] y'* + 2 axy y' + (1 — o) y* + x* = 0 

Man setze z =r{z) cos^ (x), y = r{z)amq> (z). Man erhält 
logr = C±:<p Va — 1 

für a > 1, und r = C für a = 1; für a <1 gibt es keine (reelle) Lösung. 


1*496 (y — x)* (y'* + 1) — a* (y' + 1)^ = 0 

Man löse nach y-- z auf und setze = tg u(z) mit |u| < Man 
erhält 

x = ±asinu+C', y = =focoBu + C’, 

also 

(x — C)* + (y — C)* = a*, außerdem y = x ± a . 

1*497 3 y®y'*— 2 xyy' 4 * 4 y® — x* = 0 ; Sonderfall von 1*49^ ® = 

6 = 0. 

1498 ( 8 y- 2 )*y'*+ 4 (y-l )=0 

Man löse nach ^ auf. Man erhält 

y* ~ y» = (X — C)* . 

Inee, Diff. Equations, S. 92. 


1*499 (1— 2a*xyy' +y*— a*x*=s0 

Die Gl läßt sich auf 1*559 zurückführen. Die Lösungen sind 
y* + (x — C)* =a*C® und (1 — a*)y* =a*x* für |a|<l. 
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(«— 26 apsf|f' +ay*— 005 *— a 6=0 1*500 

Für tt(aj) = a;* + y* entsteht eine dairautsche DGl. Aus dieser erhält 
man 

^ C z + b — und (a — 6)y*— .6a:* = (a — 6)6. 

(ay*-i-5a5-i-c)|^— by2f^*filff* = 0 i-50i 

Man löse nach x auf und wende A4*I5 an. Die DOl wird dadurch 
auf eine lineare DGl zurückgeführt. 

(a y — b 05)* (a* y'* + b*) — c* (a jf' + b )* = 0 1-502 

Man löse die Gl nach ay^bz auf und differenziere nach z, Han 
erhält dann für p{z) =y' die zerfallende Gl 

(a p — 6) [(a* p* + 6*)^ ± a 6 c 2/] = 0 

und hieraus die Geraden ay — b x = ±:cy 2 sowie die untereinander 
kongruenten Ellipsen 

deren Mittelpunkte' auf der Geraden ay — bz = 0 liegen. 

Forayth-’JiicobHhal, DGlen, S. 48, 672. 


(^ 2 »+« 2 » + Ol)*»'* + (^l»+®l® + ^)»'+^ 0»+«0 + < 50 =® 1503 

Durch die Legendresche Transformation A 4*20 wird aus der DGl 
{6a X + aa)* Z* F* + [2 (6a X + Ua) (c* - 6a Y) X^ + {b^X + a^)X 

+ 6oZ + ao]F + (6ar~Ca)'Z* + (Ci-6ir)Z + Co-6or==0. 

= a + O. 1*504 

Für r?(f) = y®, f = a:* entsteht eine Clairautsche DGÜ. Aus dieser 
erhalt man die Lösungen 

jf» = c|a^+p 4 i) *'*=***+r^- 

* — 2 »* »' + 2 * jf* — »* =s 0 

Für tt(aj) = y* entsteht die zerfallende DGl 

(tt' — 2 x) (a; — 4 1 « + 2 a;*) = 0; 

y* = a^ + < 7 , + 


1-505 
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C. 1. Difierentialgleicbangen erster Ordnung. 


1-506 ** (» 9*— 1) 9'* + 2 9* (9— x) 9' — 9* (*2 9— 1) 0 

—2 — 4 - 1 

Lösungen sind z. B. y = a:, x , x"-. Für u(x) — x y + 

v(x) = a: y + j + " entsteht 

3 — 2 + V w'2 = 0 . 

Diese DGl hat nach 1-401 die StammGl 

u{2u^ — 9v) ±2 {u^ — 3v)- ~ C 

oder 

3v^(2u^ +v) +2Cu(2u^-9v) -{-9 0^ = 0 . 

Nach Forsyth- Jacobsthal, DGlea, S. 800. 


1-507 {y^ — x^) if'2 + 2 a; y 1/' + y^ {y^ — a^) = 0 

Lösungen sind oltenbar y = i a. Für die allgemeine Behandlung 
löse man die Gl nach x auf: 

x = K±A)7^Ti; 

sodann wende man A4- 15 an. Man gelangt dabei zu der linearen DGl 

2p(f + l)^~ — y =-- ± a pä + 1 mit p{y) ^ y ' (*) . 

Für eine kinematische Einkleidung der Aufgabe und eine Diskussion des Ver- 
laufs der IKurven auf Grund der DGl selbst s. Ch. E, Wilder, Americ. Math. 
Monthly 38 (1931) 17-25. 


1-508 {y^ y'^ +2xy y'^y^^O 

Für y = xu(x) erhält man 

u' ^ 

-fl ^ ^ 

und hieraus 

— i y Sin (y -f C) sowie y — 0 . 
Forsyth-Jacohsthal, DGlen, S. 32, 670; dort etwas umständlichere Form. 


I -509 9 (ap2 — 1) — 6 CP 1^/ _ 4 — 0 

Für u(x) = y^ erhält man 

(x^ — 1) — 2 xuu' — 4: x^ = 0 . 

Diese Gl löse man nach u auf und behandle sie weiter nach A4-I5. Man 
erhält 


1 



368—517- Difierentialgleichnngen zweiten Grades in y'. 
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** (»V - 1) + 2 ® V - **) 9' - !f* (a:' - 1) = 0 

»?(f) = y^, i ^ entsteht 1-506 mit statt x, y. 


(o2 \ y^ + x'^—x^)y^ +0* ) y^ ■¥x^—y^=:(i 

Für X —r(t) cos t, y = r(t) sint entsteht 

r'2 =: f3 — „ 2 1.2 ^ 

und hieraus erhält man 

r cos^— ^ = a^. 


I- 5 IO 


I- 5 II 


[o (jf2 + a*2j 2 «« 3 j2j y'2 + 2 « y + a (y2 + 352^2 _ ^2 — q 

Die DGl kann in der Gestalt 

a {y'^ + 1) (** + 3^2)1 =(xy' — yf 
geschrieben werden. 1-515 ergibt nun die Kardioiden 
2 a f = 1 + sin (t + G) , 
wenn x = r cos t, y = r sint ist. 

Forsyth’J acohsthal, DGlen, S. 52, 674. 


1-512 


sin ^ + 2 5c y' cos^ y — sin 1/ cos^ i( = 0 1-513 

Für u(x) =tgy entsteht die Clairautsche DGl 1-464 mit u statt y. 


y'^ (a cos 2/ -f 5 ) = c cos + rf ; DGl mit getrennten Variabein. 

f/aco^U 
J \c cos y-i-(^l ^ 

Für die Reduktion des Integrals s. Denizot, Zeitschrift f. Math. Phys. 46 (1901) 
4Ti-479. 


1*514 


/ (®* +•'»2) (ij'2 + l)=:{xy’ — y)^ 

Für X = r cos (p, y — r sin cp, wo r und (p Funktionen einer Veränder- 
lichen t sein mögen, entsteht 

/(r2) (r'2 +r2<^'2) = r«(^'2, 


also für < = f 

Book, Diff. Equations, S. 134. 


1-515 
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C. I. Difierentialj^changen erster Ordnung. 


1516 (»« + y*)/j.p-^J(if^ + l) = (a5»'-!f)* 

Durch die bei 1*515 angegebene Transformation erhält man 

1-517 = (*»'-»)* 

Die D 61 kann nach dem Muster von 1*516 gelöst werden. 


518—541 Ditterentialgleichiiiigen dritten Grades in y'. 

1518 e)*(»— 5 )* 

Für u\{x) == (y — a) (y — b) geht die D 61 in 



über. Zu dieser D 61 s. 1*72. 

Inee, Diff. Equations, S. dl5f. 

1*519 (ajfS+by *f c)2 

Löst man nach y' auf, so erhält man eine D 61 mit getrennten Ver- 
änderlichen. Man kann auch u^{x) = a + b y + c setzen und erhält 
dann 

9 = (4 o + 6^ — 4 a c)/^ , 

also wiederum eine DGl mit getrennten Veränderlichen. Bei der Aus- 
führung der Integration tritt nun ein elliptisches Integral auf. 

/nee, Diff. Equations, S. 341. 

1-520 Jf=0 

Man löse nach y auf und wende A4-15 an. Man erhält die Parameter- 
daistellung 

x = C+|l* +log|ll, y = fi+t. 

1-521 + xy'—yssO; Clairautsche DGl. 

y = Cx + C* und y = 2|— (*<0). 



5 i 8^544‘ Diffeientialgleichniigen dritten Grade* ir y. 


385 


(at +B)ü'+ya:0 

IMe DGl kaim in der Form 

y = X y' + y' (6 — 

geschrieben werden und ist somit eine CSairantsche DGl. 

y = Cx + C(5-C«) und 27y* = 4(x + 5)». 


+*** 0. a + 0. 


Soweit — y'=|=0 ist, ist u(x) = -- eine eigentlich monotone 

Funktion von x, und x kann als Funktion von u dargestellt werden. Die 
DGl lautet dann für w =4= — 1 


Daher ist 


X 


a u 

tt* -f 1 ’ 


du ^ ^ ' du (tt* -)- 1)® 

Für die Lösungen ergeben sich die ParameterdarsteDungen 


a; = 


a u 


‘ + 1’ 


_ /I . a* 4tt* + l 
2^“^+ 6 


Andere Lösungen gibt es nicht. 

Forayth- Jacobsthal, DGlen, S. 61, 672f. 


y'®— 2|fSf'+»* = 0 

Man löse nach y auf und wende A 4* 15 an. Man bekommt die Para- 
meterdarstellungen 

x = c±3Vi-« + 2iog(iTVi-<). y = < (1 ± • 

Fick, DGlen, S. 27, 120f. 
y'»— aacj(»' + 2«»® = 0 

Durch Differentiation nach x und Elimination von y erhält man für 
p(x) = y' die zerfallende DGl 

(2 j/* — a .T p' + « P) (2 p — a a:*) = 0 . 

Der erste Faktor führt auf eine Clairautsche DGl. Man erhält schließlich 

y = |C(x-C)* sowie 

Forsyth-Jaeobithal, DGlen, S. 47 (für a = 1). 


1-522 


1*523 


1*524 


1*525 
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C. I. Differentitügleicjtiingen enter Ordnung. 


1'526 (9*+*^ +af*)if^ + (!f* 4 ?+jf*a!* + jfa!®)y'— a»^ssO 

Die DGl kann als zerfallende D 61 

{y' — »*) (»' - y*) (y' - a: y) = 0 

gesclirieben werden. Hieraus folgt 

y = ia:»+C, y = y = Cexp^. 

1527 a 5 »*!r — !f* = 0 

Man setze u(x) und differenziere nach x. Wird noch v(x) = 

gesetzt, BO ergibt sich die 61 

( 3 t;* — a;)t;' = 0 

und schließlich 

y = c« fl 1 . 4 *»y* = 27 , y = 0 . 

Forsch- JoMÖBthdl, DGlen, S. 61, 672. 

1*528 tf'*+ay'*+Ö9+o6a? = 0 

Man löse nach y oder x auf und wende A 415 an. Man erhält die Para- 
meterdarstellung 

26 « = — 3 t* + 2af— 2a*log(i+a)+6, b y = — ab x — — afi; 

außerdem ist y = — a « eine Lösung. 

Forsyth-Jacohsthatf DGlen, S. 64, 678. 

^•529 y'* + ® 9'* — y = 0 ; d’Alembertsche DGl. 

außerdem sind y = 0 und y = « + 1 Lösungen. 

Julia, Exercices d* Analyse III, S. 230—238. 

1-530 9^— »»'*+»* =0 

Han löse nach y auf und wende A4-I5 an. Man erhält 

1., , 1 
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31 8 — 544 ' Bifieientivlgkichungen dritten Grades in y'. 

»^ - (»* + » 9* + äe*) ^ + (aj »* 4- ** »* + 05» 9*) y' - 05» ^ SS 0 
Die D61 kann in der Gestalt 

(y'-**)(y'-a:y»)(y'-/) = 0 
geschrieben werden. Hieraus erhält man 

3y-*8 = C; x^y + 2 = Cy; Sxy^ + l = Cy^. 
Morrit-Broum, Difi. Eqnations, S. 63, 360. 


I-53I 


ay’^ +bf^ + cy' = y + d 

Mit A4*I7 (^) erhält man oie Parameterdarstellung 

a: = G + ^t*+ 26 < + clog|i|, y = afi bfi ct — d. 


1-532 


®9'® — 99'* + « = 0 1-533 

Die DGl läßt sich als Clairautsche DGl schreiben; 

und hat daher die Lösungen 

y = Cx+-^, if = 21ax^. 

4x9'» — 699^+39 — » = 0 1534 

Man löse nach y auf und wende A 4 -I 5 an. Man erhält 
x = C(2«»-l), 3y = C(4t»-l). 

8 x 9 '»— 1299 '» + 99=0 1-535 

Man löse nach x auf und wende A 4 -I 5 an. Man erhält 

- 3 

3 C y» = (x + C)* sowie y = 0 und y = ±-^x. 

Ince, Diff. Equations, S. 92. 

(x» — O») 9'» -t- Ö X (x» — o») 9'» 9' -H ö x = 0 1-536 

Die Gl läßt sich als zerfallende DGl 

(y'+6*)[y'' (x»-o») + i] = o 
schreiben. Hieraus erhält man 

y= — i 6 x»+C und y = i arc sin^ + C. 
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C. I. Dülerentialt^eicliimgeii enter Oidming. 


1*537 **»^--8a5*ir!f^*l*(3»9*+a6*)jf'—if*— 236*1^=0 

Die DOI läßt sich in der Gestalt 

{« y' — y)* == (2 y — a? y') 

schreiben. Für y = xu(z) erhält man die dairautsche DGl 

u = xu' 


1538 2(apy'+y)*— »sf'ssO 

Man setze u{x) = xy, löse die entstehende Gl nach u auf und setze 
v{x) = ar«'; man erhält 


(I) 




Durch Differentiation nach x ergibt sich 

.2v . , 1- 12t; , 

also 

( 2 ) f;(|/l_8i;-l)exp3yi-8» = C'**(yi-8« + 1 ). 

(l) und (2) sind die Lösungen in Parameterdarstellnng. 
Fonyfk-Jaeobtikal, BGlen, S. 54 , 678 . 


1*539 sinae— (y sin eos^ (y sos* ar + sin«) y' -fy sin «sO 
Das ist eine zerfallende DGl 

(y'—y) (y' — sin *) (y' sin a: + 1) = 0 

mit den Lösungen 


y = (7e*, y = C — axx, y = log 
Monis-Brown, DiS. Equations, S. 77, 364. 


ctgi 


+ C. 


1*540 2yy^— yy'*-i-2afy'— 35=0 

Die DGl läßt tdch als zerfallende DGl 

(2y'-l) (yy'* + x) = 0 
schreiben. Man erhält daher 

y = |x + G, |yI^±|*|* = C mit xy<0. 
Forsyth-Jacobsthal, DGlen, 8 . 32 , 670 . 
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!r*!f'*+2apjf' — jfssO 

Man löse nach x auf, setze u(y) = ^ und differenziere nach y. Man 
erhält ^ 


I-54I 


(yu* — tt) (2 y + tt*) = 0 

und hieraus schließlich 

y* = 2Cx+C» sowie 32x3 + 272^ = 0. 
Forsyth-JoMbsihal, DGlen, S. 34, 671. 


16 »V® + 2 »»' — » = 0 1542 

Für u{x) = ^ erhält man die Clairautsche DGl 
u = xu' + 2 

und aus dieser 

y* = C X + 2 C® una 27 y* + 2 = 0. 


« ® (aj2 + 1 ) y' — ap2 y SS 0 

Für ?;(f) = y2, f = erhält man eine Clairautsche DGl und aus dieser 
= y* = **‘++i 

sowie 


y* 


= Cx* + 


c 

c^ + r 


1-543 


Jf’y*»'’— (3**9®— a5<y*=0 1544 

Für 7j (f ) = y 3 , { = x® erhält man eine Clairautsche DGl und aus dieser 
y* = C® X* + C* und 3 X* y = |/ 4 . 

545—576. Dilferentialgleichiingen allgemeinerer Art. 

y'4 SS (y a) 3 ( _ 5)2 I «5^5 

Für y — a = w 3 (x) erhält man 

4 tt '2 = + 14 (it* + a — 6) . 

.Zu dieser DGl s. 172. 

Ince, Diff. Equations, S. 816. 
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C. I. Differentialj^icliimgen enter Ordnung. 


1-546 y'«+3(a:-l)9«_3(2»-l)»'+3«=0 

Löst man nach y auf, so erhält man eine d’Alembertsche D61. 


1-547 »'‘-4»(a5y'-2tf)*ss0 

Löst man nach x auf und diSerenziert man nach x, so erhält man 
(2yy"-y'*) (y«-4y^) = 0 

und hieraus 

y =^C^(x — C)^ sowie 16 y = x*. 

Forsyth-Jacohsthal, DGlen, S. 48. 

1-548 9 '® = (y— o)*(y— 6 )* 

Für y — a = it*(x) erhält man 

= +a-6. 

Zu dieser DGl s. 172. 

IncBf Diü. Equations, S. 316. 

1-549 sP*(9'* + l)® = o* 

Man löse nach x auf und wende A4* 15 an. Man erhält die Parameter- 
darstellung 

x = aT, y==C — afiT mit 2’ = (<* + l)~-^ 


1-550 y'' = at^ + bx'-’ 

Für u{x) = y^~^ entsteht die homogene DGl 


rt 



Euler 1, S. 461 f. Boole^.'Diü, EquatiouB, S. 135. 


1-551 y'" =r(*) (y“«r^ (y- 6 )"-' 

Wird u{x) durch w* = eingeführt, so ergibt sich leicht 


y-a 
y- h 




Ince, Diff. Equations, S. 315. 
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Löst man nach y' auf, so hat man eine DGl mit getrennten Variabein. 
Oder, was auf dasselbe hinausläuft, man nimmt bei geeigneten Funk- 
tionen f(x) die Transformation 

y{x) f = Jf«dx 

vor und erhält dann die DGl 


ay'”" +by'” = y, Typus A (a). 

Für m = 1 = 1 , n 4= 1 erhält man die Parameterdarstellung 

x = + y = ar + bt\ 

' w — 1 n — 1 ^ ' 


1-553 


— njpi/'+t/ = 0 

Differenziei*t man nach x, so erhält man im p(x) = y' die DGl 
\nxp' +(n-])p] _ 1 ) =0 

und hieraus 

j_ j_ 

y C sowie y = (n— 1 ) a;w-i . 

J, Rose, Mathesis 44 (1930) 33—36. 


1-554 


y ^/2 ^ I 4 » t/' ^ = 0 ; Clairautsche DGl. ^*555 

Für die’ nichtlineare Lösung erhält man die Parameterdarstellung 

x=--t(t^ + irK y = (t* + l)-i, 

d. h. den Halbkreis y = + 1 — a:*, da hier x t < 0 ist. 

Kämke, DGlen, S. 107. 


y 4. 1 +y^0; d’Alembertsche DGl. 

_ V <* + i - log (* + F ^ « = X t* — Vt* 4- 1 

X (« _ 1)! ■ ^ r -r • 

Fick, DGlen, S. 32, 123. 


1-556 



392 


C. I. Difietentialgkicliiingen enter Ordnung. 


1-557 + 

Setzt man y ~ x u{x), eo erhät man 

2ztttt'+tt* + l = 0 

nnd hieraus 

y = + l/Cx—3^. 

1-558 o« Vs^ + 1 +»y'— ysO 

Man differenziere nach x und führe t = 2 ^ als unabhängige Veränder- 
liche ein. Man erhält 


adx __ at-h ^^* + 1 


also für die Lösungen die Parameterdarstellung 

*• (<* + 1)^" (« + f'<* + 1 ) = e, y = xt + ax [^<* + 1 . 


1-559 sr + l — 0 !f!f — a*s=0 

Man löse nach y auf, differenziere nach x und eliminiere x mit Hilfe 
der gegebenen 61. Man erhält 


d* 


und hieraus 

y = sgn (o C) sowie y 1 — ^ = a x für |a| < 1 . 

Forsyih-Jaccbsthal, DGlen, S. 35, 671. 


1.560 0|fyy'*+l: 

Für u(x ) : 

also 


:2a5Sfy' — »*+05* 

X *4*- 1/^ 

-l , v(a;) = — erhält man aus der DGl 






Hieraus folgt weiter, daß alle Lösungen den Gien 

cfi[x + C{3fi + y*)]* = (x* + y*)* — a* y* 

oder 

** + y*- ±«y 

genügen. Ob jede Lösung der einen oder anderem 61 auch die gegebene 
DGl erfüllt, bleibt im Einzelfall noch nachzuprüfen. 

«/. E, Wrightf Bulletin Americ. Math. Soc. 11 (1905) 180—182. 
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+ l i- 56 i 

Für X = r{t) ooBtt y = r{i) sin t ergibt sich 

£= r /(^) 

ForsyÜh-Jaeobäihal, DGlen, S. 674. 

« 1^!^ +1 + 6a5jf' — jfssO; d’Alembertsche DGL 1*562 

Für 6 4 = 1 erhält man die Parameterdarstellung der Lösungen 

Ar /• Ai A 1 

I 

y = 6x(+a f l +fi. 

Außerdem ist y = a eine Lösung. Ist 6 == 1, so liegt eine Clairautsche DGI 
A 4 *i 8 vor. 

For8yih-Ja4xhs(hal, DGlen, S. 35, 671. 

logy^+xy'-l-ajf +6 = 0 

Ist a 4 = 0 und 4 = — li so löse man die Gl nach y auf und wende A 4*15 (a) 
an. Man erhält die Parameterdarstellung 

1 L_ 1 

x=^- + Ct «+i, y = — -(xt + logt + b). 

dl d 

Für a = — 1 liegt eine Clairautsche DGI vor; sie hat die Lösungen 

y = Ga; + logC' + 6 und y = log -i| + 6 — 1 (a: < 0) . 

Für a = 0 löse man die Gl nach x auf und wende A 4*17 (b) an. Man erhält 
die Parameterdarstellung 

X = -!2SjLiJ. y = (7 + ( 6 -l)log« + ^(log«)*. 

log y' + a (o? y' — y) = 0 ; Clairautsche DGL 

y=iCx + ^logC und a y 4 - 1 +log (— aa;) = 0 . 


1563 


1-564 


»logy'+y'—ylogtf— *9=0 1-565 

Man löse nach x auf und wende A 4 15 (b) an. Man erhilt die Parameter- 
darstellung 

* = logj + y' lo«» — ^7-7 = ^- 

Morris-hrownf Diff. Equations, Sw 66, 361. 
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C. I. Diffwentialgleichungen erster Ordnung. 


1-566 siay' +y'szx, Typus A 4-17 (b). 

x = i + sin y = 2 -f t sin t ^ ^ 

1-567 acosy' +öy' +« = 0 

Man löse nach x auf* und wende A^^iy (b) an. Man erhält die Para- 
meterdarstellung 

X == -- a cos t — bt , y ^ C — at cos t + a sin t ^ . 

1.568 y'^ sin y' = K ; Typus A 4.17 (a). 

y ^ fisint , X = t sin t — cos t C , 

1*569 (y^ + 1) 9' - !() = 1 

Das ist eine Clairautsche DGl 


y = a:y'±arcsin-==. 


mit den Lösungen 


y = C a: + arc sin - und x ^ » y = a? ^ + arc ctg L 

yc^ -f 1 /* -f 1 ’ ^ ® 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 77, 364. 


1-570 (y'^ + 1) (arctgy'+aa?) +y' = 0, a 4= 0. 

Man löse nach x auf und wende A 4-15 an. Man erhält für die Lö- 
sungen die Parameterdarstellungen 


1.571 aa?V(y') +® 9 ' — 9 = 0 

Durch Differentiation nach x ergibt sich für p(x) = y' die DGl 
a n ^ ^” /'(?>) p' + a; p' = 0 , 

also, wenn p als unabhängige Veränderliche eingeführt \vird, die Bemoul- 


lische DGl 




dp * nf(p) ^ anf(p) 

D. S. Mitrinovitch, Acad. »Serbe 1 (1933) 113 f. 
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+**(»') =0 1572 

Durch die Legendresche Transformation 

y'(a;)=X, a: = r'(J), y(x) = Xr(X)^ Y(X) 
entsteht (vgl. A 4- 20) die BemouUische D61 

[X g(X) + h(X)] r - g(X) Y +f(X) ^ = 0 . 

D, 8, Mitrinovitch, Acad. Serbe 2 (1935) 62.. 


/(*»'*) +2«»'— yssO 

I'576 liefert die Lösungen [y— /(C)]* = iC x. 

Durch Differentiation entsteht 

(1 — By’y") -/' |ar- 1 = 0. 

Daher ist 

und evtl. 

y = <® 4-/|*- I«*), 


1-573 


1-574 


»'/(«Jf»'— ^-575 

Lösungen sind, wie leicht nachzurechnen ist, 

(y^+C)f(C)=CxK 

Ob man aus diesen Gien alle Lösungen erhält, ist im Einzelfall noch nach- 
zuprüfen. 

Forsyth-Jaedbsthalf DGlen, S. 51, 673. 


* U ». y>y')> 9 (*. ». y)] = 0 1-576 

Sind a und b zwei Zahlen, für die 0 (a, 6) = 0 ist, und entsteht durch 
Elimination von y* aus den Gien 

eine differenzierbc^ Funktion y = y(x), die diese beiden Gien erfüllt, 
so ist y (a?) offenbar eine Lösung der DGl 0 = 0. 



2. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

DGlen mit Wurzelfunktionen: 6i, 62, 142, 263, 276. 

DGlen mit Exponentialfunktionen: 7, 17—20, 33, 34, 49, 51, 61, 63, 90, 99» 100, 
109, 156, 158» 283, 344. 

DGlen mit Logarithmus-Funktionen: 127, 156, 174, 183, 279, 283, 286, 308. 412, 

413- 

DGlen mit hyperbolischen Funktionen: 21, 64, 65, 414, 415. 

DGlen mit trigonometrischen Funktionen: 3—5, 8, 22—25, 66—71, 88, 91, 175, 
177, 178, 217, 218, 416-438. 

DGlen mit elliptischen Funktionen: 26—28, 72—74, 439—441. 

DGlen mit willk&rlichen Funktionen 29, 30—32, 36, 38, 75—85, 128, 163, 180, 
205, 219-221, 236, 278, 303, 442—445. 


2*1 




1—90. a y" + • • • . 


»" = 0 

y = Ci +C 2 X, Eine Grundlösung ist ^| «— • ( [. Daher ist die Green- 
sche Funktion Pix^i) jeder homogenen Randwertaufgabe von der Gestalt 

r{a:, f) = Ci{f) + * C, (f) + i 1*- f I , 


wofern eine Greensche Funktion existiert, d. h. wofern die Randwert- 
aufgabe nur die Lösung ^ = 0 besitzt. 

Für die Sturmschen Randbedingungen 

ay(o) +/Sy'(a) = 0, yy(b) +di^(b) ^ 0 
ist 




für x^i; 


für x^i hat man in dem Bruch x mit f zu vertauschen (Mason, Rand- 
wertaufgaben, S. 19). 

Für die Randbedingungen y'(a) =0, y'(6) = 0 gibt es keine Greensche 
Funktion, da y = (7 eine eigentliche Lösung der Randwertaufgabe ist. 

Für ay(a) +/?y(6) = 0, y y'(a) + ö y'(6) = 0 

ist, wofern es eine Greensche Funktion gibt, 


r (x, i) = 


ß{y + 6) ^-6 {aL-\-ß)x + aoiö-hßy 
y{aL’\-ß)z — a.{y-\-b)(-\-aaLd — bßy 


für X ^ , 
für x^S, 
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1-90. «/'+•••. 

Für die Randbedingungen der Periodizit&t 

y(a) = y(h ) , y'(o) = ^(h) 

ist y = C eine eigentliche Lösung. Daher gibt es keine Greensehe Funktion 
im eigentlichen Sinne. Eine verallgemeinerte Greensehe Funktion ist 
(vgl. Hilbert, IGlen, 8. 46) 


>"+»=» 

y = Ol COS a? + ©2 sin a?. Eine Grundlösung ist ~ sin 1«— f [. 


2*2 




2-3 


y== 


S^o 


für n* 4= 1 , 


n* — 1 

yo ^ ~ a; cos a: für n = ± 1 


mit yo = Ci cos 2 + Cj sin 2 = sin (2 — B) . 

Forsyih-Jacobslhal, DGlen, S. 81, 628. 


y^' •^yszaeoHbx 

oosÖ2 + CiSin2 + (72COS2 für6*4=l» 

|iox + Cijsinir + C, 


y = 


, cosx 


für 6 :i: 1 


2-4 


y" +yasBina«Binb2r 2.^ 

Die rechte Seite der DGl ist ^ R — e^*"^***]. Daher findet 

man mit A 22*2 

y = 2 - 2 (o - t? ~ 2 - 2 (« + ^ 

für |a +6| 4= 1 und |a — 6| 4= 1; ^ |a-- 6| = 1 ist der erste, % 

|a^ 4 6| = 1 der zweite Bruch durch •| 2 sin 2 zu ersetzen. 

Foraylh’JiicobHhdl, DQkn, S. 88, 686. 
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C. 2 . Lineare Difieimtialgleiehiingen nröiter Ordnung. 


2-6 

y = Ci e* + Cj e“* = C? ffoj X + C^Sin a: . 

Eine Grundlösung ist ^ Sin | x — { |. Daher ist die Greensohe Funktion 
jeder linearen Randwertaufgabe von der Gestalt 

r(x, f) = CiiS) e* + C,(i) e-* + i Sin |x - f I , 

wofern eine Greensche Funktion existiert, d. h. wofern die homogene Rand- 
wertaufgabe nur die I^ösung ^ ^ 0 hat. Z. B. ist für Randbedingungen 
y'(a) = y'(6i = 0: 

und bei den Randbedingungen y{a) = y(6), y' (a) = /(&): 




2 (e«-e^) 


für x < f . 


Da beide Randwertaufgaben selbstadjungiert sind, erhält man in beiden 
Fällen F {x, () für a; > f , indem man in den obigen Ausdrücken x mit ( 
vertauscht. 


2*7 if"— 2 jf = 4a?expa?* 

y = exp x^ +Ci exp x ]/ 2 + Cg ^ I ^ • 
Forsyth-Jacobsihal, DGlen, 8. 84, 684. 


2-8 y" 4-a*y = ctgaa5 

I « I Bin Qf X m 

y = Ci cos a a; -4- Cg sin a a; -| — — log 
Morris- BrotoUi Diff. Equations, S. 121, 367. 


1 — cos a X 

Binax 


2-9 y"+Xy = 0 


C,<Eo{x ^Al +Gg Sinxy |A| 
Ci+C^x 

cos X /X + C 2 sin X n 


f ür A < 0 , 
f ür A = 0 , 
für A > 0 . 


Eigenwertaufgaben: Für die Eigenwerte und Eigenfunktionen der 
homogenen Eigenwertaufgabe dritter Art findet man Näherungswerte 
in B 9*2 (a^). In einzelnen Fällen lassen sich die Eigenwerte und Eigen- 
funktionen leicht explizit angeben. 
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(a) y(o) = y(f) = 0: 

Eigenwerte = (» = 1,2,3,...), 

Eigenfunktionen (normiert) (p^{x] = 

(b) Y(a) = 2^(6) = 0: 


An = (» = 0 , 1 , 2 , . . .) , 


1 1 / 2 

’ Yb^ ’ M - <» 


Yb^’ r 6-0 6-0 

(c) y'(o) = a y{a), /(ö) = a y(6) (a + 0) : 


für n ä 1 (normiert). 


, x — a.h — a. X— a 

An Wie bei (a), = cos nn^ h a smn^r r . 

^ \/»rn b — a nn h — a 


(d) y(a) = y(6), y'fo) = 2^(6): 

9’" +C,sinx.yÄj| (» = 0, 1, 2, . . .) . 

Bis auf A# sind die Eigenwerte zweifache. 


(e) y{b) = — y(a), y'(b) = — y'(o) 

= 9’» = <?iCOßx)^+C2 8inx I^'A, (»=1,2,3,...). 

Die Eigenwerte sind doppelte. 


2*9 


(f) y(ö) = yH y'(a) = - 2^(6): 

Die Eigenwertaufgabe ist weder selbstadjungiert noch regulär. Jedes X 
ist Eigenwert, und zwar einfacher. Die Eigenfunktionen sind 

«“---4“) fürA=Ä:^, 

für A = 0 , 

X — für A = — . 

(g) cy(0)=:y(7t), y'(O) =cy'(jr) {c=#0, ± 1): 

Alle Eigenwerte sind positiv und werden aus 

cosjr yÄ = 

erhalten. Die normierten Eigenfunktionen sind 

tPzn = COS [(2 » + p) X + a] (» = 0, 1, 2, . . .) . 

• P2n-1 = yi^ cos [(2 » — p) X — «] (» = 1, 2, 3, . . .) , 

wo a durch 

■ = Bina=-^^8gn(l-c), 
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C. 2. Lineare Differentialgleiohmigen zweiter Ordnung. 


und p durch 

2« A ^ ^ i 

o<»p» = jrqri> 0<j><l 

bestimmt ist. 

A. p. Zaanen, Nieuw Arohief Wiek. 20 (1940) 24u~248. 

(h) Randbedingung: y(z) beschrankt für |a?|->oo. Das Spektrum 
ist kontinuierlich, jeder positive Eigenwert ist doppelt, die Eigenfunk- 
tionen sind 

C^cosa? n+c, sinx für 0. 

(i) Ist die DGl 

y"-o*y = 0, a>ö 

mit den Randbedingungen „y(a:) beschrankt für — oo< a? < + oo“ ge- 
geben, so ist die Greensche Funktion 

(*,f) = — ^ exp (— o |a:- f I) . 

2-10 jf"4.(asc+b)ys0, 04=0. 

Für t](i) = y(x), f = o * + 6 entsteht 

Für die Lösung dieser DGl s. 2-14 und 2-162 (10). 

2-II s"—(af* + 1)^=0 

y = e***(Ci+( 7 ,/e-*‘(fct). 

Für die Randbedingungen „p{z) -► 0 für |a;| -> cx>“ ist die Greensche 
Funktion 

— -L/(— oo,*)/(f,oo) exp|-(a:* +{*) für 

r{x,S) = '* 

--^/(*,oo)/(— oo,f)ext)i(ir»+f*) für 
yyn * 

t 

mit I («, v) — j dt. 

U 

2-12 jf"--(a5*+o)|fÄ0 

Sonderfidl der konfluenten hypergeometrischen DGl 2-273 (ll), Nor< 
malform von 2-46. Für y(x) = rjdy, f == x y 2 entsteht die Webersche 
DGl 2-87 

irf' = (S* + 2a)rj, 
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und für u{x) = y exp y die DGl 2-46 

tt" — 2 a: tt' — (o + 1) u = 0 . 

Zu der DGl 

y" — {®* + 1) y + A y = 0 
mit den Randbedingungen 

y -> 0 für j X I -> 00 

gehören die Eigenwerte 1, = 2 n + 2 {» = 0, 1, 2, . . .) und die normierten 
Eigenfunktionen 

9J„(x) = (2•n!^^)•*e-i*•i^,(x), 

WO die die Hermiteschen Polynome (s. 2*46) sind. 

Für die Greensche Funktion der obigen Eigenwertaufgabe s. 2*1 1. 
Courant-Hilhert, Methoden math. Physik I, S. 324. 


•¥a)ysiO 

y==e*‘'*‘[C, + C,/e-*‘dx]. 


213 


y"sscx*y 


Lit.: A, Cayley, Philos. Magazine 36 (1868) 348—351. F, laeli, Die Kiccatische 
DGl, Diss. Bern 1909. Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 201Ü., 271ff. Watson, Bossel 
functions, S. 88 — 90. B. Lobatio, Journal für Math. 17 (1837) 365 — 371. 

Die DOl hängt eng zusammen mit der speziellen Biccatischen DGl 
A4-8 und der Besselschen DGl 2-162. Verwandte DGlen sind auch 2-60, 
2*105. 

Durch die Transformation y{x) = xrjiO, ( = ~ geht die DGl über in 

= cf “* fj . 

Für a = — ■ 2 liegt, eine Eulersche DGl vor; ihre Lösungen sind 


Cj + G2 für 4 c + 1 > 0 , 

y=^\C^^x + C^fxlogx für 4c + 1 = 0, 

y « cos (ß log 2) + Cj y a? sin (« log ä) für 4 c + 1< 0 ; 

dabei ist 2 s = y|4c + 1| . 

Für a #= — 2 setze man g = ^ a + 1 und weiter (die oberen Vor- 
zeichen beziehen sich auf die a,, die unteren auf b,\ leere Produkte be- 
deuten 1) 

_ . r^(2k~l)g^l 




2-14 


für y = 0, 1, 2, ..., 
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C. 2. Lineare DiUlerentialgleichimgen zweiter Ordnung. 


2*14 wenn ± - keine natürliche Zahl ist; 


üpi bp — 


0 f ür V > n , 

wenn == 2 n + 1 «ine natürliche ungerade Zahl ist; 

0 für V < 2 n , 


bp = 


11 Ic \ 

i-2n+l * » ^ 


für V ^ 2 n , 


1 Vc 

wenn ib - = 2 n eine natürliche gerade Zahl ist; schließlich mit X = — ^ 


Dann sind 


Ul = , C7* = 6-^ t/g , 

Fj=e-^F,, 


Lösungen der DGl (Lösung von Cayley). Ist ^ = 2 n + 1 , so sind 
{7* ^C 2 V\ alle Lösungen, und die Reihen^ Uj, brechen ab; ist 
1 = — (2 n + 1), so sind F* + F* alle Lösungen, und die Reihen Fj, 

Fg brechen ab. Liegt der erste Fall nicht vor, so ist = liegt der 
zweite Fall nicht vor, so ist F* = F* ; dann sind U* + Cg Vt alle 
Lösungen. 

Ist - = 2 n + 1 und n eine ganze Zahl, so geht die DGl durch 
y(x) ==ty(|)^", = 3? in den Typus 2-153 über, und man erhält (vgl. 

Forsyth- Jacobsthal, S. 205, 738) mit D == ^ 


y X D)"^^ exp + Gg exp a:^j j für n > 0 , 

y = (a:^“^* D)“" j^Gi exp a:^| + Ggexp für w < 0 . 


Da die DGl von der Gestalt 2*162 (10) ist, können die Lösungen auch 
durch die Besselschen Funktionen unmittelbar angegeben werden. Das 
ist wichtig, da die Besselschen Funktionen genau untersucht und tabuliert 
sind. 

Für die Darstellung der Lösungen durch Integrale, die von einem 
Parameter abhängen, s. Forayth- Jacobsthal, S. 271ff. 
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Liegt die Eigenwertaufgabe 

y"+Xx*y^Q 

mit den Randbedingungen 

y(a) = y(b) = 0 (a^ 0, 6 > 0) 

vor, so gibt es zu dieser unendlich viele Eigenwerte; diese nähern sich 
im allgemeinen asymptotisch zwei geraden Linien der komplexen A-Ebene. 
Die Eigenwerte und Eigenfunktionen lassen sich mittels der Besselschen 
Funktionen asymptotisch abschätzen. Ferner gibt es einen Satz über die 
Entwicklung willkürlich gegebener Funktionen nach den Eigenfunktionen* 
Für Einzelheiten s. R, E. Langer ^ Transactions Americ. Math. Soc. 31 
( 1929 ) 1 - 24 . 

Für die DGl 

mit den Randbedingungen y (a) = y (a + 1) = 0 (a > 0) ist die Greensche 
Funktion 

für für erhält man sie durch Vertauschung von x und f. 

0 . üaai, Giornale Mat. 63 ( 1925 ) 86. 


= — l)y 215 

Für a » *"■* > 1 erhält man mit Hilfe der Laplace-Transformation 

-1 00 

y = +C^j e-^' (< - 1)"" {t •+ 1)"*' dt 
-1 1 
mit 

<1 a w + 2 x^-n 

^ = ’ ^=“ 21 ^+ 2 ' ^ = 

A. C. Banerji ~ F. L. Bhatnagar, Proc. Acad. Allahabad 8 (1938) 85—87. 


jf" + (aa?“'' +0 05 *'“') y = 0 s. 2-273 (12). 

2-i6 

1^" + (e“"* — i/ = 0 s. 2-162 (23). 

2-17 

jf"+ae**if=0 8. auch 2-162 (23). 

218 


Für y(x) f ==exp6a: entsteht die DGI.2104 
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C. 2. lineare Difieiential^eichmigen zweiter Ordnung. 


219 »" = (4o*b*x*e*»**-l)» 

Mit Hilfe der Laplace-Transformation erhält man die Lösungen 
y = I e-*‘ (t - 1)”-' (i + *; 


dabei ist 


: ajß' 




V 


l-2b2* 




.-bl» 


ibs* ^ ^ 8a6 *x*’ 

und die Integrationsgrei^en sind so zu wählen, daß an diesen der mit 
1 multiplizierte Integrand verschwindet. 

A, C. Bauer ji — P. L, Bhatnagar, Proc, Aoad. Allahabad 8 (1938) 87—91. 


2*20 y" + (a + 5 e* + c) y = 0 

Die DGl ist eine Hillsche DGl 2-30 mit imaginärer Periode 27 ii; 
für tf{x) =?;(f), S = ix ergibt sich 2-30 mit reeller Periode 2 :jr. Für 
y = S=e^ entsteht die DGl 2154 

+ + + c + j)»? = 0. 

Vgl auch 2 273 (14). 


2-21 y" + (a (tof 2 a; + 5 ) y = 0 

Für y(x) = ^ = ix entsteht der Typus 2*22. Vgl. auch 2*268 

und 2*348. 


2*22 + (<> COS 2 X 4*b) y = 0 ; MathieusQhe DGl oder DGl des elliptischen 

Zylinders. 

Lit. : Humbertf Fonctions de Lam^. Whittaker- Watson, Modern Analysis, Kap.l9. 
Strutt, Lamösche Funktionen. Jahnke^Emde, Funktionentafeln, 3. Aufl., Si 283ff 
Vgl. auch A 18-7. Zur Konstruktion eines mechanischen Modells (Schwingers), mit 
dessen Hilfe man die IKurven homogener und unhomogener Mathieuscher DGlen 
aufzeichnen kann, s. H, Neusinger, Akustische Zeitschrift 5 (1940) 11—26. An 
neuerer Literatur sei noch genannt: Nielsen, Physical Review (2) 40 (1932) 446 
bis 456. Tellef -Weigert, Nachrichten Göttingen 1932, S. 218 — 231. Pitzer, Joum. 
Chem. Phys. 5 (1937) 468, 473. Crawford, ebenda 8 (1940) 273. Wilson, Chcm. 
R4v.*27 (1940) 31 und Appendix II, Tab. 3. Brainer-Weygandt, Philos. Magazine 
(7) so (1940) 468. 

Die DGl kann auch in der Gestalt 

y" + (2 a cos* a? + 6— -a)y = 0 

geschrieben werden und geht daher durch die Transformation rji^) = y(x), 
f = 5 = cos* X über in die DGl 

d. h. in den Typus 2*268. Durch 2*268 ist daher auch schon eine Methode 
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zur Lösung der hier betrachteten Mathieuschen DGl gegeben. Für andere 
Gestalten der Mathieuschen DGl s. ebenfalls 2*268. 

Die DGl, die weiterhin mit der Bezeichnung 

(1) y" + (a cos 2 a; + A) y 0 

geschrieben wird, ist auch ein Sonderfall der Hillschen DGl 2*30, wobei 
zu beachten ist, daß der Koeffizient von y hier allerdings die Periode n 
statt 2 ji hat. Die für die Hillsche DGl angegebenen Fragestellungen und 
Begriffsbildungen spielen auch bei den Anwendungen der Mathieuschen 
DGl eine wichtige Rolle. Insbesondere entnimmt man aus 2*30, daß es 
zu gegebenen Zahlen a, A eine Lösung y(x) und einen charakteristischen 
Exponenten // gibt, so daß 

(2) y(x -\-n) y(x) 

ist« 

Ist y^(x) eine Lösung von (i) mit den Anfangswerten ^^( 0 ) = !, 
yj ( 0 ) == 0 , so ist nach A 18*7 der charakteristische Exponent fi durch die Gl 

( 3 ) ^o\lnix = yi(n) 

bestimmt. Da y^ (x) nach einem der Näherungsverfahren von § 8 mit be- 
liebiger Genauigkeit berechnet werden kann, kann auf diesem Wege 
ebenfalls mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden. 

Eine andere Methode ist folgende. Um eine Lösung von (i) mit der 
Eigenschaft (2) zu erhalten, geht man mit dem Ansatz 

+00 

*--<» 

in die Gl (l) hinein. Man erhält dann ein System von unendlich vielen 
linearen homogenen Gien für die cjf Damit diese eine nichttriviale Lösung 
haben, muß der charakteristische Exponent fi so gewählt werden, daß 

Co|.T/< = 1 +2J(0)8in*|fÄ 
ist: dabei ist J(0) die Hillsche Determinante 



a 

0 

• 

0 

0 ... 


A-4 





. 1 

a 


0 

0 ... 


X- 
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a 

1 


a 

0 ... 
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* 0 

a 


i 

a 


A- 

1 

A~ 1 


. 0 

n 


a 

- 1 ... 


V 

. 

A- 

4 ^ 


2*22 


J(0) = 
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C. 2. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


•22 Für kleines a kann fi n&herungsweise ans 

€o\7i/^ = 1 + 2 8in*^ l' A + 4 +0{a*) 

berechnet werden. 

Für die Berechnung von /i vgL weiter 8trutU S. 2öff.; «/. H. McDonald, Trane- 
actione Americ. Math. Soc. 29 (1927) 647—682; bei rein imaginärem a: H. P, Mul- 
hotland — S, QoldsUin, Philoe. Magazine (7) 8 (1929) 834—840. E. Mettler^). 

Mit Hilfe der oben eingeführten Funktion Piix) und der durch (3) 
bestimmten Zahl erhält man folgende Übersicht über die Gesamtheit 
der Lösungen der DGl (l)^): 

(a) y^(n)>l: y (p^(x) + (p^{x), 

, 9P2 sind periodisch mit der Periode n. 

(b) yi(7r) < — 1 : ^ = p + I mit reellem p, 

y = Cj e*»* <pi(x) + Cg ip,(x;) , 

9?i, 9?2 periodisch mit der Periode 2:7t. 

(c) I (tt) I < 1 : // = rein imaginär, cos 2 :7t y = (:7t), 

y = {pi cos V a: + sin v x) (pi(x) + (Gg cos v x — sin v x) (p^ix ) , 
periodisch mit der Periode n. 

(d) yi(n) = J;: 1: y besteht aus der Summe einer periodischen Funk- 
tion und einer mit x multiplizierten periodischen Funktion. 

Für Untersuchungen über Stabilität (K/^ < 0) und Instabilität (K/i ^ 0) der 
Lösung y(a;) in ( 2 ) 8. Strutt, a. a. O. sowie B. van der Pol — M. J, O. Strutt, Philos. 

Magazine (7) 5 (1928) 18—38; dort wird auch die DGl (i) mit cos 2 a;— icos 3 x 

1 ^ 

-|- — cos b X h • • ' statt cos 2 x behandelt. 

Eingehend untersucht sind die für gewisse Werte a, k [solche k heißen 
Eigenurerte^)] vorhandenen periodischen Lösungen der DGl, vor allem 
die Lösungen mit der Periode 2 7 t, Diese letzteren heißen Molhieusche Funk- 
tionen erster Art^)\ bei gegebenem a können sie nur für — a vor- 

^) E, M eitler, Biegeschwingungen eines Stabes unter pulsierender Achsiallast, 
Mitteilungen Gutehoffnungshütte 8 (1940), Heft 1, S. 4. 

*) Für ihre Berechnung s, bei reellem a: Ince: Proceedings Edinburgh 45 (1926) 
20—29, 316—322; 47 (1927) 294—301. Bei rein imaginärem a: MulhoUand-Oold- 
stein, a. a. O. Für Abschätzungen der Eigenwerte der DGl 

y" -f 2 t V y' -I- (A — V* + a cos 2 ») y = 0 
s. D. H. Weinstein, Philos. Magazine (7) 20 (1936) 288—294. 

*) Zur Verteilung ihrer Nullstellen s. E.Hiüe, Proceedings London Math, Soc. 23 
(1926) 186-237. 
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kommen. Gibt es zu einem Zahlenpaar a, A eine solche Funktion, so sind 
die von dieser linear unabhängigen Lösungen der DGl keine Mathieuschen 
Funktionen erster Art^) (außer für A = a = 0); diese Lösungen heißen 
Uaihiemche Funktionen zweiter Art^). Ersetzt man in den Mathieuschen 
Funktionen x durch i x, so erhält man die sogenannten zugeordneten 
Mathieuschen Funktionen erster und zweiter Art; sie erfüllen die DGl 


— (aiTof 2 X + A) y = 0. 

Unter zugeordneten Mathieuschen Funktionen dritter Art versteht man 
solche linearen Kombinationen von Funktionen erster und zweiter Art, 
daß sie, von einem konstanten Faktor abgesehen, für x oo a 83 an- 
ptotisch in .. 




expl 


Übergehen. 

Die Mathieuschen Funktionen erster Art haben Fourier- Ent Wicklungen 
von der Gestalt 


<X) 

C'„ (*, a) = cos (2 OT + 1) a: 

m=*ü 

oo 

C„ (x, a) = JJ A„ 2 m cos 2 TO a; 

oo 

S„ (X, a) = ™ (2 TO + 1) a; 

OO 

{x, a) sin 2 TO a: 

//«*l 


(n = 1, 3, 5, . . .), 
(w = 0, 2, 4,...), 
(n = l,3, 5,...), 
(n = 2, 4, 6, . .). 


Dabei ist bei gegebenem a die gerade Funktion, die eine zum kleinsten 
ganzperiodischen Eigenwert gehörige Lösung von (l) ist; die zum 

kleinsten halbperiodisohen Eigenwert gehörige gerade [ungerade] Lösung; 
^2 ['^ 2 ! zweitkleinsten ganzperiodischen Eigenwert gehörige gerade 

(ungerade] Lösung usw. Diese Lösungen sollen außerdem so normiert sein, 
daß ^ ^ 

in in 2n 

I CQdx = 27t und J Cldx = j S^dx — :i für n 4 = 0 
ö 00 

ist. Für a — 0 ist = sin » x, Un = cos n x. Bei festem a bilden die 
Mathieuschen Funktionen erster Art ein Orthogonalsystem und erfüllen 
eine homogene IGl „ _ 


2*22 


Zuerst von Ince bewiesen. Vgl. auch WhitUikerAY aison, a. a. 0. Ü. Markovic, 
Proceedings Cambridge 23 (1927) 203—205. 

. *) Für die Entwicklung dieser Funktionen in Reihen s. 8. Dhar, Americ. 
Journ. Math. 45 (1923) 208-221. 
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C. 2. lineare DiSerentialgl^changen zweiter Ordnung. 


Eine Tafel der Entwicklungskoeffizienten von für n = 0, 1, 2 

findet man bei S, Qddatein, Transactions Cambridge Soc. 23, No. XI (1927). 
Für numerische Werte s. auch /. Loiz, Luftfahrtforschung 12, S. 259 f. 

Für die Berechnung der Mathieuschen Funktionen und ihr asymptotisches Ver- 
halten 8. die angegebene Literatur. Asymptotische Entwicklungen für die Lösungen 
der allgemeinen Gl (i) bei komplexem », wenn mindestens einer der Parameter o, 1 
groß wird, sind aufgestellt von R. E. Langer, Transactions Americ. Math. Soc. 86 
(1934) 636-695. 

Für die Lösung der DGl (i) durch Integrale, insbesondere Laplace-Integrale s. 
J. Dougaü, Proceedings Edinburgh Math. Soc. 44 (1926) 57—71; A. Erdilyi, Math. 
Zeitschrift 41 (1936) 653—664. 


2-23 y" + (a cos* 05 + Ö) = 0 s. 2-22. 


2-24 9"as(l +2tg*«)» 

« =— — I- C. (sin X H — 

^ cos * * \ ' cos */ 


3-25 


’/ _ | m(m — 1) n (n — 1) 




008*05 


sin* 05 


+ a 


Für y (x) =fj(^) cosi^^ X ain^ X, f=8in*a: entsteht die h3^rgeome- 
trische DGl 2*260 

— l)f;" + [(a +ß + l)f — yl»?' +a/??/ = 0 
mit 

a,/?=-i(m+»)±^y — o, y = n+i. 

Für ffi = 0 oder n = 0 s. auch 2*424 und 2*420. 

Darboux, Thöorie des surfaces II, S. 198f. Vgl. auch W. v. Koppenfels, Math. 
Annalen 112 (1936) 49ff. 


2*26 = [A f{x) +B] 2f ; Lamiache DGl. 

Lit.: A. Lami, Journal de Math. (1) 2 (1837) 147—183. Ince, Difi. Equations, 
S. 378ff. sowie die bei 2*408 angegebene Literatur. 

*Für die FragesteUungen, die bei der Lamöschen DGl behandelt sind, 
vgl. 2*408. 

Genauer untersucht ist der Fall ^4 = n (n + 1) für natürliche Zahlen n. 
Hat die p-Funktion das Periodenpaar so ist für die DGl 

(I) y" ==[»(n + l)p(o:) +a]y 

jede der Stellen x^^laai+loi^ schwach singulär mit den Indices 
r :=n + 1 , — n. Die Lösungen von (i) sind in der ganzen komplexen 
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2 ;-Ebene meromorph. In der Umgebung der Stelle x = ho}i + iö >2 gibt ^ 3‘26 
es Lösungen von der Gestalt 

Vi = 2/2 = (x — kcDi^-lcD^y Y^ix), 

wo Fl, Fg dieser Stelle regulär sind. 

n = 1: Lösungen von (i) sind die Funktionen 
( 2 ) g(a;±a) qFxC(«) 

wo a durch p (a) = a zu bestimmen ist und wo o, C die bekannten Weier- 
straßschen Funktionen aus der Theorie der elliptischen Funktionen sind. Ist 

a =# ej, ejs, Cj (ej = jj = p ,63 = ^ (l*)) , 

SO sind die beiden Lösungen ( 2 ) voneinander linear unabhängig. Ist 
a = e,, so bilden 

Vi = «■*"*. y* = IC (X + w) + C,x] yi 

ein Hauptsystem von Lösungen; dabei ist co = ia>i, i (ö>i + 0 ) 2 ), 
und rj = 7 / 1 , 7^1 +%, 7^2 ^ = 1» 2, 3. 

71 = 2 : Für =# 3 gig sind Lösungen . 

d <y(a? + «) -:rlC(a)+^J 
a(x) ^ 


wo a eine der Lösungen von 


ist und 




^ 2 p (a) - 

gesetzt ist. Für a* = 3 ^2 ist 

y==p(x) +^ai 

eine Lösung. 

HalpheUf M^rooires par divers Savants (2) 28 (1884) 96—100. WhiUaker-WaUonf 
Modern Analysis, S. 459. 

Für Methoden zur Lösung von (l) für weitere Werte von n s. Halphen^ 
a. a. 0., S. lOOff., bowie Halphen, Fonctions eUiptiques II, S. 130ff., 465ff. 
L. Grawfordf Quarterly Journal 27 (1895) 93—98; 29 (1898) 196—201. 
Z. B. ist y =z p'(x) eine Lösung der DGl 

y" = 12p(a;)y;' 

die DGl 

4y" = 3p(x)y 

hat die Lösungen 

(!)*'>• 
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C. 2 . läneaie DiSeientialgleichiingen zweiter Ordnung. 


2-27 +6)930; £am^sche D 61 , vgl. 2-408. 

2-28 9 " = J p" (*) + o P (*) + *►) 9 

Forsythf Diff. Equations 111, S. 464. 


2-29 9 " = {[/(*)]* +/'(*)} 9 

Eine Lösung ist 

y — e^J f(x) dx. 

M. lelchin, C. R. Moscou, Nouv. Sdrie, 18 (1938) 144. 


2-30 + [^(ap) 4-A] j^ = 0 mit periodischem 0 (x); Billsche DGL 

Lit. : 0. W. Hill, On the part of the motion of the lunar perigee, Acta Math. 8 
(1886) Iff. Whütaker-Watson, Modern Analysis, Kap. 19, S. 404ff. Strutt, Lamesche 
Funktionen. Z. Markovic, Proceedings London Math. Soc. (2) 31 (1930) 417—438. 

DGlen dieser Art treten häufig bei physikalischen, technischen und 
astronomischen Fragen auf; vgl. dazu Strutt, Eine Reihe wichtiger DGlen 
fällt teils unmittelbar, teils nach Ausführung geeigneter Transformationen 
unter den Typus der Hillschen DGl, so z. B. die verallgemeinerte Legendre- 
sche DGl in der Gestalt 2 436 und 2-430, dife konfluente hypergeometrische 
DGl (vgl. dazu 2 273, 2-154, 2-20) und damit auch die Besselsche DGl 
(vgl. dazu 2- 162), die Mathieusche DGl 2-22. 

Weiterhin wird vorausgesetzt, daß 0 (x) die reelle Periode 27 t hat. 
Dann hat die DGl nicht zwei linear unabhängige Lösungen der Periode 
4 ;r^), aber nach einem allgemeinen Satz von Floquet A 18-7 sicher Lö- 
sungen y(x), für die bei geeigneter Wahl einer reellen oder komplexen 
Zahl //, die charakteristischer Exponent heißt, die FunktionalGl 

(I) y(x-f 

besteht. Die Lösung y(x) heißt stabil oder labil, je nachdem p rein ima- 
ginär ist oder einen von Null verschiedenen Realteil hat ; die Lösung heißt 
ganzperiodisch oder halbperiodisch, je nachdem exp (2 i/r /i) = + 1 oder — 1 
ist; die zugehörigen Parameterwerte A bzw. Ä heißen ganz- oder halb- 
periodische Eigenwerte, Weiter liegen Untersuchungen über das Auftreten 
stabiler Lösungen und die Verteilung der zugehörigen Parameterwerte 
sowie die asymptotische Berechnung der Eigenwerte vor. 

E, L. Ince, Proceedings Cambridge 23 (1927) 44—46. 
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Für die Berechnung des charakteristischen Expcmenten s. A i8«7. 
Nach Hill kann man auch so Vorgehen: Die periodische Funktion 0 {x) 
sei durch eine Fourier-Reihe 

+00 

n=-oc 

gegeben (der Stern bedeutet, daß n — 0 auszulassen ist) ; die nach Floquet 
vorhandene Lösung wird entsprechend in der Gestalt 

400 

n»-oo 

angesetzt. Zu berechnen sind jj, und die wobei nicht alle 6« den Wert 
Null haben sollen. Durch Einträgen von y in die DGl erhält man ein 
System von unendlich vielen linearen homogenen Gien für die 6«, das 
nur dann Lösungen der gewünschten Art hat, wenn eine unendliche Deter- 
minante, die von jti abhängt, den Wert 0 hat. Diese DeterminantenOl 
dient zur Bestimmung von ; danach sind die 6« aus den linearen Gien 
zu berechnen. Für Einzelheiten vgl. die angegebene Literatur, insbesondere 
auch die Arbeit von Hill. Ist fA rein imaginär, so heißen die hiernach ge- 
fundenen Lösungen Hillscke Funktionen; diese haben die Periode 27 ib, 

wenn t ^ (a, 6 ganz) ist. Vgl. hierzu auch den Sonderfall der Ma- 

thieuschen DGl 2*22, ferner 2*236. 

Für Hillache Systeme 

y;' = ij y, 

mit periodischen Funktionen 0 j, ^ mit gemeinsamer Periode s. A io*2. 

y" = /(»)» 

Für y' = yu(ar) entsteht die Riccatische DGl A4*8 

(1) u' +u^ =f{x) . 

Ist u(x) eine Lösung dieser DGl, so sind die Lösungen der ursprünglichen 
DGl gerade die Lösungen der linearen DGlen erster Ordnung 
i/ u{x) y = C exp (— j u dx) 

mit beliebigem C. 

Sind 4= 0 und ^>2 Lösungen der DGl 

(2) y" = [fix) + a] y 
für a = Uj, Oj, so ist 

( 3 ) 


2*31 
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C. 2 . Lineare Differentialgleichnngen zweiter Ordnung. 


eine Lösung der DOl 

(4) = + 

= [2(^1*- f(x) + Oj - 2 «ij tt . 

Läßt man (p^ in (3) alle Lösungen von (2) mit a = Og durchlaufen, so er- 
hält man durch (3) alle Lösungen von (4). Diese Tatsache kann manchmal 
dazu dienen, die Lösungen komplizierterer DGlen aus den Lösungen 
einfacherer DGien zu finden. 

Darboux, Theorie des surfaces II, S. 196fi. 


8. 2-162 (14). 


2-33 »" +»' +ae~**|fasO 

Die D61 wird durch die Transformation y(a:) f = «“* verein- 

facht. Man erh&lt die D61 2-9 

»?"+o>? = 0. 


2-34 9" — + 

Wird { = — ar als unabhängige Veränderliche eingeführt, so entsteht 
2-33- 


2-35 2f^^-l-ay'4-by = 0; homogene SchwingungsGl. 

(a) A* =a® — 4 6 > 0: 

y = Cieip ^ar + C,exp — g — x; 

(b) A* = 46-a*>0: 

y = c"i®*|c'i008iAa! + (72 8in|^Ax| = B); 

(c) 4 6 = o*: y = e'i** (Cj x -f C,). 
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y" +ay' + 5 ys/(«); unhomogene SchwingungsGl. 3*36 

Werden dieselben Fallunterscheidungen wie in 2-35 gemacht, so ist 

St 

(») y = 1/ /(«) I ix - 1) (ft; 

z 

(b) y = j jf{t) «*•"-*> sin i (X - i) (ft; 
c 

(C) y = /W (a? — <) 

Additiv hinzuzufügen sind noch die in 2*35 angegebenen Lösungen. 

Ist/(a;) periodisch und liegt der Fall (b) vor, so hat die homogene DGl, 
falls a 4 = 0 2*35 offenbar keine periodische Lösung. Daher hat 

die unhoraogene DGl nach B i *2 genau eine periodische Lösung, und 
zwar mit derselben Periode wie f(x). 

Vgl. M. BdcKttf Annals of Math. (2) 10 (1908—09) 1—8. Ä. IglM, Zeitschrift 
f. angew. Math. Mech. 17 (1937) 249—268. Für die formelm&ßige Darstellung der 
Lösung 8. auch Radakovic, Akad. Wien 114 (1905) 877. 

Ist im Faill (b) insbesondere / = c sin m a?, o) 4 = 0, 6 4 = oder a 4 = 0, 
so ist eine Lösung y = casiniu (x-y) 

mit dem „Verzerrungsfaktor** a, der durch 

= (ö — (ü*)* + a* a>* 


bestimmt ist, und der „Phasenvwschiebung“ 


y = 


- Arctg 


O (i) 


Kamke, DGlen, S. 263. CouranU D- u. IReohnung I, S. 397 ff. Für l(x)=c sgn y* 
(Schwingung mit Dämpfung oder Aufschaukelung bei sog. trockener Reibung) s. 
A. Bögelt Ingenieur* Archiv 12 (1941) 247—254. 


if" + a — (ö* 0?® + c) jf =2 0 8. 2 273 (II). 


2'37 


y" ^f{x)ys:i 0 2 38 

Es sei a > 0; f{x) stetig und periodisch mit der Periode p, ferner 
m*^/(x)< iP. 

Ist a* >if*, so ergibt sich leicht durch Abschätzungssätze, daß jede Lösung 
für X -► 00 gegen 0 strebt. Ist a* < Jf*, so ergibt sich mit Flogn^ts Theorie, 
daß die Lösungen dieselbe Eigenschaft haben, wenn 

J f{x) dx<iaitqap ist. 

, 0 

R, Einavdi, Atti Veneto 96u (1936) 426—444. 
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2-39 !l"+*!f'+!f=sO 

y = e'i** (Cj + Cj / ei** dx) . 

FortyA- Jacobsthal, DGlen, S. 760. 

2-40 y" -hxy'—y^Q 

y = Ci X + Cj j^exp i a 4 | + x J exp ix*) dxj . 

Julia f Exercict'S d’ Analyse III, S. 138 f.. 

2*41 + « Jf' + (» + 1) y = 0 , n eine natürliche Zahl. 

Die DGl geht aus 2*39 durch n-maliges Differenzieren hervor, wenn 
die 71,- te Ableitung wieder mit y bezeichnet wird. Daher ist 

Forsylh-Jaeobsthal, DGlcn, S. 760. 

2-42 y" +xy' — nyss 0 

Für y(x) = rii^), ^ = t x entsteht die DGl 2-44 (l) mit f, rj statt x, y. 

2'43 y"~‘Xy' + 2y = 0: Sonderfall von 2-44. 

y = (.r* - 1) + C,J el ** dx) . 

2*44 y" — apy' — ay = 0; lfe6ersche DGl. 

(a + l)(o + 3)...(o + 2»- 

(är + 1)! 

Für y = u[x) exp i x* entsteht 

4 it" = (x* -|- 4 o — 2) M , 

d. h. die Webersche DGl in der Gestalt 2-87; für y = r)($), j; = f ^2 
entsteht 2'46 mit ?j, — 2a statt x,y,a-, für y = Tj{S), x = »| ent- 
steht 2-41 mit t), a statt x, y, n + 1. 

Der Fall, in dem — o eine natürliche Zahl n ist, kann auf 2-41 zurück- 
geführt werden. Die DGl 

(I) y" — xy* -|-»y = 0 

geht nämlich durch y = «(x) exp x* in 2-41 mit u statt y über. 
Forsyät-Jaedbsthal, DGlen, S. 207, 741; 760. 
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+(05— I)ifss0 

y = Cj e* + C, e* exp — 2 x^dx . 
Forsyth-Jacobaihal, DGlen, S. 107, 696. 

y"— 2aPSf'+ajf = 0 

Für y ==u{x) exp ~ entsteht die Normalform 
w'' + (a + 1 — a?) w ~ 0 

und für y(x) =rj(^) exp ^ = x^ 2 die Webersche BGl 2-87 
4V' = (f^ — a — l)t/. 

Ist a = 2 n und n eine natürliche Zahl, so ist eine Lösung das Hermitesche 
Polynom 


y = HM = (- D* e-** = r ir (2 


rj^ (2 


die Hermiteschen Polynome ergeben sich auch als Koeffizienten bei der 
Entwicklung 




und für n ä 1 ist 


Äi(*) = 2nfr,_i(x). 

Bei den Randbedingungen „y(x) wird für | x | ^ oo nur wie eine Potenz 
von X unendlich“ hat 

y" — 2xy'+Ay = 0 

die Eigenwerte A = 2 » (» = 0, 1, 2 , . . .) und die Eigenfunktionen JB». 

Frank-v. Mises, D u. IGlen I, 1. Aufl., S. 343. Courant-HUbert, Methoden math. 
Physik I, S. 77f., 283, 440f. AppeU- Kampe de Firiä, Fonctions hyperg^omötriques, 
S. 331—362. Für allgemeine asymptotische Entwicklungen der Hermiteschen 
Polynome (a und x dürfen komplex sein) s. N, Schund, Transactions Americ. Math. 
Soc. 37 (1936) 339-362. 

jf" + 4xy' + (4a!* + 2)y = 0 

y = (Ci + C, x) e **. 


y"-4x^ + (3or*+2n-l)y=0 

Für y = e** «(x) entsteht 2-12 mito = — 2 » — 1 und u statt y. 
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C. 2 . lineare Difierentialgleiohungen zweiter Ordnung. 


2-49 9"— 4 »if' + ( 4 a!*— 1 ) 

Die homogene DGl ist vom Typus 2*55. Für u(x) = ye“^ entsteht 
14 " -f- tt = 1 , tt = 1 + Cj cos 2 + Cg sin a; . 

Marris-Broum, Diff. Equations, S. 159, 373. 

2-50 4*|f' + (4äB*— 2)if=s0 

y=(Ci+ 0, x) c*’. 

2-51 4 ®sf' + ( 4 a 5 *— 8)if=!e^ 

y=e^'(CiC* + C,e-*-l). 

Forayih- Jacobsthal, DGlen, S. 109, 696. 

252 9 ''+aa 59 '+fc 9 = 0 

Vgl. 2-273 (10). Lautet die DGl insbesondere 
i/'+axiZ — nay^O 

{n eine natürliche Zahl), so geht sie für y = ri(S), S = ix über in die 

DGl 2-46 mit I, rj statt x, y und mit a = 2 ?»; ihre Lösungen lassen sich 
also durch Hermitesche Pol3mome ausdrücken (briefliche Mitteilung von 
H, OörOer). 

Vgl. auch 2*303 sowie Abbd LairU, Enseigneneut math. 23 (1923) 166. Für 
asymptotische Ausdrücke der Lösungen im Fall a = ~ 2 s. ilT. Schwid, Trans- 
actions Americ. Math. Soc. 37 (1935) 339—362. Für die Lösung durch Integrale 
im allgemeinen Fall s. J, JET. Graf, Math. Annalen 56 (1903) 442ff. 

2*53 9" +2aa5jlf' +a*»*9=s0 

f Ci (Eof a; y a -f Cg Sin ar für a > 0 , 

e2 y\=j 

l Cj cos X y — a + Cg sin aj f — a für a < 0 . 

Forsyth’Jacdbsthal, DGlen, S. 109, 696. 


2*54 9" + (««+0)9' + (ca? +<1)9 = 0 

y(») = »?(f) exp f = fH 1* + * '* 1 entsteht 

(c* — a6c +o*rf)j/ = 0, 

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem a > 0 oder a < 0 
ist. Zu der neuen DGl s. 2-40—44 und 2-52. 
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•¥{ax-¥b)u^ ^{aix^^ßx^y)y ^0 2 55 

Vür y = n(x) exp s 2? entsteht, wenn sdie Gl 4 «* + 2a«fa = 0 
erfüllt, die DGl 2*54 

m" + [(a + 4 s) 2 + ^] + [(/J + 26 s) 2 + y + 2 «] 11 = 0 . 

Ist die gegebene DGl von der spezielleren Gestalt 

y' — 2 (a 2 + 6 ) 3 / + [(a 2 + 6 )* a] y = 0 , 

so ist 

y = Giy\+Gtyt mit yj =exp + 6»j und y, = y;. 

Zu dieser Art von DGlen, bei denen eine Lösung die Ableitung einer anderen 


Lösung ist, vgl. Th. Craig, Americ. Journal Math. 8 (1886) 88. 

y" — ««y'+asysO 2-56 

y = Cj * + C 7 , |expy — xj z exp ^ . 

Forsyth-Jaeohsthal, DGlen, S. 107. 

y"— af*y' — (a5 + l)*ysB0 257 

y =exp (1 X* + x) jCi +C, J exp i x» — 2 *j dxj . 

y" — a:*(® + l)y'+®(as*— 2)y=0 2-58 

y =expy [c, + exp - y)dx] . 

y"+aj^y' — ac*ys =0 Sonderfall von 2*6o, 2*59 

y = CiZ + C2xJ 2"* exp dx . 

y" + a y' + ö ap*“* y = 0 2*60 


Für q = 0 liegt eine Eulersche DGl A 22-3 vor. Für 2 6 = a (g — 1) ist 
die DGl ein Sonderfall von 2-162 (16), sie geht durch 14(2) = y exp ^ 
über in 4 ^" = a“ 2^^"^ tt; vgl. 2-14, 2-162 (10). Für 6 = — a, ag, 
a (g — 1 ) sind 2, 2 exp , exp Lösungen {H. Oörtler), dje 

übrigen erhält man nach A24-2. 
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C. 2 . liiaeaTe DiSeientialgleichuiigen zweiter Ordnung. 


2-6 i + + 1—91»=:® exp 

Für u{x) = y exp x^j entsteht 

M"- 9 tt = x; it = Cie«* + Cje 
Morris- Brofim, Diff. Kquauons, S. 162, 374. 

2-62 y"— .ij^ + ^(a! + y®— 8 )y =0 

M 4x* 

y = |Ci X* + exp fx. 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 108f. 

2-63 y"— (2e‘' + 1) y' +e®*y = e** 

Für y(x} = ri(^), f = e* entsteht die DGl 2-36 

ri''- 2 rf+fi = ^-, ^ = |+2 + e«(C, + C,f). 
Morris- Broton, DifF. Equations, S. 151, 373. 

2 64 y" A-ay'Zqx ^byszO 

Für y(x) =?7(f), f =Sm« entsteht die DGl 2*298 
(f^ + lX+(a + l)f^'+^ = 0 . 

Für a — 2 kann die DGl in der Gestalt 

(y dof xY' + (6 — 1 ) * y (Eo| X = 0 
geschrieben werden und hat daher die Lösungen 

_ J Gj cos a X + Gg sin a X für 6 — 1 = ix® > 0 , 

^ ^ ^ (Gidofax + G 2 Sinax für 6 — 1 — a* < 0 

J. Halm, Transaotions Soc. Edinburgh 41 (1906) 651 f. 

2-65 y''d-2ny'Ctg® a<)y = 0 

2*66 y" + 2 ^' tga? + jf cos** = 0 

y = Ci cos sin x + G2 sin sin x . 

Forsyth’ Jacobsthal DGlen, S. 115, 697. 
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U" +9'tg®— jf co8*a!s=0 


2-67 


9"+»'ctgx + »(v + l)» = 0 2-68 

Für T}(S} = y(z), f = cos x entsteht die DGl 2-240 mit rj statt x, y. 

Heine, Kugelfunktionen I, S. 49. 


y"^y' ctga? + 2 ^sin^a; = 0 

y = cos cos a; + Cg sin cos x . 
Forsyth-Jacobsthal, DGlen, S. 504, 

y" + ai^'tga5+ö^ = 0 

Für y(x) = f = sin a; entsteht die DGl 2*249 

Für a = — 2 kann die DGl in der Gestalt 

(y cos a;)" + (6 + 1) • y cos x = 0 
geschrieben werden und hat daher die Lösungen 

Cj cos a X + Cg sin a X für 6 1 = > 0 , 

, Cj do j a x + Cg Sin a X für 6 + 1 = — < 0 . 

J. Halm, Transactions Soc. Edinburgh 41 (1906) 661 f. 

Für a = 2 , 6 = 3 ist 

y = Cj cos^ X + Cg sin X (1 +2 cos^ x) . 

I/" +2 a ctgaa? + (ö^ — «2) y = 0, «4=0, 6 4=0. 

Für u{x) =ysinax entsteht eine leicht lösbare DGl. 

y sin « X = Ci cos 6 X + Cg sin 6 x . 
Forsyth-Jacohathal, DGJen, S. 144, 711. 

y” +«*>'(*) y' +[« +iSp(ap) — 4 na jfy = 0 

Vgl. P. Humbert, Atti Pontificia Accad. 81 (1928) 71—84. 


y cos X = 


y" + 


— — .j ^ 9 '' — 9 ' 9 ' — 9 9 " „ ^ 


P' + l»' 




9 + 9 * 


9 = 0, jj = p(a:). 


y = (7ip(x) + C2e^W 
Forayth, Difif. Equations III, S. 462. 


2*69 


2*70 


2*71 


2*72 


273 
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C. 2. UaMie Difierentislgleichnngen zweiter Ordnung. 


2-74 jf" +»*ydn**=s 0 

Vgl. ForsyÜij Diff. Equations III, S. 462. 

2-75 »"+/(*)»'+ s(ar)y=:0 s. A24. 

Ist y =# 0 und 1 K17| + = a = const., 

so geht die DGl durch y(x) = ^ = J ^ |j/| da: in die DGl 

+ 171 '’"" 

Über, d. h. in eine DGl mit konstanten Koeffizienten. 

Julia, Excercices d’Analyse III, S. 

2 76 9" + /(ac) + [/' (af) + oj » = Sr (af) 

Für eine Diskussion der DGl in der Gestalt 

4 - j_ /JL 1 7 1 ^ 

dt* X dt \CLdtLl^ L dt 

mit R =-- R{t) (DGl des Pendelrückkopplungsempfangers) s. A. Erdelyi, 
Annalen d. Physik 415 (1935) 21-43, 380. 

2-77 »" + [ofix) +5] »' + [c/(af) + d] y = 0 

Ist a* d — a 6 c + = 0, o 4= 0, so ist 

y = e “*101 + 0, Jexpj^l^ — h| a: — a J/dxjda:|. 

0. Ohson, Arkiv för Mat. 14 (1920) No. 1, S. 9. 


78 »"+/(*)»' + (? + {■ + 0)9 = 0 

Für u{x) = y exp ^Jfdx 

entsteht m" + a tt = 0 . 

Forsyth- Jacobsthal, DGien, S. 147, 715. Julia, Exercices d'Analyse II J, S. 124. 

2-79 9"-o^»' +6/*“(af)y=s0 

Für y(x) = rj(^), I = //*“ dx 

entsteht {rf' + ö >?)/*“(*) = 0 , 

also» soweit / 0 ist, »)" + bTj — 0. 
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^'_(£+2e|y' + (o^'+o*— 6*/*)yas0, /=/(*). 2-8o 

y = e“*(CiÄ + mit E=:expbffdx. 

0. Olasotif Arkiv för Mat. 14 (1920) No. 1, S. 3; mit Anwendungen auf Funktionen 
/, die mit elliptischen Funktionen Zusammenhängen; s. hierzu auch Olaaon, ebenda 
Nr. 14. 

Eine Lösung ist die Lösung der 61 y* + 3 y =/(*). 

Inee, Difi. Equatioiu, S. 394. 

+ + — »*) (^)* + ll'*]!f=0, g = g(x)-. 2 82 

s. 2-162 (15). 


f =f(x), g = g(x)\ S. 2-162 (13). 

f=f{x), g = g{x)i 8. 2-162 (12a). 

V'_[^*(ä,-I)|+s£]jl' 2^5 

g = g{x), h =h(x); s. 2-162 (12b). 

4 |^' -4.9x9 SS 0 ; Sonder&Il von 2-14. 2-86 

Multipliziert man die DGl mit a?, so hat man die D 61 2-162 (l). 


4 9" = (x* 4- o) 9 ; If’ ehersche DGl. 2-87 

Lit«: Ptticolt Repertorium l^i S. 1461 — 1466. WhitUihtr-Woiso^f Modem 

Analysis, S. 347ff. 

Zu der DGl s. 2-273 (13) sowie 2-12 und 2-44. 
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C. 2 . Lineare Differentiaigleichungen zweiter Ordnung. 


Ist a = — 2 (2 n 4* 1) und n eine natürliche Zahl» so ist eine Lösung 
d. i. 

WO 

ein Hermitesches Polynom (vgl. 2*46) ist. Für nähere Untersuchungen 
über die Lösungen s. die angegebene Literatur. Über asymptotische 
Ausdrücke für die Lösungen (auch bei komplexem a und x) s. N. Schwid, 
Transactions Americ. Math. Soc. 37 (1935) 339—362. 

2-88 +4j/'tga?— (6tg2aj+2) jf = 0 

y f |co8 «1 = Cj + üg (a; + sin a; cos a;) . 

2*89 a 2^^ — (or + a 6 -f c) >4- [6 (x -»• e) +d] y = 0; Sonderfall von 2*54. 

Für y{x) = = x — ab + c entsteht die DGl 2*44 

+ drj = 0 , 

Forsyth’Jacohsthal, DGien, S. 207, 741. 


290 = 0 

y = Oiyi + Ci y, mit y■^ = exp "J , y* = y', . 

TA. Craig, Americ. Journal Math. 8 (1886) 89. 

» 1 - 145 . (az + b)y"+ - . 

291 x{y" +y) = eosx 

^ ^ . f COS* X j /* sin 2 of j 

y = CiBin X C 2 cos a: + sin a: / dx — cos a; j • 

0. Perrm, Math. Zeitschrift 6 (1920) 163. 

2*92 XJf" +(x +a) Jf=:0 

Aus 2*134 kann entnommen werden, daß sich dieDGl in denTypu82*il3 
überführen läßt. Für eine unmittelbare Diskussion der DGl s. M, Frenkd, 
Zeitschrift f. Phyak 95 (1935) 599—629. 
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xy'+y'ssO, d.i. {xyy = o. 

y = Cj + Cjlog |x| . Eine Grandlösung ist 


2-93 


Daher ist 


die Greensche Funktion jeder homogenen Randwertaufgabe von der 
Gestalt 

^(aJ.f) = <7i(f) + C,(f)log|x| +i 
Für die Randbedingungen 

y(l) = a y'(l), y{x) beschränkt für a; -► 0 
ist 


logf 


r(x,s) = 

Westfall, Dias., S. 61. 


a + logf 
a + log X 


für 0 < x^f , 
für 0 < f ^ X . 


* »" + y' + a y = 0 s. 2-104. 2-94 

xy'+y + xx y = 0 ; Sonderfall von 2162 (l). 2*95 

Für die Randbedingungen 

y(l) = 0, y(x) beschränkt für a:-^ 0 
sind die Eigenfunktionen OJq (2 f^Aa;), wobei die Eigenwerte durch die 
Gl Jq (2 = 0 bestimmt sind und Jg die Besselsche Funktion ist. 

Courant -Hilbert, Methoden math. Physik I, Sv 339. 

■4-!^ -»-(« + o)» = 0 2 96 

Für y =r) iS) exp {± ix), ^ = ^ 2 ix entsteht die DGl 2*113 

Watson, Bessel fonctions, S. 105. 


— + s. 2 «io6. 


2*97 


xjf" — y' — aap*y = 0 ; Sonderfall von 2*lo6 und 279. 2*98 

Es sei a = . Die Lösungen sind 

Ci€of jax* + C, Siniax» füra>0, 

y = \ 1 , 

Cj cos-g^ax* + 2 “** füro<0. 

Julia, Exercioes d’Analyse III, S. 130. 



424 C. SL lineM» Difiere&üal^eiöhiijigeii zweiter Ordnung. 

2*99 »ir"— »'+ae* («**—»•) »aaO 

Für y{x) = Tjd), ( — exp ^ x* entstdit die Besselsdie DGl 2* 162 mit 
S,ij statt x,y. 

Fonyth-JaeobsAal, DGlen. 8. 149 , 718 . 

2100 ®jf" +2y'— «ifase* 

Morria-Brown, Diff. Equations S. 149, 372. 

2*101 *if"+2y' + aa?sf==0 

Für u{x) = xy entsteht die leicht lösbare DGl w" -f ö tt = 0. 
Forsyih-Jaeobstkal, DGlen, S. 88, 686. 

2*102 «lf"+ 2 jf' 4 *a»*jfs= 0 ; Sonderfall von 2*162 (i). 

Für u(x) = X y entsteht + a zu d. i. 2*14. 

Farsyih-Jacobsihalf DGlen, 6. 155, 725. 

2*103 «y" — 2 y'+oy = 0 ; Sonderfall von 2*io6. 

2*104 ^ayzzO, a^^O; Sonderfall von 2*162 (i). 

Ist 2 v = 2 n+l ehie natürliche Zahl), so folgt die DGl durch 
n-midige Differentiation aus 2*130 mit 2 a statt a, wenn die n ‘ Ab- 
leitung wieder mit y bezeichnet wird. Daher sind die Lösungen 

Ci^dof 2 y-a» + (7,^ Sin 2 fiiraa:<0, 

C,^co 82 yax + C'jJ^sin 2 ^fax fürox>0. 
Forayih-JaeobHkal, DGlen, S. 204. 

Ist V = — 2 fl (fl eine natürliche Zahl) und a = — 1, so sind die IjÖ- 
sangen 

y = (d-l)(d- 3 )...(d- 2 » + l)e±* mit d = x^. 
y. X. Burchnaü — T. W* Ckaundy^ Qnarterly Journal Oxford 1 (1930) 190. 
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a?|f"+ojf'+6»if=0 8. 2-162 (9). 


2-105 


Ffir a 1, X > 0 geht die DGl durch 

y(x)=t}(i), x|«|={*, « = j^ 

Über in die DGl 2*14 

Für y(x) =fi{S), f = ^ enteteht die DGl 2*104 

2 f + (a + 1) + 6 = 0 . 

Ist a = 2 n (n eine natürliche Zahl), so ist also 

» = Ci^e*p(2y- f *f) + C,~eip(- 2]/- ihf) 

= Cj |i D|*ezp (x y^) + (7, Dj*exp (— X V— h) , 

wo D = ^ und z. B. (i d)*^= ^ 0(^0) ist. 

OiX yX f X \X f 

Für a = — 2 n s. 5*6. 

Für 0<a<2, a#:! bilden 


yj = J Cof {2 y — 6 cos <) sin®"' t di , 

J lof (2 6 cos i) sin'"® i di 

ein Hauptsystem von Lösungen, falls 6 < 0 ist; ist 6 > 0, so bilden 
^ cos (2 y 6 cos sin®"' tdi, y^ = 2 '"® J cos (2 y 6 cos t) sin'"® t dl 
ein Hauptsystem; falls a = 1 ist, ist y^ durch 

j Io[ (2 y — 6 cos f) log (2 sin* t) dt 


bzw. durch 


J cos (2 y 6 cos tj log (2 sin* t) dt 
0 

zu ersetzen. 

Heine, Kugelfaoktionen I, S. 239 f. Forsyth* Jacobsthal, DGlen, S. 157, 204. 
Serret-Scheffers, Differential* u. Integralrechnung III, S. 601—612. Ch, dtla VaJMe 
Paussin, Annales Bruxelles 29 (1906) 140— 143. J,H. Oraf, Math. Annalen 66 (1903) 
423- i44. 
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C. 2. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


2*io 6 flcjf" = Sonderfall von 2162 (i). 

Lautet die DGl insbesondere 

xy" + (l — a)y' + a:*“"' y = 0 , 

so sind die Lösungen 

y = Ci cos + C ^) . 

Für einige weitere Sonderfälle der Konstanten ist die DGl direkt behandelt 
bei N. Nadsen, Nyt Tidsskrift Mat. 13 (1902) 59 — 63. Für a = 1 s. auch C. J. 
Malmatin, Journal für Math. 39 (1850) 108—115. 

2107 X i(" + (j? + ö) + a t/ = 0 

Für y(x} = fi(S)f ^ — X entsteht 2113 mit statt x, y. 


2108 xy" •k'{x^a^b)y'-¥ay ^0 


Nach A 22*4 sind Lösungen in der Gestalt von Kurvenintegralen 
ß 

y{.x) = J — dt 

9. 

(kritische Stellen des Integranden auf dem Integrationsweg sollen durch 
kleine Halbkreise umgangen werden) mit' 


a 

b 

X 

a 

ß 

> 0 

> 0 

beliebig 

0 

1 

> 0 

beliebig 

> 0 

0 

4- 00 

> 0 

beliebig 

< 0 

— CX5 

0 

beliebig 

> 0 

> 0 

1 

-f CX) 

beliebig 

> 0 

< 0 

- 00 

1 

1 


Für a> 0 , 6 > 0 , a :>0 sind die Lösungen 

1 00 

y = Cif e-*‘ «*-* (1 - dt + Cgf e'*' (t - 1 )‘-’ di . 

0 1 

Ince, Diff. Equations, S, 188f. Für asymptotische Entwicklungen in der Um- 
gebung von * = 00 8. IT. JacobsihaU Math. Annalen 56 (1903) 129—154. 


2-109 — ®y' — y=:a(* + l)e* 

y = (a!*— arlogx— l)e*4-Cia:e* + Cja:e^ f ^ • 
Morris-Broum, Diff. Equations, S. 136, 369. 
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xy" — xy'’-ayssO; Sonderfall von 2-113. 
Ist a = » (» eine natürliche Zahl), so ist 


eine Lösung. Ist a — — n, so ist 

y»(*) = e* yi (- *) 

eine Lösung; diese ist offenbar ein Polynom und, abgesehen von einem 
konstanten Faktor, 

(?. Julia, Intermödiaire math. (2) 3 (1924) 130f. und 4 (1925) 60-64 sowie 
Exercices d* Analyse III, 132—138, 169—169. 

zy"— («4-1)1^ -i-jfsO 

y = Cj (x + 1) + C, e* . 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 121. 


z y"— (« 4- 1) jf'— 2 («— 1) y ssO 

y = C, e** + <7, (3 X + 1) e'* . 


»r + (*»-») ir-« jfsO; konfluente hypergeometrische DGl. 


Lit.: A. Kienaet, Schweiz. Naturf. Ges. 67 (1921) 247—326. Wataon, Bessel 
functions, S. 100. H, A, Webb — J. R. Airey, Philos. Magazine (6) 36 (1918) 129 
bis 14 V» dort auch Zahlentabellen der auftretenden Lösungen. W. Magnus-F. Ober- 
hätinger, Formeln imd Satze für die speziellen Funktionen der mathematischen 
Physik, Berlin 1943, S. 86ff. H. Buchholz, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 23 
(1943) 47—68, 101—118. Zahlentabellen ebenfalls in Report of the Britis h Asso- 
ciation for the advancement of Science 1926, S. 276; 1927, S. 220. R, Qran Olsaon, 
Ingenieur-Archiv 8 (1937) 99—103. Jahnke-Emde, Funktionentafeln, 3. Aufl., 
S. 276 ff. 

Ist b iteine ganze Zahl, so sind die Lösungen 

y = CiF(a, b, z) + (a — 6 + 1, 2 — 6, x); 

dabei ist 


w k j^\ V k j^\ 1 I (a -f 1) • • • (fl -f* i? 1) * 

F (o. 6, *) - 1-^1 («. *. *) - 1 j ^ 1) . . . ^ I, _ 1) 

die sog. Pochhammer3che Funktum oder konfluente hypergeometrieche 
Funktum dargestellt durch eine für alle x konvergente Reihe (vgl. hierzu 
die hypergeometrische Reihe 2*260 (10) j. Diese Funktion genügt den 
FunktionalOlen 


2*110 


2111 


2*112 


2*113 



428 C. 3. läaM» IMfferentialgleiohiingen sweiter Ordnmig. 


F(a,b,x)=e*F(b—a, b, — x), 
f’(o.6,*) = Jj’'(o+l, 6+1,*), 

F (a, b, x)-F' (a, 6, *) ^(a, 6+ 1, ») , 


aF (a, 6, z) — bF* (a, b, z ) = 
Vgl. auch Nachträge, 2*1 13. 


a(a — b) 

‘bJTT) 


zF(a+l, 6 + 2, *). 


Für y(z) = f = ± a? geht die DGl über in die konfluehte 

hypergeometrische DOl 2*190 (vgl. auch 2*273) 

1*5" T I-.J' + [± - 1(|- l)]>! - 0 ■ 

Für y = e^u(z) entsteht die DGl 2*108 

05 + (a: + 6) tt' + (6 — a)u = 0 , 

Ist n = 6 — a eine natürliche Zahl, so ist diese DGl von dem Typus 2*116. 
Daher hat die ursprüngliche DGl in diesem Fall u. a. die Lösung 


Die DGl 




1 


"■* e-* . 


(I) ®y"+(m — *)y' + ny=0 

(m, n natürliche Zahlen) hat somit u. a. die Lösung 


= e 


dx^ 


- (n» + n - 1) I » 


wo 


Ln (X) = C* 


dx^ 


ein Laguerreaches PoLynom ist; (l) ist also die DQl der La^wrrtschen Pdy- 
fume^) und gewisser Ableitungen von ihnen. 

Für R a > 0 ist 

^ 7 ^ ' 

wobei K eine Kurve ist, die von 00 kommt, die. Strecke 0 < t < 1 von der 
unteren in die obere komplexe ^Halbebene durchsetzt und wieder zu 00 
geht; z. B. kann man also geradlinig von c-^ioo bis c + ioo bei 0 < c < 1 
integrieren. Für eine andere Integraldarstellung s. H. BcOeman, Trans- 
actions Americ. Math. Soc. 33 (1931) 817—831. 

0. Perron^ Journal für Math. 161 (1921) 63— 78. Dort wird auch das asympto- 
tische Verhalten von 

F (u, 6 4- n, x), F (a 4- n, 6 i- w, a?), F (a 4- n, 6, x) 
für » 00 untersucht. 


') Für TafS^ der Laguerreschen Pdynome s. 2*137. 
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Für die Eigenwertaufgabe 

a: y" + (m — a;) y' + A y = 0 

(m eine natürliche Zahl) mit den Randbedingungen beschränkt 

für a; 0 und nicht größer als eine Potenz von a? für x -► oo“ sind die 
Eigenwerte A = » — w + 1 (n = m — 1 , m, . . .) und die Eigenfunktionen 


a?y" — 2 (a?— 1 ) jf' — y = 0 ; Sonderfall von 2*273 (5). 
Für y, f = 2 x entsteht die D 61 2*134 


« y" — (3 X — 2 ) y' + (2 « — 3 ) y s= 0 , Sonderfall von 2*162 (17). 


®y" + (ax+6+n)y'+nay = 0 ; n eine natürliche Zahl. 

Die DGl entsteht aus der linearen DGl erster Ordnung 
X y' + (a X + 6) y = 0 

durch n-malige Differentiation wenn nachträglich wieder y statt 
geschrieben wird; daher ist eine Lösung 


Forsjfth-Jacobsthalf DGlen, S. 7ö9f. 


xy" — (a + 6) (x + 1) y' + a 5 xy= 0 , a<b. 


Mit A 22*4 ergibt sich 

y = C,f+C, / e- (z ~ (z ~ 6)«“^ dz ; 


dabei ist 


b -j- a lO -h b 

m = aT , n = o r- 

h—a a—b 


und a = a — » 00, j5 = y = a, <5 = a + 1 00, falls 0 < a < 6 ist; a = — c», 
j 9 = y = a, d = ö (a = a, ß = y = by ü.= + 00), falls a < 0 < 6, ja| > 6 
und X > 0 (x < 0) ist. In den andern Fällen sind geeignet geführte Schleifen- 
integrale in der komplexen z-Ebene zu wählen. , 

. Forsyth’Jacobathal^ DGlen, S. 265» 774. Dort muß jedoch manches genauer 
gefaßt werden. 


2*114 

2115 

2*116 


2*117 
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C. 2. Lineare Difieientialgleichungen zweiter Ordnung. 


2118 a5y"+[(a+b)a;+m+n]y' + (o 5 a;+an+ 6 m)y = 0 ; m, n natür- 
liche Zahlen, a 4= ^ oder wi 4 

Für u(x) = y exp a x und u(x) = y exp b x entsteht 2116 
a; w" + [(6 a) x + m + n] «' + m {6 — a) 0 

und 

X + [{a 6) X + n + w] 14 ' + n (a — 6) = 0 . 

Daraus folgt 

y — C 4- (7 

^ ‘ d®"-' * d®"-* 

Für a = 0 und für 6 = 0 gibt es unter den Lösungen also auch Polynome. 

Forsyth-JacobHhal, DGlen, S. 212, 759f. 


2119 xy'' — 2 (aop +b) + (a^x + 2ab) 2^ = 0 

y = e«*(C, + C2 2^‘‘’). 

Forsylh- Jacobsthal, DQlen, S. 148, 717. 

2'IZO xy" + {ax^b)y' + (cx+d)y —0 s. die vorangehenden DGlen, 2"l38a 
und 2 273 (9). 

2121 ay"- («*-*) y' + (®-l)y = 0 

y = Ci ® + G, ® J^exp || a:* — ®| d® . 

2-122 zy" — (a;^— 2 )i^— «(a;-(- 3 )ys 0 

y = exp i |( 7 j -f Cg J’®-*exp i ®2 _ j.| 

2-123 zy" — (2a:* + 1) y' +z®y=0 
Für y = e^*’M(®) entsteht 

X w" — tt' = 0; u = 1 + Cg x^ . 


2*124 xjf" — 2 (x*— o) +2nxys=0 s. 2*210. 
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«If" + ( 4 a 5 *— 1) — 4 as® j;= 4 af® 2-125 

Für y(x) = »/(Ij, I = *2 entsteht die DGl 2-36 
»j"+ 2»/' — »y = f ; 

wo a, ß durch a.-\- ß = — 2, xß — — 1 bestimmt sind. 

Morris- Brovmy Diff. Equations, S. 151. 

® 2^" + (2 a 1) + (o^ a?3 + a) «2 = 0 2126 

y = (Ci + 3?) exp jo . 

Th. Craigy Americ. Journal Math. 8 (1886) 89. 

2) y'■^ ca!'’~'y = 0 2-1261 

Für c = a, a (6 + 1 ), ab sind x"', exp , x~^ exp Lö- 

sungen (H. OörÜer); die übrigen Lösungen erhält man nach A 24-2. 

*9" + (2a*log* -^l) 9' -4- (o*a; log*® -4-0 log® -ho) j = 0 2-127 

y = Ciyi + Ci y^ mit «/, = = y; - 

Th. Craig, Americ. Journal Math. 8 (1886) 89. 

*»"+[*/(») +2]»' +/(*)» = 0 2-128 

xy=Ci + Cijexf [— ( f{x) dx] dx . 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 144, 710. 

(®-3)9"-(4®-9)9'-h(3®-6)9 = 0 2-129 

+ e*"(x-3)»dx]. 

Forsgth-Jacobsihal, DGlen, S, 148, 717. 

2x9" + +a9 = 0, «4:0. 2*130 

Sonderfall von 2-162 (i). Mit //(f) = ^(a:), 2x — ±:^ erhält man 
unmittelbar 

j Cj cos Kiöa: + C, sin für 2 o x > 0 , 

^ ~ icidof F|2ax| -f C, Sin Vl2ax| für2ox<0. 

Forsyük- Jacobsthal, DGlen, S. 204. 
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C. 2 . lineare IMSerentialgleidningen zweiter Ordnung. 


2131 (as— 1) jr' +ajfssO 

Für y(x) — tjiS), * = ± f* entsteht die DGl 2-44 
±if — Srf + iari = 0 . 
Lagutrret Oeuvres I, S. 128. 


2132 835^"— (2*— l)!f' + oifÄO 

Für )/(|) = y(x), z = f* entsteht die DGl 2-46 

jj" — 2 f jj' + 2 o »/ = 0 . 


2133 ( 2 af— — ( 3 af— 4 )y' + (a5— 3 )s=s 0 

y = e* [Ci 4- c* /e-** (2 X - 1)'* dx] . 

Forayth-Jacobethal^ DGlen, S. 127, 702. 

2134 4 a;jr"o(as + a)yB0 

Für y =: xe'^*u{x) geht die DGl über in die DGl 2-113 
zu" + (2 — z) tt' — -f l| tt = 0 
und für y(x) = a: = 2 if in die DGl 2*92 

2-135 4 «y" + 2 y'— 9 = 0 

_ |( 7 i€o| Vz + G, Sin l^z fnrz> 0 , 

^ Cicos K|x| -I- Cjsin y |z| fürz< 0 . 

2-136 4 *|f" + 4 if'— (» •f 2 ) ifssO; Sonder&ll von 2-138. 

y = e**(Ci + G* 

Für die Randbedingungen „y(z) regulär für z = 0 und y(z) 0 für 
X -*■ oo“ ist die Greensdie Funktion 

OO 

j^dt für x^i. 

für X > { hat man rechts x mit f zu vertauschen. 
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4*jf" +49' — (»+2)y + Ay=0 


«137 


Vgl. auch «•138. Für die Kandbedingungen 

y(x) regulär für * — 0 und y{x) -»■ 0 für a: -»• 00 
sind die Eigenwerte A = 4 n (n = 0, 1, 2, . . .) und die Eigenfunktionen 
L^{x) {Laguerreaehe OrthogomlfurUctionen); dabei sind 




v-O 

die Laguerreschen Polynome \ diese sind auch die Koeffizienten in der 
Entwicklung 

CouraiiU^Hilbertt Methoden math. Physik I, S. 324 Tafeln der Laguerreschen 
1 ^ 

Orthogonalfunktionen In (x) = e % Ln (x) für n = 1, 2, . . 10 und 0 ^ x < 34 

n ! 

findet man bei F. Tricomi, Atti della R. Accademia di Scienze Torino 76 (1941). 


4*9" +4m9' — (as— 2m— 4n)9s:0 «-iSS 

Für y= u(x) entsteht die DGl «-US (l) mit u statt y. 

Schrödinger, Wellenmcchanik, S. [132]. Courant-Bilbert, Methoden math. 

Physik I, S. 284, 324. 


16*9"+89' — (» + o)9ss0 

Für y{x) = X = entsteht die DGl «‘87 mit 9 statt x, y. 


2139 


0*9" +1>9' +09=0 2-140 

Nach Multiplikation mit x ist die DGl ein Sonderfall von 2-162 (I). 

Vgl. auch 2-104 


a* 9 " + (b*+3o)9'+369=0 2-141 

y = exp [C, + CiJ x-’exp^xdxj 

Forsyih- Jacobsthal, DGlen, S.. 127, 702. 


6 (aap + 5 ) jf" + 8ajf' +c (aa? = 0 2142 

Für ffd) = { y{x)g { = (a a: + entsteht die DGl mit konstanten 
9a^ri" + berj 0, 


Koeffizienten 
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C. 2. Lineare DiSerentialf^eichongen zweiter Oidnimg. 


2143 2«aPsr" + (fe«+«)»'+cif=sO 

Für y(x) = ?y(f), x = i entsteht die DGl 2*52 
i + bit}' + 2cri = 0 . 

2144 2a«^' + (öa?+ 3 a)s'+ct^ = 0 

Für ?;(f) = I y(a;), x == i entsteht die DGl 2-52 
i a 4 - 6 1 »/ + (2 c — 6) 17 = 0 . 

2-145 (a2a? + Ö2)!f" + («i® + ^i)!^ + (®o* + ^o)!( = 0» M + |^2| > ö* 

Ist Og = 0 , so liegt der Typus 2 54 vor. 

Ist 02=4=0, so entsteht durch die Transformation y(a?) = 

«2 f ~ * + ^2» ^ Lösung der Gl Og.s^ + Oj ä + «o ~ ^ 

soll, die DGl 

azl»i"+ [(2«®2 + ®i)f + V' 

+ ( <». b -lo h + z^} . h s'^n^o. 

Ist hierin .2^ 02 + o^ = 0 , so ist die mit f multiplizierte Gl ein Sonderfall 
von 2-162 (I). Im allgemeinen ist die DGl dagegen von dem Typus der 
konfluenten hypergeometrischen DGl 2*273 (9). Für die Darstellung der 
Lösungen durch Kurvenintegrale s. A 22*4. 

Für das Auftreten von Polynomen als Lösungen im Falle Oq = 0 s. 
A 22*5 und Ä, Sansone, Atti Accad. Lincei (6) 15 ( 1932 ) 125 — 130 , 194 — 197 . 
A. Mambriani, Annali Pisa ( 2 ) 7 ( 1938 ) 191 — 194 . 

Ist bei der ursprünglichen Gl 

(Oq bl Oj 60) (0| 62 O2 bl) ~ (Oq Ö2 O2 5 q)* , 

so ist c** eine Lösung der DGl, wobei k die gemeinsame Lösung der beiden 
Gien 

02 + aik + ÜQ - 0, b2k^ + bl k + bQ~ 0 

ist; Forsyth- Jacobsthal f DGlen, S. 145 , 712 . 

146-221. + 

2*146 05 * 9 " — 6sf = 0 ; Typus 2*14 und 2-148. 

y^Cia^ + C2X-K 

2-147 — 129 = 0 ; Typus 2*14 und 2-148. 

9 = Ci 2* + Gg . 
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+oya; 0 ; Typus 2-14 und a-iSy. 

[ Ci cos (6 log 2:) 4- Cg sin (6 log x) 

* Ci *» + Cg x-‘ 

Ci + Cg log * 


_y_ 

ri" 


für 6* = a — > 0 , 

für 6* = i — a > 0 , 

für a = ^ . 

4 


2148 


x^y" + (ax +b) y^O; Sonderfall von 2-162 (l). 2-149 

a!*a" + (x*— 2)y = 0 2-150 

y = Cj sin (2; + Cg) + ^ cos (2: + Cg) . 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 144, 711. 


t/" = (o ap 2 + 2 ) t(; Sonderfall von 2-153. 2-151 

y = Ci ( yä- 1 ) e* + Cg ( vä + e-* 

+ (a^ — 6) j/ SS 0 ; Sonderfall von 2-153. 2-152 

y = Ci cos (a 2: + Cg) -f |l — sin (a 2: + C,) | . 
Forsyth-Jacobsihal, DGlen, S. 205, 738. 


ap2y" +[ax2«.p(u«.i)]|^=s0 8. 2-162 (7). 2153 

“Für u(x) = x'" y entsteht die DGl 2*105 mit w, 2 v, a statt y, a, 6. Ist 
V — n eine natürliche Zahl, so ist daher 

y = 2:'' j-i p)" (C, e* + C, x’* . 

Ist — r — n eine ganze Zahl ^ 0 , so ist v (v — 1 ) = n (w + 1 ), also 
y Dp* (Cj + Cg e-*V^) . 

Forsylh-Jacobaihal, DGlen, S. 204. 


JC® y" + (o X* -f Ö X + c) J =: 0 2-154 

Siehe 2-273 (6) und für den Fall ö = ö auch 2-153. Für y{x) =^rj(S)]/ x, 
f = log a; entsteht die DGl 2-20 

+ |a + 6 + c — 9; = 0 

Für eine genäherte Lösung dieser in der Physik als ,, radiale Wellen GV^ 
auftretenden DQl s. F, L, Arnott Proceedings Cambridge 32 ( 1936 ) 161 — 178 . 
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C. 2. lineaie Difierestial^eiehimgeii sweiter Ordnung. 


Für b = - 2 xß, c = a-a* ist {H. OörÜer) 

y = iE* e^* (Cj + • 

2-155 ae*^" + [oii!* — 5 (6— l)]if=sO 

Sonderfsll von 2-162 (i). Für y = 3 ^rj{S), f = a?'"** entsteht die 
DGl 2-14 

(1 — 2 + o I' »j = 0 mit r = ^ — 2 

und für’y = f die DGl 2-14 

(l-2ö)*ij" + of jj = 0 mit s = 2j^-2. 

Ist r = 0 oder ä = 0, so erhält man also eine DGl mit konstanten Koeffi- 
zienten. 

2156 a?* y" + = « e* (2 + « log x) 

y = e*loga: -f Cilog* -f C* log* J 
Forsyth-Jacohsthal, DGlen, S. 148, 716. 

2-157 Je®»"+a»' — *9 = 0 

Zur Lösung der DGl durch bestimmte Integrale s. J. H, Oraf^ Math. Annalen 66 
(1903) 432ff. 

2-158 **9" + o9'— (l»*** + ab) 9=0 

y = e** +(72 j exp — 2 6 xj darj . 


2-159 *®9"+*9'— 9 = «** 




2-160 ** 9 "-f* 9 '+O 9 = 0 ; Evlers DGl A 22-3. 

Gj I * I' + C, 1 * 1"' für 0 = — r* < 0 , 

y= C] sm(i>log 1*1) + C2X!os(vlog |ic|) für o = v* > 0 , 

C-i + Gjlog 1*1 für a = 0 . 

Für die Behandlung von Eigenwertau^ben (vgL hierzu auch 2-164) 

wird gewöhnlich die selbstadjungierte Form der DGl mit a = — )>* gewählt : 

(*9')' — ^y = 0. 
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Für Qnindlösiing und Greensche Funktion im Falle v = 0 s. 2*93. Ist 
V > 0, so ist eine Grundlösung 

Für die Bandbedingungen 

y(x) beschränkt für a; -> 0, a y(l) + /? y'd) = 0 
ist die Greensche Funktion 


r(a:,f) = 


f-i 

2v\ 

la-vß ^ 

\^ + vß^ ^ } 

l2vi 

1 


Vgl. hierzu auch Westfall, Diss. S. 62 f., wo anscheinend ein Fehler 
vorliegt. 

ap2 — (o? +a) y = 0 s. 2*162 (3). 

+ jj y' + («^ — 1^ = 0 ; BesseZsche DGL 

Lit.: Encyklopädie IIi, S. 742—767. Pascal, Repertorium I3, S. 1420—1448. 
Courant-Hilhert, Methoden math. Physik I, S. 406—433, Frank —v, Mises, D* 
u. IGlen 1, 1. Auf!., S. 322— -340, 2. Aufl., S. 403 ff., 440 ff. Jahnke-Emde, Funktionen- 
tafeln. Kampi dt Firiet, Fonction hyperg4ometrique. McLachlan, Ressel functions. 
Nielsen, Cylinderfunktionen. Watson, Ressel, functions; dort auf S. 789 f. eine Zu- 
sammeüstellung der verschiedenen Rezeichnungen, die in Gebrauch sind. Weyrieh, 
Zylinderfnnktionen. WhiUaker- Watson, Modem Analysis, Kap. 17. W. Magnus- 
F. Oberhettinger, Formeln und Sätze für die spezieUen Funktionen der mathe- 
matischen Physik, Rerlin 1943. 

Für die numerischen Werte der Resselschen Funktionen und graphische Dar- 
stellungen 8. Encyklopädie, S. 767. Watson. Jahnke-Emde. Hayashi, Funktionen- 
tafeln. F. Tölke, Resselsclie und Hankelsche Zylinderfunktionen nullter bis 
dritter Ordnung vom Argument rVt, Stuttgart 1936 (92 S.). Ressel functions, 
Part I (Functions of Orders Zero and ünity, XX -f 288 S.), Published for the 
Rritish Association at Cambridge Press [enthält nach dem Referat im Philos. Maga- 
zine (7) 26 (1938) 1121: Jq und Ji auf 10 Stellen, 7^ und Fj auf 8 Stellen, die 
ersten 160 Nullstellen von Jj, und sowie weitere Angaben]. 

Die Besselsche DGl gehört zu dem Typus der konfluenten hypeigeome- 
trischen DGl 2*273 (vgl. auch 2*403). In selbstadjungierter Form 
lautet sie 

(xy'y-f = 

Ihre Invariante (vgl. A 25-1) ist 

1-4»* 


1 = 1 + 


4*» 


2 -i 6 i 

2-162 
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C. 2. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


2*162 Durch die Transformation y(x)==rj(S), f = — a: geht die DGl in sich 
über. Bei Beschränkung auf reelle x genügt es daher, sich mit dem Bereich 
ar > 0 zu beschäftigen. Ist v keine ganze Zahl und beschränkt man sich 
nicht auf a: > 0, so ist im folgenden a;*' als eindeutige analytische Funktion 
in der von a; = 0 aus aufgeschnittenen komplexen x- Ebene festgelegt 
zu denken. Entsprechendes gilt für logarithmische Glieder. 

Lösungen der DGl sind die Besselachen Funktionen erster Art 

00 

i§ ifcrr(7+T+T) 

(v keine negative ganze Zahl, die Reihe konvergiert für alle x) und die 
Besselachen Funktionen zweiter Art 


JAx) co^vn — J ix) 

Y^(x) — ihTvlt keine ganze Zahl), 

Yn(x) = lim 7y^a;) (n 0 eine ganze Zahl) 

v-t-n 


2 , , * 1 VT(n - i - l)!/2\"-2i 


_ 1 |r' (B + t +i) r(t + in 

Tün + tjr'l (» + i)! ii ' r 

Ist V keine ganze Zahl, so sind 

Cj Jr + 

alle Lösungen; in jedem Fall sind (es kann r ^ 0 angenommen werden) 
die Zylinderfunktionen 

(ar) = Gj + 6*2 Yy (Ci, beliebige Konstanten) 

genau die sämtlichen Lösungen. Diese sind transzendente Funktionen 
und nur, wenn 2v eine ungerade ganze Zahl ist, in geschlossener Form 
durch die sog. elementaren transzendenten Funktionen darstellbar. Vgl. 
hierzu 2*14 und Watsony S. 38ff., 117, 120. Für nicht-ganzzahliges v ist 
die Wronskische Determinante 

Die Bessdschen Funktionen dritter Art oder Hankelachen Funktionen sind 
+ i Y,{x ) , H^^\x) = Jy (x) — i Yy(x ) . 

i''^^ (i x) und i x) sind reeU, wenn für die Potenzen 

stets die Hauptwerte genommen werden. Die Bedeutung der Hankelschen 
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Funktionen liegt darin, daß sie die einzigen Lösungen der D61 sind, welche 2*162 
die Randbedingung 

Hm = lim e'**) = 0 

r-*-oo r-¥oo 

— erfüllen; vgl. CtmrarU’Häbert, S 408f. 

Die Besselschen Funktionen sind eingehend untersucht. Von ihren 
Eigenschaften seien hier nur folgende angeführt: 

Für ganze Zahlen n sind die , wenn = (— 1)” gesetzt wird, die 
Koeffizienten in der Entwicklung 


n 

= (i)* ““ ® > 


und für natürliche Zahlen k: 




(-l)*(2g)*^^ (i* /gina;\ j 




S'n d{i^f 

2 XJy = (V+l) — (v + 3) + (v + b) H * ' * 

(die Reihe der absoluten Beträge konvergiert gleichmäßig in jedem be- 
schränkten Intervall); 

Yo{x) = Jo(x)logx— 2 J^^(x) , 

A a;' Z, {X) = Z,_, {X) , ^ x"' Z, (x) = - x- Z„, (x) , 

2i'^,(x) = x[Z,.i(x) +Z,^i(x)]; 


in der ersten und dritten der drei letzten Formeln darf v *- 1 und in der 
zweiten v keine negative ganze Zahl sein. 

Für Darstellungen der Besselschen Funktionen durch bestimmte 
Integrale und Kurvenintegrale vgl. die angegebene Literatur. Für ganz- 
zahliges n ^ 0 und große x ist 

y X Jjn (*^) = (~ 1)" X + sin x) + 0 ( x"*) , 

•^2«u(*) = (- 1)""^ X - sin x) + 0 (x-*) . 

Für weitergehende asymptotische Darstellungen sowie über Abschätzungen 
der Lage der Nullstellen s. z. B. Pascal, S. 1432ff. und JcAnke-Emde. 
Bin«»!» Bericht über die Entwicklung von Funktionen in Reihen, die nach 


*) Für iZ-i-j s. Watson, a. s. 0., S. 66. 
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0. 2. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


2 «i 62 


Besselschen Funktionen fortschreiten, findet man ebenfalls z. B. bei Pascal^ 
S. 1443ff. 

Verwandte DGlen. Eine große Anzahl anderer DGlen, die bei den 
Anwendungen der Mathematik aufbreten, läßt sich in die Besselsche DGl 
überführen. Bei den folgenden DGlen können diese Transformationen 
aus der Gestalt der Lösungen unmittelbar abgelesen werden und damit 
auch die Transformationen, welche die verschiedenen Gien ineinander 
überführen (vgl. auch irotoon, S. 95—102, Nielsen^ S. 129—133). Für 
Einzelheiten über die angeführten DGlen vgl. auch die Stellen, an denen 
sie in dieser Sammlung einzeln eingereiht sind. 

(la) y" + a X y' + (b c) y == 0, w 4= 0; 

54=0: y — X ^ x^\ mit ~ (1 — a)* — 4c , 


0 = 0 : 




l -gf^ 1-a-u 

+ C^x ^ 


l~a 

X 2 (Ci + Gg log x) 


für // = (1 — a)^ — 4 c 4= 0 , 

für (1 — a)^ — 4 c = 0 . 


(Ib) ^x^y'^ + (l^2a)xy' (62 y = 0: 


y = 


ixf' (c 

Gl x^-^* + Gg 
^ (Gl + Gg log x) 


für 6 4= 0, c 4= 0> 

für 64 = 0 , c = 0, r4=0, 

für 6 = 0 oder 6 4 = 0, c = 0, v = 0. 


Diese beiden Ergebnisse sind gleichwertig. Einige Sonderfalle dieser 
Formeln von Lommd und McUmsidn sind: 


(2) 

** y" + * / — (** 4- »*) » = 0; 

Zy (i x) 

(3) 

** y" + * y' —(* + »>*) y 0; 

28.(2if^) 

(4) 

y" + a: y' + 1 (* — r*) y = 0; 

2.(1^) 

(5) 

y" + * y' + 4 (a4 — »>*) y = 0; 

Z,(x^) 

(6) 

**y" + (l-2v)xy'+v*(!r®' + l- 

»^)y = 0; x’'Z,(x 

(7) 

X* y" — [c X* + p (p — 1)1 y = 0 ; 


(«) 

*y"4-(l — 2*>)y' + xy = 0; 

3 rZ,(x) 

(9) 

xy"— apy' — cxy = 0; 

oir^z^^[iflx) 

(IO) 

y" — cx**"*y = 0; fxZ^U^ 

c , vgl. auch 2-14. 

(II) 

y"±xy = 0; l^Zj(|xi). 

(§.»*)• 


Allgemeiner als (i) sind folgende beiden gleichwertigen Ergebnisse von 
Ixmmel: 
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(12.) + 

/ = /(;«). 9 = ? (*) ; y = /(2:) [gl (*)] 

(I2b) y"-[^ + (2v-l)^ + 2i']y' 

g = g(x),h = h{x); y = h/Z,{g) 

Sonderfälle sind: 


(13) 


{14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 


( 20 ) 

(21) 

( 22 ) 


+ 



LC 

2 / 





y = 



ä^' + [lV' 


(7) + B“”*) + = 

y=|/Iz,(g) 
y" — [^ + ( 2 /< - 1 ) j] y' + [(/«* - »•*) (!)■ + 7*1 y = 0; 


y = fZ, ig) 


X* y" - [(2 o — 1) + 2 6 c a'] ar y' 

4. [o* -»•*/?» + (2a - c) 6c af + 6*c* ar' + «*/?* y = 0; 
y = Z,{xx^) 

a4 y" — [(2 a - 1) + 2 6 c af] X / 

-f [(a* — 1 »* c*) 4- (2 a — c) 6 c + (ft* + c* x"'*] y = 0 ; 
y = a:‘e**'Z, (daf) 
a4 y" — [(2 o — 1) ± 2 * 6 c af] X y' 

+ [(o* — r* c*) ± (2 o — c) » 6 c a^'] y = 0; 
y = xf‘ ZAb xf) 


X* (X* - 1)* y" 4- [(1 - 4 o) X* - 1] X (x* - 1) y' 

+ [(X* - 1^) (X* - 1)* + 4 a (o + 1) X* - 2a X* (x* - 1)1 y = 0; 
y=|x*-l|“Z,{x) 

**y" + (* — 2x*tgx) y' — (xtg x+ V*) y = 0; ^Z,(x) 


3^tf'''+(x+ 2x*ctgx)y' + (xctgx— »-*)y = 0; 

X* y" + (x — 2 X*/) y' + [X* (1+/* — /') — */— »^ y = 0 , /=/(x) ; 
y =Z,(x)exp//dx 


2-x6: 
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C. 2 . Iiineue IMflerential|^eidiimgeii irweiter Qrdnnng. 


( 23 ) **y"+2axy'+[(6*e***-y*)c«**+a(a-ljyf=0; y=*-Z,(60 

(24) ** y" + (e^ — r*) y = 0 ; y = xZ, (e*) 

V^. auch 2-343. Differentialgleichungen höherer Ordnung, die durch 
Besselsche Funktionen gelöst werden können, findet man in 

3- 6, 8, 32, 35, 42, 43, 51—53. 61, 67, 83; 

4- 22, 24—26, 33, 36—38; 

5 - 9 . II- 


2*163 jj* y" + ap y' + («^ — r*) y = /(«) ; unhomogene Besselsche DGl. 

Die Lösungen der homogenen DGl sind nach 2162 bekannt. Kennt man 
eine Lösung der unhomogenen Gl, so kennt man somit alle Lösungen. Da 

ist, ist (vgi. A24-2 (a)) 

I Y, {X) / xJ,(x)f(x) dx - f y,(x) / X Y,{x)f{x) dx 
eine Lösung. 

Für den Fall, daß f(x) = 3^ ist, sind Reihenentwicklungen (Lommelsche 
Funktionen) von Lösungen bekannt: 

(a) f(x) — n eine natürliche Zahl: 


(- D- (,-!)! 2"*- S(- D* (f )"’* + ” 


dabei ist 


T{v + n) 




= (v + n — 1) (v 4 - » — 2) • • • (v + Är -h 1) ; 


(b) f{x) = weder p + v noch ^ — v ist eine ganze Zahl ^ 0 : 




(- 1 )*! 

a 

Q+ 2 k 


'-^-+‘+‘1 
l 2 




-2n 

t 

r(»-n) 


(c) f(x) = x' m eine ganze Zahl ^ 0 und v keine ganze Zahl ^ n: 

n-l 


ji!2" 






^ \2/ ir'{k+i) , r{v + k + i)\-]_ 

^ it!r(i. + i + i)\r(* + i) r(i.-f i + D/J’ 

dabei bedeutet die erste Summe 0 für n ~ 0 . 

Nidsen, Qjrlinderfiinktioiieii, S. 91ff. Watson, Beseel functions, S. 345 fi. 
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(d) 


fix) = 


£)ine Lösiing ist Slruves Funktion 


'ML. 


(ir'” 


^v(a:) -_27 (— 1)* - äV / 3l- 

McLachlan, Bessel functions, S. 84. 

Ist 91(3:) eine Lösung der DGl mit beliebigem f{x), so ist 
x“ <p (b a:‘) (6 + 0, c + 0) 

eine Lösung von 


(!) x’‘ y" + (1 — 2a) X y' + (6* c* + o* - r* c*) y = c^x'‘f(b uf) 

und 

(p (d./) 

eine Lösung von 

( 2 ) z^y^' -[(2a-l)x-\-2bc7f^^]y^ 

+ [(a^ — c^) + {2 a — c)bcz^ (b^ + d^) t? y ~ x" f(dx^) . 

Nielsen, Cylinderfunktionen, S. 129—133. 


a;2 + jj 1^' + (x a;2 — ^2^ = 0 

Nach 2162 (I) sind die Lösungen die Zylinderfunktionen y = Z^^z 
Ist V fest und A ein Parameter, der durch die Randbedingungen 
y(l) = 0, y{x) beschränkt für x-> 0 
zu bestimmen ist, so sind die zugehörigen Eigenfunktionen y = Jy{x \ 
wobei die Eigenwerte A durch (I^A) =0 bestimmt sind; für den n-ten 
Eigenwert gilt A« (n n)^. 

CouranU Hilbert, Methoden math. Physik I, S. 280, 361. 

Für die Randbedingungen 

y{x) beschränkt für 0 < x < 00 

sind die Eigenfunktionen die' Besselschen Funktionen y ~ ^ 

(A ^ 0 ) ; diese Eigenwertaufgabe hat also ein kontinuierliches Spektrum. 
Der Entwicklung einer gegebenen Funktion /(x) nach Eigenfunktionen 
entspricht hier eine Integraldarstellung 

00 ^ 

f(x) — f tJ„(tx)g{t)dx mit g(t) — j i Jy(it) f(^) . 

0 0 

Coufänt-Hilbert, Methoden math. Physik, S. 293, 424ff. 


2-164 



444 


C. 2. Lineale DiffetenUalgleichuiigen zweiter Ordniiiig. 


2-165 »*Jf"+*^+ 4 (äe*— D*)yssO 8.2-162(5). 

2-l65a «*»" + (* + o) y'— y SS 0 

y — xe* |ci Cj J e * <ix) (.ff- Oörtkr). 

2-166 a!*y"-*y'+ysr 3 a!» 

y = a: (Cj + C, log ®) + j ** • 

Monis-Brown, Diff. Equations, S. 149, 373. 

2-167 a!*y"— a!y' + (aa5*-fö)yÄ0 8.2-162(1). 

2-168 a 5 *y"-f 2 a!y'ssO, d. i. (a:*y')' = 0 . 

y = ^1 + 7*; Gmndlösung: | j - 

Für die Randbedingungen „y{l) = a y'(l), y(x) beschränkt für x -> 0 “ 
ist die Greensche Funktion 

a+1— i für0<x^f, 

ot+l— ~ für0<f^a:. 

Westfaü, Dias., S. 62. 

2-169 y" + 2 ;c Sf'+ (a 05 — ö*) y = 0 ; Sonderfall von 2-162 (i). 

2-170 05 * j" •^ 2 xy' + (oac* + 5 ) 9 = 0 

Sonderfall von 2-162 (l). Ist 6 = — n (n — 1) (n eine natürliche Zahl), 
so entsteht für y = a:**"' u(x) die D 61 2-105 

a;it" + 2ntt' + aa;i 4 = 0. 

Daher hat z. B.^die DGl 

»*y"+2a;y'-~(a*a:*+2)y==0 

die Lösungen 

x* y = (?! (a X — 1) e®* + Gj (a 2 + 1) 

Forsyth- Jacobsthal, BGlen, S. 88, 686. 

2-171 05 *if"+ 2 flCif' 4 -[Ao 5 *+oo 5 — n (n+l)]y=s0 

Sind zu dieser DGl noch die Randbedingungen 
„yix) hat einen Grenzwert für x •-»- 0 und bleibt beschränkt für x 00** 
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gegeben^ so sind die Eigenwerte erstens alle Zahlen A > 0 und zweitens 


diejenigen Zahlen A < 0 , für welche l = 




eine ganze Zahl > n 


ist; das Spektrum besteht also aus einem kontinuierlichen Teil und einer 
abzählbaren Folge mit dem Lomes A = 0 . Die zu dem ersten Teil gdiörigen 
Eigenfunktionen können durch Ansetzen einer Potenzreihe gefunden 
werden. Die zu dem zweiten Teil gehörigen Eigenfunktionen sind 




WO die die LagnerreBchen Polynome sind. 


Schrödinger, Wellenmechanik, S. [132]. Courant-Hilbert, Methoden math. 
Ph 3 r 8 ik I, S. 294— 296. Für die Bestimmung von Eigenwerten vgl. auch D. R. Har- 
tree, Proceedings Cambridge 24 (1928) 89—132, 426—437. 


+2 (flc— 1 ) y* -haif = 0 ; Sonderfail von 2162 (17). 2-172 


+2 (aj+a)y' — 6 ( 5 — l)yss0 2-17.3 

Für y{x) f ^ entsteht die Besselsche D 61 2-162 (9) 

Foragth-Jaeobathal, DGlen, S. 118, 698« 

— 22 Pjf' +2 j = ap®logap 2-174 

y = Cj a: + C, ^ |log . 

Morrit-Brovm, Diff. Eqnations, S. 121, 367. 

y" ^2 y' ssx ainx + {a3i^ + 12 a+i) cos* 2-175 

y = Ci ** + C, ar"^ — o cos a; — sin x . 

IntermMiaire math. (2) 3 (1924) 138, Nr. 6321. 

2-176 

2-177 


x^y"— 2 xy' + { 31 ^ + 2) y^O; SonderfaU von 2-179. 

y = Ci xsin x + C, x cos x. 

»* y" - 2 *»' + (**+ 2) Jf = “ 

% 

y = x sin % log \ x\ — x cos x dx ■j- C^x sin x C^x cos x . 

0 

* J. Rose, MaOiestB 45 (1931) 31f. 
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C. 2. Lineate IMerential^eichungen zweiter Ordnung. 


2178 ®*y"-2a!9'+(®*+2)»=:~ 

y = sin x + ^ COS a; log | cos a: | + a; sin a; + O2 a; cos z 
J. Rose, Mathesis 46 (1931) 31—38. 

2-179 — 2 flcy' + (o 2 ap^ + 2 )y = 0 ; Sonderfall von 2*162 (i). 

y =: CiZcoBa X + C2zsina z . 

Forsyth-Jaccbathal, DGlen, S. 109, 696. 

2-i8o J? 2 y"+ 3 a?y' + (a?2 + l — r^)y = /(ap) 

Die homogene DGl ist ein Sonderfall von 2*162 (i) und hat die Lö- 
sungen ^Zp(x), Daher ist die unhomogene Gl nach A24*2 (a) lösbar. 

Für f{z) = g beliebig, n eine ganze Zahl, v nicht ganz oder 

V ganz und > n) ist die Ixmmelsche Funktion 

2 ’ , ^r{v-k) I *\2i-r-l 

eine Lösung. 

Watson, Bessel functions, S. 276. Nielsen, Cylinderfunktionen S. 285. 

Für r = n und 

( z (n > 0 und gerade) 

\n {n 5" 0 und ungerade) 

genügen der DGl die N eumannschen Polynome |Polynome in 

n / \ ^ Vy n(n — k — 1)1 I 

ff==On(z) = j 2 j r. 2 furn>0 

und Oq(x) — • 

Pascal, Repertorium, S. 1440. 

2-i8i + ( 3 *— 1 ) 9' +ys =0 

y = j exp (- 1) fCi + C, exp^ dx] . 


2 "I 82 3^y" — ixy'+iyssbx 

y = 5x + Ci** + (7, i*log|x|. 
Morn»- Brown, Diff. Equations, S. 148, 371. 
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— 3 a;if'-- 5 ifaiiE>l«ga; 2.183 

S,_C,# + 5-flog|.|. 

Morria-Brownf Diff. Equations, S. 123. 

4 x»' +6»=«*— a;* 2-184 

y = Y + **log |x| + Cj I* -f Cj x* . 

Morris-Broum, DifF. Equations, S. 148, 371. 

— (2«*— 4 )y=:: 0 ; Sonderfall von 2*162 (l). 2*185 


— 5 « jf' +8|> = a^0in« 2*186 

y = <^iX* + C',x*-ix*Co(x + ix* J^^dx. 

MorriS’BrowUf Diff. Equations, S. 124, 368. 

x*jf"+aajy'+ 5 jfss 0 ; Eulersche D 61 A 22*3. 2*187 

Man bestimme a, ß so, daß a + ß = 1 — dß = b ist. Sind a, ß 
reell, so sind die Liösungen 

__ I Ci a;* + Cj für a 4= /? , 

^ ~ 1 X* (Cj + Gi log x) für « = ^ . 

Sind a, jS = r ± i 5 nicht reell, so sind die Lösungen 

y = y [Cj cos (« log x) + Cg sin {8 log x)] . 


X* jf" + (ax 4 - 5 ) 4*0 jfsO 2 -i88 

Für y (x) = r ?? tf)» f = - entsteht, wenn v die Glr* + v ( 1 — a) + e ~ 0 
erfüllt, die DGl 2*120 

fi?" + [(2-6)f + (2v + 2~a)]iy' + [(l~6)f+2r + 2-a-.6ir]i,=;=0. 

X* y" 4- a X y' 4* (5 X*** 4- c) Ä 0 s, 2*162 ^i)- 2*189 

Die DGl ist genau dann mit Hilfe der elementcuren transvendenten 
Funktionen in geschlossener Form darstellbar, wenn 6 = 0 (der Fall der 
Eulerschen DGl) oder wenn 4 [(a — 1)* — 4 c] = m* (2 n + 1 )* für eine 
natürliche Zahl n ist. 

Fcfafftk-Jacob$ihal, DGlen, S. 210, 748. Vgl. auch 6 ‘ 84 . 
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G. 2 . Lineare DiSerentialgleidningen zweiter Ordnung. 


1- igo + (ax+b)yssO; konfluente kypergeometrische DGl. 

Vgl. 2-407. Für y = u{z) exp entsteht die DGl 2-273 

j ** + o » + fcj t» = 0 . 

Für a = 0 ist diese DGl ein Sondeifall von 2-162 (l). 
Whittaker-WatsM, Modem Analysis. S. 337. 

2- 191 — 2»=s0 

2-192 as*y" + (a 5 *— l)y'— yssO 

yexpx = Ci -f C^j exp ja:— dx. 

Fick, POlen, S. 63. 176. 


2193 »*F"+*(*-i-l)»' + (»— 8 )Fs»0 


— 8’» + 20 \ n ( ** * 

y- — 5 — (Ct+Cj / --_8- 


2-194 a^y"+x{x-¥l)y'*(Zx—l)yssO 

Forayth-Jacobathal, DGlen, S. 161, 728. 

2-195 x^y" + (x+Z)xy'—y^a 

_i _£ 

Für y = a; ^ e * u{x) entsteht als Normalform die Whittakersche 
DGl 2-273 

4 x* tt" = (^ •^- 6 * -f- 7) y . 

2-196 (x— l)ysO 

y = CiX-{-CfxJ^x~*dx. 


2-197 (a;*— 2 a()|r'— («■<-a)ffB; 0 ; Sonderfall von 2-162 (i6). 
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(«*— 2 «)ff'--( 3 d( 4 - 2 ) ysO 2198 

y = z^|Ci + Cj J^darJ. 

je*y" — X (« 4 - 4 ) y' + 4 |f sO 2-199 

y = a^e*(Ci + C,/ x'^r^dx). 

ForsyÜt- Jacobsthal, DGlen, S. 161, 728. 

jc* jf" + 2 jf' — p (p — 1 ) y = 0 ; Sonderfall von 2-162 (16). 2-200 

Für p — n -t -^tind die Lösungen untersucht und tabuliert bei T. Olcaya. Proc. 
Phys.-math. Soc. Japan (3) 21 (1939) 287—298. 

-f a? (2a; + 1) — 4 if = 0 2-201 

2 x*- 4 a:-f 3 /^ C 9 *» e'»* . \ 

3*» P + (2**- 4*+3)*‘^*) 

a^y" — 2 a!(a 5 + l)y' + 2 (* + l)yÄ 0 2-202 

y — 0 ^ z X * 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 134, 707. 

a?2y" +oa;2jf' — 2y = 0 2-203 

axy = Ci{ax-2) + C,(ax + 2) e'*^ 

Foraylh-Jaeobtlhal, DGlen, S. 206, 740. 

a* y" + (a + 2 5) aj* y' + [(o + 6) ft »* — 2 ] y = 0 ; Sonderfall von 2-204 

2-162 (17). 

Forsyth-JacobtÜMl, DGlen, S. 163, 728f. 

ac* y" + « of* y' + /(jc) y = 0 2-205 

y = uexpj- jOx| 

X® «" + [/(a:) - -j o* •** j « = 0 ■ 


entsteht 
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C. 2. Lineare Differentialgkichungen «weiter Ordnung. 


2206 x^y"+{iax-i-b)xy' + (cx^ + abx 4 rd)ys: 0 ; 
2'I62 (16) mit e=ß—l- 


Sonderfall von 


1-207 3r*j" + (a» + 6 )*»' + (ßa!*+/J® + y)»=« 8.2-215. 


2-208 ^ ^ 

2-209 r2»" + (a^+2)*»' + (**-2)»=0 

s = C.| + <^.(l-|/s) « = *W="P(-7) 

Unter den Lösungen befinden .sich Polynome PJx), und zwai hind 
das für a > - -| ufid n = 0. 1. 2, . . . die Polynome, die entstehen, wenn 
man die Potenzen 1, x, **,.•• so orthogonalisiert, daß 

fe- ‘‘ [xf“ P«(x) P«(x) dx = 0 für m « 

-00 

ist. 

Szegö, Orthogonal polynomials, S. 371, Aufg. -ö. 

2-2II x2r+4ar»»' + (4®* + 2ar* + l)»=0 

Für tt(x) — ^y entsteht die DGl 2-187 2^ it" + « — ß- 

y = yi e-"* [Ci cos (« log X) + Cj sin (a log x)] mit a = j ^ ' 

2-2.2 + + + = 

tionen /(x) auch 2-215. 

2-213 3^y" +i3^*i)xy'-y-^ 

Für 2 /(x) - = X» entsteht die DGl 2195 

+ + = 

2-214 a* jf" + [-®‘ + (2 « +2 o + 1) »* + (- 1)" «-«*] » = ® 

Für y = «(x)x“ exp(- |x*) entsteht die DGl 2-2lO mit « statt y. 
Szegö, Orthogonal polynomials, S. 371, Aufg. ^6- 
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jf" + (ox*^ + 5) ap («a?”" + + y) y = 0, n braucht keine ganze 

Zahl zu sein. 

Für y(x) = f = x” entsteht, wenn k der Gl 

+ — \)kn + y~^ 

genügt, die DGl 

f ?/" + [n a I + 2 1; ^ (w — 1 + 6)] Y +(a f + lrwa + /9)iy~0. 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 280, 790. 

Diese DGl ist von dem Typus 2* 120 und in besonderen Fällen, nämlich 

wenn , « , 

4a4=ö^ und 2/J = a(6 + w — 1) 

ist, von dem Typus 2«l62 (17); in besonderen Fällen ist auch die ur- 
sprüngliche DGl von dem Typus 2-162 (16). 

x^y" {ax^+ '‘lc)xy' + [a(a + c-{-d — l)x^ -\-c(c — l)~d(d—l)] y = 0, 
y = exp jCj + C, J ar”*'* exp ^ ds ^ ; 

X* .V" + (a ** + 2 c) a: j/' + [o (c - (i) x* + c (c - 1) - (i (d - 1 )] y = 0 . 
y = 3 i^~‘ C'i + C, ^ exp dx j (H. Oörtkr) 

+ (oas* +ö) *if' + (A*"“ +ß»“ +Ca!^ + D) j^äO s. 2-162(16). 

— (2ar*tgaj — a5)y' — (aftg® •♦•o)y=0 s. 2-162 (20). 

+ (2** ctg® -fx) if' + (* ctg* -f o) y=0 s. 2-162 (21). 

®*y" + 2® /y' + (*/'+/*—/ -Hoaf* + 5® -fc) y^O, f =f(x). 

Für tt(x) = yexp J ^ dx entsteht die DGl 2-154 u statt y. 
ßoole, D8f. Equations, S. 4ö0f. 

®*y" +2®®/y' + (®2(/'+f+«)-- >'(>' + = /=/(*)• 

Für tt(x) = y exp J fdx entsteht 2-153 mit « statt y. 

®»y" + (®--2®*/)y' + [®*(l +/*-/')-«•/— X*]y = 0, /=/(x); 

8. 2-162 (22). 


2-215 


2-216 

2-217 

2-218 

2-219 

2-220 

2-221 
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C. 2. Lineare Diiferentialgleirhungen zweiter Ordnung. 


8 £*- 860 . (a*±o*) »"+ ••• 

\’ 22 Z (ac* + 1 ) 9" + * I/' +2 j = 0 : Sonderfall von 2-297. 

y — Ci cos tt + Cj sin u, u~ l'* 21og (a; + f a:* + l) . 

E-22:, + — 9 » = 0; Sonderfall von 2*297. 

Die Lösungen können auch in der Gestalt 

w = (4 a:* + 3) a: ((7, - 4 - C, f ^-==) 

^ ^ \ 1 • *./ *i(4a:i+3)./F+T/ 

geschi-ieben werden. 

1*224 + l) + a? if' -f a j/ = 0 ; Sonderfall von 2 297. 

Vgl. hierzu auch J. Halm, Transactions Soc. Edinburgh 41 (1906) 651 — 676. 

:-225 { 3 fi + l)y''—xy' +y =:0 

y = Cj X + Cj X J ^-^ -dx . 

>226 (x* + l)y"+2®y' — r(p+l)y=s0 s. 2-240 (i). 

•227 (** + 1) y" — 2*1^ +2ys=0 

y = Cj X + C, (x* — 1) . 


•228 (a!* + l)y" +3a5y' +osf=0 
Durch Differentiation von 

(I) (x*+ l)tt"4-xtt' + (a~l)ti = 0 

entsteht 

{x^ + 1) v'" + 3 a; tt" + a = 0 . 

Daher ist y = u\ wo u eine beliebige Lösung von (i) ist. Die Gl (I) läßt 
sich nach 2*297 lösen. 

Vgl. auch J. Halm, Transactions Soc. Edinburgh 41 (1906) 661—676. 

•229 (ap* + l) ft' + 4 aE?j^' ^ 2 ysz 2 eoBx^ 2 x\ exakte DGl. 

(a:2 + 1) y = Gj + Gj X — y — 2 cos a; . 

Morm-Broym, Diff. Equations, S. 128. 
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222- 250. (** i**)y" + **'' 

(ar* 4 -l)y" 4 -aary' + (a— 2 )ys 0 ; exakte DGL 2-230 

y = (2* + [C, + C, J (2* + l)i-* ete] . 

(flC* — — r (v«fl) jfssO; Sonderfall von 2240 (14), a = n = l. 2*231 

(ap* — 1 ) 9" — n (n + 1 ) y («) =s 0 , das Legendresche Polynom 2*232 

a-ter Ordnung. 

Eine Lösung ist i P^_^(x). 

ForByth- Jacobsthal, DGlen, S. 174, 732. 


(«* — 1 ) y'' — fl (n + 1 ) y -f 0 '^ (ac) = 0 , die Kugelfunktion zweiter Art 2*233 

und n-ter Ordnun 

Eine Lösung ist j — - 
Forsyth-Jacobsthal, DGlen, S. 175. 732. 


(a?2-l)y"+apy'+8=:0 2*234 

Das ist eine lineare D61 erster Ordnung für /. Man erhält 

y = Cj + Cj w ± ir*; 

für |a:|<l ist tt = arcsin 2 , und es gilt das obere Vorzeichen, für 
|a:| > 1 ist u = flrSof Xy und es gilt das untere Vorzeichen. 

Forsyth-Jacobsthal, DGlen, S. 98, 692; ergänzt. 

(a?* - 1 ) y" 4- « y' + a y = 0 2*235 

(a) a = a* > 0. Die Lösungen sind 

|CiC 08 (aflrffo||a:|) + (72 8in(a£lt€o||a;|) für|a;|>l, 

^ ~ I Cj exp (a arccos a:) + G^exp (— aarc cos a:) für |x|< 1 . 

Forsyth-Jacobsihaly DGlen, S. 114; ergänzt. 

(b) a = — a* < 0. Die Lösungen sind 

^|Oiexp(aaT€ofix|) + C',exp(-aataa|lx|) für lxl>l, 

^ I (7j cos (a arc cos x) + Cj cos (a arc sin x) für |x| < 1 .. 

* Forsyik-JiUiobsÜkUy DGlen, S« 114, 159, 697, 726; ergänzt. 
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C. 2. Lmeare DifFerentialgleichungen zweiter Ordnung. 


(c) Ist a = — V? (n eine natürliche Zahl), so sind unter den Lösungen 
die Tschebyscheffschen Polynome 

Tj^(x) = cos (n arc cos x} . 

Pascal, Repertorium I,. S. 1466. Couravt-Hübert, Methoden math. Physik I, 
S. 75, 283, 439. 

(d) Für die Eigenwertaufgabe 

+ xy'-Xy = 0, y(x) regulär in o: ± 1 

sind die Eigenwerte A = n* (n ganz) und die Eigenfunktionen die Tscheby- 
scheffschen Polynome T^,(x), 


2 236 (a?* — 1) y" + jp + f(x) y = 0 

Für |ir|< 1 geht die DGl durch die Transformation 
^(z)—r/({), x = coai, < S < (k -h 1) 

über in 

d. h. in eine Hillsche DGl 2*30, und für |x| > 1 durch 

y !«l =io|f 

in 

<+/(ffoff)?/ = 0. 

Für eine unmittelbare Behandlung der DGl s. Ince, Diff. Equations, S. 385ff. 
Ferner PooU, Proceedinga London Math. Soc. (2) 20 (1922) 374. 


2237 (»*— 1)»" +2ar|f'Ä0 


y = Ci + Cjlog 


* + 1 


Eine .Grundlösung ist 


F^jlog 


(*-l)(^+l) 


|(ar-f l)(f-l)| 

Für die Randbedingungen 

y(x) beschränkt in ~ 1 < x < 1 

ist y = C eine eigentliche Lösung. Daher gibt es zu dieser Randwert- 
aufgabe keine Greensche Funktion im eigentlichen Sinne. Eine verall- 
gemeinerte Greensche Funktion ist 


r*(x,^) 


— 2 *og(l — *)(l+f) + log2 — -g füra;;gf, 

— ilog(l + a;)(l — |) + log2 — i för x>f. 


Hilbert, Integralgleichuiigen, 8. 45. 
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(af*— l)y"+2»|f'Äa 


y = olog l* + i| + Ci + Cjlog 


» + 1 
» — 1 


(as* — 1 ) jf" + 2 a? jf' — a jf SS 0 

Die DGl ist im wesentlichen die Legendresche DGl 2-240. Sind die 
Randbedingungen 

y(x) beschrankt für — 1 < a; < 1 

gegeben, so sind die (einfachen) Eigenwerte A = n (n + 1) mit n = 0, 

1, 2, . . . und die normierten Eigenfunktionen ^ n + l Pn(x), WO die P« 
die Legendreschen Polynome sind. 

Courant- Hilbert, Methoden roalh. Physik I, S. 280f. 

(ap* — 1) + 2 « y' — n (n + 1) y = 0; Legendreache DGl. 

Lit.: Encyklopädie IIj, S. 696—732. Pascal, Repertorium I 3 , S. 1397—1412. 
Courant- Uüberi, Methoden math. Physik I, S. 70-74, 280ff., 433—437. Forsyth- 
Jacobsthal, DGlen, S. 164—182, 208, ölOff., 744 (nicht immer ganz einwandfrei). 
Reine, Kugelfiinktionen. Frank-v, Mises, D- u. IGlen, 2. Aufl. 1930, S. 389 fr., 
434 ff. Szaifo, Orthogonal polynomials. Whittaker-Watson, Modem Analysis, Kap. 16. 
Hobson, Spherioal harmonics. W- Magnus-F, OberheUinger, Formeln und Sätze 
der speziellen Funktionen der mathematischen Physik, Berlin 1943. Über die 
Beziehung zu den partiellen DGlen s. auch Humbert, Potentiels. 

Für die numerischen Werte der Legendreschen Funktionen s. Encyklopädie Ilj. 
S. 708. Jahnke-Emde, Funktionentafeln. Hayad^i, Funktionentafeln. Perry, 
Philos. Magazine (6) 32 (1891) 612. A, Schmidt, Tafeln der normierten Kugel- 
funktionen, Gotha 1936, 62 S. R. Egersdbrfer — L. Egersd&rfer, Formeln und Ta- 
bellen der zugeordneten Kugelfunktionen 1. Art von w = 1 bis n = 2; I. Teil: 
Formeln; Reichsamt für Wetterdienst, Wissensch. Abh. 1, Nr. 6 (1936), 37 8, 
R. J, Taüqvist, Sechsstellige Tafeln der 16 ersten Kugelfiinktionen Pu ( 4 ?); Sechs- 
stellige Tafeln der 32 ersten Kugelfunktionen Pu (cos d); Acta Soc. Fennioae 
A (2) 2 (1938), Nr. 4 u. Nr. 11. F. Vandrey, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 
(2) 20 (1940) 277f. (Q^(x) fürn = 0, 1, . . .. 7 und 0 < x < 1.) 

Die DGl ist in dem Typus 2-407 für a| = — 1, hj = 0, = Oj = 6^ = 6j 

= 1, ai = = aa = /?j, = 0, o, = — v, iSz = v + 1 enthalten und kann 

daher auf die hypergeometrische DGl 2-260 zurückgefuhrt werden. Ferner 
ist sie in dem Typus 2-410 für a = 1, 6 = 2, p = 2, = 0 , r = — y (y + 1 ), 
« = 0 enthalten. 

Häufig wird auch die durch die Transformation y(x) = x = cosf 
entstehende Gl 

ly'' sin f + 17' cos f + y (y + d) ly sin f == 0 
als Legendresche DGl bezeichnet. 


2-238 


2-239 


2*240 
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C. 2. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


2*240 In selbstadjungierter Form geschrieben, lautet die DGl 

Die Invariante der DGl ist 

, 1 vd' + i) 

^ (ar* - !)• ar* - 1 ‘ 

Durch die Transformation y(x)=Tj{S)j $ — — x geht die DGl in 
sich über. Bei Beschränkung auf reelle x genügt es daher, sich mit dem 
Bereich a? > 0 zu beschäftigen. Beschränkt man sich nicht auf a: > 0, 
so ist im folgenden bei nicht-ganzzahligem v als eindeutige analytische 
Funktion in der von a; = 0 aus aufgeschnittenen a?-Ebene festgelegt zu 
denken. Entsprechendes gilt für logarithmische Glieder. 


Potenzreihen als Lösungen. 

( A) Für I jc I < 1 erhält man auf Grund der oben erwähnten Beziehung 
der Legendreschen zur hypergeonietrischen DGl die Lösungen in der 
Gestalt 



1 






wo F die hypergeometrische Reihe 2-260 (lO) ist. 


(B) Für I a: ! > 1 wird 


y,(a:) = r' + X'(- 1)' 

4r«l 


,1 




rj 


gesetzt : dabei soll 2 v keine natürliche ungerade Zahl sein : ist v eine natür- 
liche gerade Zahl, so sind alle Glieder fortzulassen, die im Zähler den 
Faktor 0 enthalten. 

(a) 2v keine ganze ungerade Zahl. Dann sind 
y = c, y, + C\ y.,., 


alle Lösungen der DGl. 

(b) 2v = 2p-fl, p eine ganze Zahl ^0, Dann sind die Lösungen 


y = <^1 y* + <?* y-.-i ; 


dabei ist 


y, =liin 








t-0 


y(y - l)...(y - 2i- 4- ])»' 

2*t!(2»-l){2r-3)--(2r-i + 1) 
(» + 1) (» + 2 ) . . . (r + 2 1) 


+ A, (r) y.,., log X 


+ K (*■) S 


JTi 2*^t!(2» + 3)(2» + 6)-.-(2i.+fii+ 0 
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und 

A,W = (-ir*— J — g<g-^)--<e-2>) , 

(•- + - 2 ) ! {2e - l)(2f - 3)- • (2^ - 2»+ 2) 

2,/ 1 I 1 \ 2i 1 

W = ^ \2 * 2 » + 2x +.1/ — > 

«•l »e-l 

und. (las erste Glied der ersten Summe von soll x" sein. 

(c) 2 v — — ( 2 q + l)yq eine natürliche Zahl. Dann sind die Lösungen 

y = y, + <?2 y-.-j . 

WO y* die in (b) eingeführte Funktion ist. 

(d) r = — Die Lösungen sind 

y = + ^2 y-i j 

dabei ist 



lim 


yy-y.y-l 

2t + 1 


= y-j log * + 2 C^*) A, (- j) (4 X) 


2* 


Einführung der Legendreachen Funktionen, Für x > 1 ^ird gesetzt 


P,(x) = 


r(2» + i) 

?'r(v + i)r(f + 1) 


yr(^) 


{F die bekannte Gamma-Funktion), falls 2 v weder eine negative ganze 
Zahl noch eine positive ungerade Zahl ist, und 


QAx) = 


2*'r(v + i)r(v-h 1) 

r{2v-{-2) 


y-.-i : 


falls 2 V keine ganze Zahl < — 1 ist. Diese Funktionen heißen Legendreache 
Funktionen erster und zweiter Art oder auch Kugelfunktiomn erster und 
zweiter Art (zonal harmonics). Für die Darstellung dieser Funktionen 
durch Integrale s. A 19-5 sowie die dort angegebene Literatur. 

Ist y =r. n eine natürliche Zahl, so bricht die Reihe für y^ ab, und man 
erhält für alle x das Legendresche* Polynom 


also 


— -L. (x^ — D« 


2 k 


P,(z) = 1, Pj(x) = X, P,(x) = i (3 X* - 1) , 

Pj(x) = -i- (5 X* — 3 x) , P 4 (x) = -^ (35 X* — 30 X* + 3) , 


2-240 
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C. 2 . laneare Differmtialgleichungeii sweiter Ordnung. 


2^240 während z. B. 

ös(*) = ^ ^*(*) lög — I X 

ist. 

Die P^{x) erfüllen für— oo<aj< + cx) die DGl. Für natürliche 
Zahlen r = n und | 2 ;|> 1 ist die Gesamtheit der Lösungen durch 

y = OiP»(x) + Cj <?«(*) 

gegeben. 

Die für die Lösung unhomogener DGlen nützliche Wronskische Deter- 
minante ist 

ViPn.Qn) = PnQ:- KQ, = d ” 

Die Legendreschen Funktionen sind eingehend untersucht; vgl. dazu 
die angegebene Literatur. Hier sei folgendes angeführt: Die P^(x) sind die 
Koeffizienten in der Entwicklung 

(1 - 2 X t + = 2 / PJ3:) p ■ 

fi-O 

Ferner ist 

V P,(x) = (2v - 1 ) xP,.i(x) — (v - 1 ) P,_ 2 (x) , 

(x* - 1) Pl(x) = V X P,(x) — J> (x): 

hieraus folgt 

xP',{x)-F,_,(x)=vPM)- 

Die NullsteUen von P,(x) sind sämtlich reell und liegen zwischen — 1 
und + 1. Es ist 

?,(!) = 1, P,(-l) = (-l)-. 

Die Pn(x) bilden für das Intervall — l<ar< + lein Qrthogonalsystem» 
und zwar ist 

+1 I 0 für m 4 =^, 

/P*(x)P«(x)dx=. 2 «i, ^ n 

-1 l 2 ^ furm = n. 

Ist f{x) in — + 1 von beschränkter Schwankung, so ist 
2 [/d + 0)+/(x — 0)j = ^o„P,(x) 

4l 

a. = (« + !) fmPn(t)dt. 

-1 


mit 
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Für allgemeinere Entwicklungssatze s. Pascal, Repertorium I3, S. 1406. 2‘24 
Insbesondere ist 

V - 4l;-f l)(w - k)\ p 

2**fc!(2n-2fc+l)! 

Über die als Lösungen einer Eigenwertaufgabe s. 2*239. 

Die Legendreschen Funktionen lassen sich auch durch Kurvenintegrale 
darstellen; z. B. ist 

= 2b / * (Integral SehBfli), 

wobei als Integrationsweg in der komplexen ^Ebene eine geschlossene 
Kurve zu wählen ist, die um den Punkt ^ = x in positivem Sinne herum- 
läuft. Ferner ist 

00 

P,(x) —~J {x+ ar* — 1 cos tpY d(p , 

0 

Zu der Darstellung durch Integrale vgl. auch A 19*5. Für asympto- 
tische Darstellungen s. 0. Blumerähal, Archiv Math. (3) 19 (1912) 150—174. 


V^erwandte DGlen. 

Bezeichnet y„(x) die Lösungen der Legendreschen DGl, so sind die 
Lösungen der folgenden DGlen: 

(1) (x^ + 1) y" + 2 X y' - V (v + 1) y = 0; y = y, (t x) 

(2) (a:*-l)y" + 2(n + l)a:y'-(r + »+l)(»--»)y = 0; y = j/,">(a:) 

(3) 2 a: (*- 1) y" + [(2v + 5 ) j:-( 2 v + 3)] y' + (V + 1) » = 0; 

y = * * y. 

(4) a:(**+ l)y" + (2a:*+ 1)*^ — »’(»' + l)*y = 0; y = y,(|(**+l) 

5) *(z* + l)y" + [2(n + l)x* + 2n+l]y' 

-(»-n)(v + « + i)»y = 0; y = y‘."'(l^a!*+ 1) 

6) 4 X* (a- - 1) y" + 2 X (3 X - 1) y' - » (»> + 1) (* - 1) y = 0; 

y = y, 

(7) a:* (X* + 1) y" + X (2 X* + 1) y' - [V (v + 1) ** + n»] y = 0 ; 

y = x" y*"’ ( l(x*+ l) , « ä 0 und ganz. 

.(8) x*(x»-l)y" + 2x»y' + v(v + l)y = 0; 
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C. 2 . Line*i« IMfierentialgleichungen «weiter Ordnnng. 


2-240 (9) *•(** — l)y" + 2a!*y' — i»(i' + l)(x*—l)!y = 0: ^ = 

(10) X* (** — 1) y" + 2 * [(1 — a) X* + a] ^ 

+ {lo (o — 1) — f (r + 1)] I* — a (o +1)} y = 0; y = x* y,(x) 

(11) x*(x*— l)y"— ■[26cx®(x*— 1)-|- 2 («— 1) x*— 2o]x y' 

4- 16* c* X*' (X* — 1) +'bc (2o — C-- 1) x*"*"*— 6e(2o— c+ l)x* 
+ [o(o-l)-»(v + l)]x*— o(a-f 1)} y = 0; 
y = X* «*** y,(x) 

( 12 ) (x* — 1)* y" + 2 X (x* — 1) y'- — {»>(»> + 1) (x* — 1) + »*] y = 0; 

y = |x* — 1 |t“ ^*’(x), » ä 0 und ganz. 

Ist V eine natürliche Zahl, so heißen die Lösungen 
p;(x) = (1- X*)i* /»»/'(x) , 

Q:(x)^ (J-x*)*''e’(*) 

zugeordnete Legendresche Funktionen erster und zweiter Art vom Grad r 
und der Ordnung n. 

Vgl. WhiUaker-Wataon, S.32dff. Encyklopädie, S.708Ü. Pascal, Repertorium 1,, 
S. 1407. Hobson, Kap. 3. E. W, Barnes, Quarterly Journal 39 (1908), 97—204 sowie 
2 . 371 . 

(13) (x*-l)*y''--2(2o-l)x(x*-l)y' 

+ {[2a (2a— 1) — r (r + 1)] x* + 2a + r (r -f l)j y = 0; 
y = |x*-l|“y,(x) 

(14) (x*-l)*y'' + 2(n + l-2a)x(x*-l)y' 

•f (4a(a — n)x* — [2o-f (v + n + 1) (r — »)](x* — 1)} y = 0; 
y = |a^ — 1 1* y',*’(x), » k 0 und ganz: 

Whittaker-WaUon, S. 324. 


( 15 ) 4 x*(x— l)*y" + 2 x(x— 1 ) ( 3 x— 1 ) y' 

— [v (V + 1 ) (X — 1 )* + 4 n* x] y = 0 : 




\ 2 yii ' '2yF( 

(16) x(x*-l)*y'' + (**-l)( 3 **-l)»' 

+ [x*-l-(2v+l)»]xy-0; 
y=|x*-l|-iy,(L±5) 

(17) (a*x*»-l)x»y" + [a*(ö+ l)x*» + 6-l]xy' 

— »> (f + 1) «* 6* y = 0; 

y = y, (a x*) 

(18) («!‘x*'-l)x»y" + ((l+c-2a)6»x*‘ + 2a + c-l]xy' 

+ {6*[o(a — c) — «*«(»>+ l)]x*' — o(o + c)} y = 0; 
y = x* y, (6 X*) 
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(19) y" sin * + (2 » + 1) y' cos a: + (v — n) (v + « + 1) y sin * — 0; 

y = y**’ (cos *) 

Heine 1 , S. 217 . 

(20) y" sin* Xi- y' sin X cos X + [v (y + 1) sin* x — n*] y == 0: 

y = sin" X (cos x) 

(21) y' (9* - 1) y" + [2/y y'* - (y* - 1) (/?" + 2/' y')j/ y' 

+ {(y*-i) [/'(/y" + 2 /Y) -//"/] 

- [2/'y + V (V + l)/y']/y'*( y = 0, / = /(x), y = y(J'): 

y = fix) y,{g(x)) 

M. Mülltr, briefliche Mitteilung. 

(22) + 

+ {8 (3 a:* - 1 ) - 2 [// (/t + 1 ) + V (>’ + !)](**- 1 )) V" 
-6x|>(/* + 1) + »' (*' + !)- 2] y' 

+ {[/* (i“ + 1) — y {*’ + 1)1* — 2 /« (/« + 1 ) — 2 r (»• + 1)} y = 0; 
y = y^x)y.(x) fär/<4=v. 

Für eine DGl 3 . Ordnung s. 3-82. 

(ac*— 1) y" — Sary' — (r + 2 ) (r— 1 ) y = 0 ; Sonderfall von 2-240 (14) 2-241 
mit n = n = 2. 

— l)y"-( 3 x + l)y' — (a 5 *-x)y = 0 2-24: 

y = (a: + 1)* e'* |c, + H ‘ 

(x*— l)y"+ 4 ®y'-f (ir* + l)» = 0 2-24^ 

— 1 ) y = Cj sin X + C2 cos X . 

Forsyth-Jficobsihal, DGIen, S. 121, <)98. 


(x*— l)y" + 2 (n + l)xy' — (p + n + l) (i — n)y = 0 , n> Oundgam 2-24<; 

8. 2-240 (2). 

(x*— l)y" — 2(n-l)xy'-{v-B + l) (r-f»)ys=« 2-24.- 

Sonderfall von 2*240 (14) mit a == n. 

(x*-l)y"-»(v-l)xy'-2pir = 0 

y = I X* — 1 1' (Cj + 0, J i -T® “ 1 1 • 

Ist V = 7» eine natürUche Zahl, so entsteht durch »-malige Differentiatimi 
.für u (X) = y‘*> die Legendresche DGl 2-240 mit v = » und » statt y. 
Whillaker-WaUon, Modern Analysis, S. 318 . 
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C. 2 . Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


247 (a5®--l)jf"+2oafy'+o(o— l)y=:0 

y = Cil* + lp- + 0,|a;-l|>-“. 
Forayth-JaC'Obsthaly DGlen, S. 742. 


248 (a?*— 1) j"+aa5jf' + (öap2+cap + <l)j( = 0 

Für y = | = x— 1, A* = — 6 entsteht 

|(f + 2)^" + [~2Af2+(a-~4A)| + a]V 

+ [(c — aA)f + 6 + c + ^^'“ aA]?y = 0 . 

Zu dieser DGl s. 2-261. Zu der ursprünglichen DGl vgl. auch 2-240 (14), 
und für den Fall c = 0 : J. . 4 . StraUon, Proceedings USA Academy 21 ( 1935 ) 
51 — 56 , 316 — 321 : E. Fisher, Philos. Magazine ( 7 ) 24 (J 937 ) 245 — 256 . 


249 — l)j^' +(aaj+ö)j^ +C2^ = 0 


Zu dieser DGl vgl. vor allem die Legendresche DGl 2-240 sowie die 
dort angegebenen DGlen, die sich mittels Legendrescher Funktionen 
lösen lassen. Für y(x) 2 i = x + 1 entsteht die hypergeometrische 

DGl 2-260 

f (f — IX + — |-a+ + Cty = 0. 

Für die Lösung der DGl durch bestimmte Integrale s. A 19. 

Ist a> ö und a + 6 > 0 , so sind unter den Lösungen genau dann 
Polynome, wenn c = n(l — n — a) für eine ganze Zahl n ^ 0 ist, und 
zwar erhält man Jacobische Polynome (vgl. 2-260). Insbesondere be- 
kommt man für 


6 = 0; ultraspherical polynomials ; 

6 = 0 , a = 1 : Tschebyscheffsche Polynome erster Art T„ (x) = cos w 
6 = 0 , a = 2 : Legendresche Polynome (x) ; 

6 --= 0 , ö = 3 : TschebyscheflFsche Polynome zweiter Art 


C/n(.x) = 


8in(ii -t- 1) 
sin # ’ 


6 = 1 , a = 3 : 




. 1 
sin^t 


dabei ist überall x — cos 


^zegö. Orthogonal polynomials, S. 28. 



*5i-3°3- (o ** + 6 * + c) y" + • • • 


463 


(ar*— o*) j>" + 8 a 5 jf' +12jfÄ0 225 

y = Cj \-x + a|-* + Cj I* — a|-® 

Forayth-Jacohaihal, DGlen, S. 148, 717. 

251 - 308 . (ax2 + öa! + c)i^"+ . 

jp (x + 1) jf" — (a? — 1 ) t/' + 1( = 0 ; hypergeometrische DGl 2-260 mit 2-25 
— X als unabhängiger Veränderlicher. 

y = Cj (a:- 1) + C, [(*—1) log jxj — 4 aj . 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 195, 380. 

JP (x + 1 ) y" + (fl a? + 6) y' + f y = 0 2-25: 

Für y(x) = f = — a entsteht die hypergeometrische DGl 2-260 

i 

) 

X (x + 1) y" + (3 X + 2 ) y' + = 0 ; Sonderfall von 2 252. 2*25; 

Eine Lösung ist y==~logjj + ll* 

(x 2 + X - 2 ) y^' + (x 2 - x) y' - (6 x 2 + 7 x) y = 0 2 25. 

y = (x-\) + G, J e ^*da} . 

Forsyth-J (icobsihaly DGlen, R. 126f. 


x(x— l)y"-4-OJ/' — 2 y = 0 2 - 25 ; 

Die DGl ist eine exakte und gleichwertig mit den linearen DGlen 
a(x-l)y'-(2a-«-l)y = C' 
bei beliebig zu wählendem C. 

ar(x_l)9" + (2®--l)9'-»>(«’ + l)9 = ® 

Für y(x) = 1! (f), f = 1 — 2 a; entsteht die DGl 2*240 mit f , i] statt ar, y. 
Forsyih-JacdbsthaU DGlen, S. 259. 
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C. 2 . Lineare DiSerentialgleichungen zweiter Ordnung. 


».257 «(ac — l)ü"-f [(«■!• 1)J!+ 6] y'azO 

y = ( 7 i + Cj |xl»|*-l|— ‘->dx. 

Multipliziert man die DGl mit — z"*"’ (1 — so nimmt sie die selbst- 
adjungierte Gestalt 

^[z-o (i-zr‘ V]-o 

an. Für 0 < jc, f < 1 ist eine Grundlösung 

9.(r,S) T(t)dx für * = 

mit 

T(t) = (1 — 0 

Für die Randbedingungen 

1 . y und y' beschrankt für a; -► 0, (1 -~~>i44=0füra;->l; 

II. y und y beschränkt für x -► 1 , - -► 54:0 für x~»- 0 ; 

IIL für x-^0, 40 für x 1 

y y 

sind die Greenschen Funktionen 

r,(x,i) = j+ f r(t)dt (6<0, -l<a + 6<0); 

i 

T 

/’//(x,f) = -^- J T(t)di (-] <6<0, o-t-6>-l): 

0 

0 1 

1 

(-1<6<0, -i<a + 6<0). C = j-j+ J TM. 

0 

Dabei sind die Werte von F nur für x < f angegeben; für x ä f erhält 
man sie, indem man in den obigen rechten Seiten x mit f vertauscht. 
W(ra MyUerJjebedeff, Math. Annalen 70 (1911) 87-93. 

2 258 I)2f" -f (<ia? 4 - 5 )y' -i-eyssO 8.2*260. 

Die DGl ist eine exakte, wenn c = a — 2 ist; sie besagt dann dasselbe 
wie die linearen DGlen 

X (x ~ 1) / + [(a — 2) X + 6 + 1] y = C 
mit beliebigem C. 
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25i“303‘ {«»^ 4-6» + c) /' + •••. 

'^[{a-hl)x-¥b]y^^XyssO s. 2-260. 

Für die Randbedingungen 

y{x) beschränkt für 0 < x < 1 

sind die Eigenwerte X = n{n + a) (n = 0, 1, 2, . . .) und die Eigenfunk- 
tionen die Jacobischen Polynome F (— n, n + a, b, x) von 2*260. 

OP (flc— 1) jf" + [(« + P + 1) «—7]!^ +a|J jf = 0; hypergeometrische 
DGl. 

Lit.: Encyklopädie 11|, S. 537ff. Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 213—244, 
607 ff. E, Oouroat, Annales £cole Norm. (2) 10 (1381), Supplement, S. 1-142. 
E, Oouraai, Lefons sur leg series hypergeometriques et sur quelques fonctions qui 
8 *y rattachent. I: Proprietäs genärales de Tequation d’Euler = Aotualitäs scienti- 
fiques et industrielles 333, Paris 1936. Kampi deFiriä, Fonction hypergeomätrique. 
Klein, Hypergeometr. Funktion. E, E, Kummer, Journal für Math. 16 (1836) 39—83, 
127—172. 8zegö, Orthogonal polynomials. Whittaher-Wataon, Modem Analysis, 
S. 281 ff. Für hypergeometrische Funktionen von mehreren unabhängigen Ver- 
änderlichen 8 . Äppdl-Kamp6 de Firiet, Fonctions hypergeometriques. 

Die D61 wird hier abgekürzt mit 

<1) H(it,ß,y,y,x) = 0 

bezeichnet; sie und die im wesentlichen mit ihr gleichwertige D61 2-403 
umfassen eine Beihe wichtiger SonderfiUle. 

Die Invariante der DGl (vgl. A25-I) ist 
_1-A» 1-^ + 

4 ** ^ 4 (*-l)*^ 4 ®(»-l) 

mit k = y—l,(t=a + ß — y,v =«-— ß. 

Die Wronskisriie Determinante ist für ein Hauptsystem von Lösungen 

yiy 2 -M[ = c\^r\i-xr-o-^ 

Tranafomuüionen der DOl, Durch 

(2) y(*) = l*!*"’’ »/(*). » + ® 

werden die Lösungen der DGl (i) eineindeutig in die Lösungen von 

(3) + ß-y + 1 . 2 -y,ri, x) = 0 

übergeführt; durch 

( 4 ) y(a:) = |x— »?(»), *4=1 

in die Lösungen von 

(5) ff (y — a, y — /J, y, 1 ;, a?) = 0; 
durch 

(6) y{») = f =^> *4=0 


2-259 


2-260 
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G. a. lineait Differentiai^eichimgen zweiter (Mnung. 


•260 in die LSsnngen von 

(7) J? (a, a — y + 1, a — ^ + 1, 1^, f) ^ 0; 

durch 


(8) = x^i 

in die Lösungen von 


(9) H (a,y — = 0. 

Bei Zulassung komplexer Veränderlicher sind die Absolutzeichen fort- 
zulassen odei durch Klammem zu ersetzen. Zu den Transformationen 
vgl. auch 2*407. 

Potenzreihen als Lösungen der DOl, Da durch (6) und (8) die Intervalle 
öp > 1 und a;<0in0<|<l übergeführt werden, genügt es, wenn man 
sich auf reelle x beschrankt, Lösungen der DGl (i) für das Intervall 
0 < 2 < 1 anzugeben. Hierfür wird die hypergeametrische Reihe 

(10) F(oL,ß,y,x) 

, ptt(a-f l)**>(a + ib-l)/^(^-f 1) t 

kl y(y+l)---(y + l:- 1) 


/a -f /i^ + ~ 1 


=i+r- 

k-l 


r‘-‘) 


eingeführt; dabei soll y keine ganze Zahl < 0 sein. Die Reihe konvergiert 
sicher für | o; | < 1 ; durch analytische Fortsetzung läßt sich eine eindeutige 
reguläre Funktion in der ganzen komplexen x-£bene gewinnen, die längs 
der reellen Achse von x = 1 bis ® = -|- 00 aufgeschnitten ist. Sonderfalle 
der hypergeometrischen Funktion sind (n bedeutet eine natürliche Zahl) : 


F(a., — n, — n, x) >=F{—n, a, —n, x) a:*; 

F ( 1 , 1 , !,*)=/’ (l,ß,ß, x)=F (oc, 1 , a. x) = 

F{— n,ß,ß,—x) = (1 + *)"; 

» z f (1 — n, 1, 2, *) = 1 — (1 — x)" ; 

2«xF(-JL^,-| + l,|,x*j = (l + x)*-(l-xr; 

F(—n, 1 ,.— n, X) == ^x*; 

M 

xf (1,1,2, -x)= log (l + x); 
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* ^ (l ’ I ’ I ’ **) “ * 

-**) ==“ctgx; 

n+i. i, *») = (- 

X J n, n + ^ , j, x*j = (— 1)" i..3...(2n + 1) 


(*). 


WO Pn(x) das Legendresche Polynom ist; 

F(-n, n + a, b, x) = g. (i - a,)«--*] , 

das sind die Jacohischen Polynome (Pascal, S. 1456. Frank~v, Mises, 
D- u. IGlen I, 1. Aufl., S. 340). 

Aus (10) folgt unmittelbar 

F'{a,ß.Y.x)=^F(oL + l,ß+l,y + l,x). 


wenn y keine ganze Zahl < 0 ist. 

Die hypergeometrische Funktion F (a, ß, y, z) erfüllt die DGl für 
|a;[< 1. Ist 0 < z < 1, so ist die Gesamtheit der Lösungen für 

(a) y keine ganze Zahl: 

CiF(x,ß,y, x) + C,x^'*F(a — y + 1, ß — y + 1, 2—y,x); 

(b) y = ~ c eine ganze Zahl, c ^ — 1: 

OiV + C, y*. 

dabei ist 


y* = 


und 


y s= af ^ ^ JP (a + c + 1, P + c + 1, 2 -f c, ») > 

lmjf’(a,/?,y,x) -^x'-^Fict-y + 1, ß~y + 1, 2-y, x)J 

für 0, 

lim -^[F(a,ß,y, x) — x^~''F(a — y + l,ß — y + 1, 2 — y,x)] 
>►-.1 y — i- 

für c = — 1, 




/gt -|- c\ ß (ß -j- * (ß 

\c4-l/y(y + l)...(y + c-l). 

ccß 

1 


f ür c > 1 , 

f ür c = 0 , 
für c = — 1 ; 


für y* besteht auch die Darstellung 

y* = z^^^ log z * F (a + c + 1, ß + c + 1, 2 + c, z) 


+ i7(-i)‘ 

*-0 


,rnrn 

*-i 


f+j+‘) 




2-26 
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C. 2 . Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


2*260 mit 



weiter soll das erste Glied in ^ den Wert 1 haben, für c = 1 soll 

t-o 

00 

diese Summe den Wert 0 bedeuten, und in ^ sind die Nenner von 

formal gegen die Zähler der Glieder zu kürzen, auch wenn die Nenner der 
Null sind. 

(c) y = c eine ganze Zahl ^ 2. Dieser Fall wird durch die Transforma- 
tion (2) auf den Fall (b) zurückgeführt. 

Über die Nullatellen der hypergeometrischen Funktion im Intervall 0 < o: < 1 
oder in einem Teil dieses Intervalls s. F. Flein, Math. Annalen 37 (1890), 673—590; 
A. HurwitZf Nachrichten Göttingen 1890, S. 657—664; L. Oegtnbauer, Monats- 
hefte f. Math. 2 (1890) 125—130; R, de Montessu, Bulletin Soc. France 37 (1909) 
101-108. 

Über asymptotische Darstellungen vonF(a, ß, y, x) für den Fall, daß einer oder 
mehrere der Parameter a, ß, y unbegrenzt wachsen, s. 0. Perron, Sitzungsberichte 
Heidelberg 1916, 9. Abhandlung und 1917, 1. Abhandlung. 

Bestimmte Integrale als Lösungen. Eine Lösung dieser Art ist z. B. 

y = F (a, ß, Y, x) 

fiiry > ß> Ound |a;|< 1. Für andere Lösungen dieser Art s. z. B.Forsyth’ 
Jacobsthal, S. 273ff., 778ff. (die Angabe der Gültigkeitsgrenzen fehlt); 
Ooursat, a. a. 0.; Barnes, Proceedings London Math. Soc. (2) 6 (1908) 
141—177; WhiUaker-Watson, S. 286ff.; A 19*5. 

Für Kettenbruchentvdcklungen von Lösungen vgl. A 25 * 3 . 

Lösungen in geschlossener Form. Abgesehen von den Fällen, in denen 
die hypergeometrische Reihe abbricht, sind solche Lösungen in folgenden 
Fällen bekannt: 

(II) Ä (a, a + ^ , 2 a + 1, y, x) = 0, a 4 = 0 ; 

y Ci + C 2 tt = l + yi — X. 

Foryath- Jacobsthal, S. 232—236, 244. 

£r{a,a — 4. 4, .V. x) = 0: 

H. A. Schwarz, Journal für Math. 76 (1873) 324. 

{13) + T. y. *) = 
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y - C,-i (1 + «)!-*« + (1 - « = |/ X . 

H. A. Schwarz^ a. a. 0 

( 14 ) £f (1, /S, >■, y, a) = 0 ; 

y = I x ]*->’ I a: - 1 [C, + C^f\x r** | x - 1 dx] . 

Forsyth’ Jacobsthal, S. 125, 700 f. 

< 15 ) ö(a,^,a, y, x) = 0; 

y = |x- + C, f |xj-“|x- l|''-'rfx]. 

Forsyth- Jacobsthal, S. 126, 701. 

( 16 ) H(a,^,a + 1 , y, x) = 0 ; 

y=lx|-[Ci+Cj Ixl-'lx-lj-^rfr], 

Forsyth- Jacobsthal, S. 126, 701. 

Algebraische Lösungen können in folgender Weise gefunden werden. 
Nach A 25*1 kann man die Gesamtheit aller Lösungen der DGl finden, 
sobald man eine Lösung von 

( 17 ) {8,x) = 2I 

kennt, o I die Invariante (s. S. 465) der DGl ist. In einer Keihe von Fällen 
kann man geeignete Lösungen von ( 17 ) angeben und auf diese Weise zu 
einer Übersicht über die Gesamtheit aller algebraischen Lösungen von (i) 
gelangen. Vgl. hierzu H. A. Schwarz, Journal für Math. 75 (1873) 292—335.' 
Encyklopädie, a. a. 0. E, L, Ince, Proceedings London Math. Soc. 34 
(1916) 149ff. Lösungen von ( 17 ) sind explizite angegeben bei Forsyth- 
Jacobsthal, S. 238, 239, 240, 244 für 
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Lösungen, die durch vollständige elliptiBche Integrale ausgedrückt 
werden können. Hierzu s. Kummer, a, a. 0., S. 146ff. Encyklopädie II,, S. 277. 
Hälfen, Fonctions elliptiques I, S. 313. Zu den DGlen dieser Art gehören z. B. 

x(x-l)y"+ j^*x--|j-y' + §y = o. 


2-26i 
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C. 2. lineAte DiSeiential^eiclni&geii iweiter Ordnioig. 


Verwandte DGIen. Hierzu gehören die schon am Anfang genannten 
HGloi 2-240, 2-403. Weiter seien die folgenden DGIen angeführt. Be- 
zeichnet y(tt,ß,y,x) die Lösungen von (i), so sind die Lösungen der 
folgenden DGIen: 

(18) a: (* — 1) y" -f (2 * — 1) y' — V (y + 1) y = 0; 

y = y (y 4- 1, — y. 1. *) 

(19) 3*(x-l)y" + [{a + b + l)x+{oi + ß-l)]xy' 

+ {ab x — xß) y = 0; y = x“ y {a + x, b + x, x — ß + 1, x) 
WhiUaker-Watsan, S. 283. 

(20) (o a: -f 1) ** y" -f- [a (6 + 2) * -f (a + /? -f 1)] a: y' 

+ {ab X + xß)y — 0; y = x~* y {1 — x,b — x,l — x + ß, — ax) 

(21) X (ar* — 1) y" + (o *• + 6) y' -f c a: y = 0; 

y = + x*j mit Ä* = -j(a— 1)* — c 

(22) x* (o x^ — 1) y" + (o p ** -I- g) X y' + (o r X* + «) y == 0; . 

y = 3f y{x,ß,y,a3^) , 

wo c, a, ß, y aus 

e = Ai, (1 — y) 6 = A, — Aj, 6a = Aj -|- 6j8 = Aj -f- B, 

zu bestimmen und A^, A^, Bi, B^ die Lösungen der Gien 
A*-{q+l)A=», B*-{p-l)B = -r 

sind. 

(23) 16(x>-l)V' + 27xy=0 

y = (x»-l)iy(l, -i.-i.x») 

(24) X (x — 1) y" -f [(a + ^ -f 2 n + 1) X — (y -f »)] y' 

+ (« + ») (/J + ») y = 0 

y = y (« + «.)? + n,y + n, x) = y<*> {x,ß,y, x) 

•261 X {x •¥%) y" +2 [n + 1 -k- (n -1-1—2 A) *— Aar*]y' 

[2 A (p — n — 1 ) » •► 2 p A -f fl J y SS 0 

Vgl. 2-248. Sind n und p — n = m natürliche Zahlen, so gibt es für 
geeignete Werte der Parameter A,fi Lösungen, die Polynome (m— l)-ten 
Grades sind. Für weitere Untersuchungen der Lösungen b. A. H. Wihon,. 
Proceedings Soc. London A 118 (1928) 617—635. 

-262 (ar*-fx— («-1-2) yssO 

yexpx = C'j + C,/ (x + 1) exp ^ dfx. 

Fiek, DCHen, S. 63, 174f. 
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a!(®+3)»" + ( 3 ®-l)y'+tfzs( 20 a 5 + 30)(** + 3*)*: exakte DGl. 2 - 26 : 
Durch Integration erhält man die lineare DGl erster Ordnung 
a; (* + 3 ) y' + (x - 4 ) y = 3 (X» + 3 a:)V -}- C . 

Morrii Bfown, Diff. Equations, S. 148, 372. 

(a5*+3a5+4)y" + (a 5 *+ar+l)y' — (2a!+3)yss0 2 - 26 ^ 

y = Cj (x* + x 4 - 3 ) + ( 7 , e‘* . 

(*_!) (a!-2)y"-(2a:-3)y'+y = 0 226 ; 

Für y(x) =rj{i), | = x — 1 entsteht eine hypergeometrische DGl 2-260. 

<® — 2 )V' — (* — 2 )»' — 3 y = 0 : Typus A 22-3 (b). 2-266 

y = Ci(x-2)» + ^^. 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 148, 371. 

2 ,v" “ (2 X2-.6 ap 4- X) i^'- (4 a?- 1) t/ = 0 2 26 ; 


Der Punkt a; = 0 ist stark singulär. Trotzdem gibt es für bestimmte 
Werte k (Eigenwerte), nämlich für A - --g"— (v = 0, ± 1, ± 2, . . .) 
beständig konvergente Potenzreihen 

t-0 

als Lösungen; die Koefffzienten sind 

» ^ / 3 V * 

0 . Perron, Acta Math. 48 (1926) 346-361. 

2x(af— l)»"-f(2«-l)y'-f(aa!+ö)y=s0 2-261 

Lit.: F. Lindemann, Über die DGl des elliptischen Zylinders, Math. Annalen 22 
(1883) 117-123. WhUtaker-Wateon, Modem Analysis, S. 417- 420. 

FärO<x<l,y(x)=i) (|), x = cos* f geht die DGl in die Mathieusche 
DGl 2-22 

1 ^" — 2 (a coe*f + 6) ^ = 0 
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C. Zf lineare Differentk^kichungen zweiter Ordnung, 


über, für a;>l, a? = (Eopf in die D61 der zugeordneten 

MatMeuscben Funktionen 2*21 und fiSa x<i), y{x) —tj ((), x = — Sin* f in 
— 2 (aSin*f — 6 ) ?; = 0 . 

Die DGl läßt sich nach A i 8*2 durch Ansetzen einer Potenzreihe 
lösen; wegen des Faktors x(x — 1 ) sind die Reihen nicht beständig kon- 
vergent. Nach lAndemann kann man aber auch so Vorgehen: Es laßt 
sich zeigen, daß die DGl bei Zulassung komplexer Veränderlicher zwei 
linear unabhängig Lösungen yj(x), y 2 (x) besitzt, deren Produkt Y{x) 
eine ganze Funktion ist, also in eine beständig konvergente Reihe 

(1) r{x) = J'6.x» 

n»0 

entwickelbar ist. Nach 3*26 genügt Y der DGl 

( 2 ) 2 x(x-l)F" + 3(2x-l)P'+2(2ax4-26+l)y'+2ay=:0. 
Trägt man (i) in ( 2 ) ein, so erhält man, wenn 

a = 2a, ^ = 2(26 + 1) 
gesetzt wird, die Beziehungen 

ÖCj =)Jci +^60, 30 c, = 2 (jJ + 6)c, + 3 aci 
und für 2: 

(n + 1 ) (n + 2) (2 n + 3) c^+ 2 -= [2 n (n + 2) + 6 ] (n + 1) 

+ (2 n + 1) a c« . 

Bei passender Wahl von Cq, c^ (Näheres darüber a. a. 0 .) ist die mit den 
hieraus berechneten gebildete Reihe (i) beständig konvergent. Sind 
die Veränderlichen nun wieder reell, so ergibt die Wronskische Determinante 
wegen yi y, = 7 die Gl 

yl c 

yi y% 7 ’ 

dazu kommt 

yi vt y 

Hieraus können y^, y^ berechnet werden. 

2.269 2a;(ar--l)y"4.[(2i>‘4.5)a;— ( 2 t’ 4 ' 3 )]y' + (v 4 -l) jfsO s. 2 . 240 ( 3 ). 

2-270 +4) y" 4 . (lOae* +21 ar + 8 ) y' + (12 ar* +17« + 8 ) y ssO 

+ S]..-- (c, + . 

F<tnyihuLac(iMhal, DOlon, S. 127. 702f. 
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4a5*jf" + jfssO; Typus 2-18.7. 

Für die Randbedingungen y(fl) = y (a + 1) (« > 0) ist die Greensehe 
Funktion 

log ~ log — ^ - 

r{x.S) = y^ ** fär*<f, 

für x> S ist rechts x mit ( zu vertauschen. 

<?. Giomale Mat. 63 (1925) 86—97. 


4 y" + (4 a* + 1) = 0; Sonderfall von 2-162 (i). 

Für die Greensehe Funktion bei den Randbedingungen y(0) = y(l) — Os. 
0. üaai, Giomale Mat. 63 (1925) 86—97. 


4a^y'' = (2^— 4ltx-4-4m2 — l)y; WhittakerBche DGL 


Lit.: Whittaker-Wataon, Modem Analysis, S. 337—354. A. Brdilyi, Math. 
Zeitschrift 42 (1937) 125—143, 641—670. 0. E. ChappeUt Proceedings Edinburgh 
Math. 80c. 43 (1925) 117 — 130. H, BuchhdZf Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 
23 (1943) 47 — 58, 101 — 118. Für numerische Werte der Lösungen: Jahnka-Smde, 
Funktionentafeln, 3. Aufl. Vgl. auch 2-407 und 2-113. 

Die DGl ist die konfluente hypergeometrische D61 in reduzierter Form 
(vgl. dazu 2-407). 

Für Ä; = 0 entsteht die reduzierte Form der Besselschen DGl 2*162. 
Die DGl ist gleichwertig mit der DGl 2*113; sie geht nämlich durch die 
Transformation 

y = u(x) 

über in 

XU*' + (2w + l — x)u' + |h — w — u = 0. 

Es bezeichne y (ifc, w, x) eine Lösung der DGl. Jedes y (k, m, x) ist 
ein y (— k, m, — ar) und umgekehrt. Bei der Lösung der DGl kann man 
sich also für reelle x auf den Bereich x > 0 beschränken. 


Lösung der DCH mittels Potenzreihen ; vgl. hierzu A i8*2. Es sei 


iFj (o, 5, x) = 1 + 


pa(a4-l) 
^,5(5 + 1) 


(a -f n — 1) 

(5 ^ — 1) w ! 


(b keine ganze Zahl < 0) die für alle x konvergente Pochhammersche Reihe 
(vgl. 2*113). Ist 2 m keine ganze Zahl, so sind die sämtlichen Lösungen 


der DGl 


wo 

( 2 ) * (*) = + m-k,2m + 1 , 


2.271 


2.272 


2.273 
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C. 2. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


2*273 die von Whiitaktr eingeführte Funktion ist, für welche die FunktionalGl 

gilt. Ist 2 m eine ganze Zahl, so ist wenigstens immer noch eines der beiden 
Glieder von (i) eine Lösung der DGL Die Gesamtheit der Lösungen kann 
man dann nach A i8-2 und A 24*2 finden. 

In Sonderfällen geht die Funktion M in andere bekannte Funktionen 
über. Z. B. ist 

.„(*) = + 1) 

(2 m keine negative ganze Zahl), wo Jm(^) die Besselsche Funktion ist: 


= (- 1)-^ (1/^) 


■ß-) 


2»r 




(i) 


(“2/ 


9n*\ p 


(n ganz und ^ 0 ), wo H Hermitesche Polynome und D Funktionen des 
parabolischen Zylinders sind (s. Erddyi, S. 127 ff.). 


Whittakers Funktionen Wj^ ^{x). Eine andere, von Whittaker ge- 
nauer untersuchte Lösung der DGl ist 


dabei ist // = ik + ^ — m; der Integrationsweg ist 

eine Kurve, die mit beiden Enden nach + 00 läuft 
und den Punkt ^ = 0 in positivem Sinne umschlingt, 
während der Punkt x (x keine reelle Zahl ^ 0 ) nicht 
mitumschlungen wird (Fig. 60 ) ; arc x soll den Haupt- 
wert haben, | arc (—01 ^ ^ ui^d arc |l + 0 

sein, wenn < ^ 0 ist längs eines Weges, der innerhalb des Integrations- 
weges liegt. Für die Gültigkeit der Formel darf fx keine ganze Zahl ^ 0 
sein. Für R — 1 gilt 





e-i* ** 
r{i-M) 







25 I- 305 - + + + 
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und dieses ist eine Lösung, auch wenn /i eine ganze Zahl ist. Wj^ ^{x) 
und ^(— x) bilden ein Hauptsystem von Lösungen. Für W besteht 
die asymptotische Entwicklung 


If*. Jx) ~ e-i* X* j 1 + J _ (i + 1 _ ,|*] j , 

I arc a; I < ITT — i < :;r, 1 a; I oo. Ist ä; — i i »i eine natürliche Zahl, so 
bricht die Reihe ab und liefert eine exakte Darstellung. Ist 2 m keine ganze 
Zahl, so ist 




r(- 2m) 

’(i-m-i) 




r(2 «) 


11 +—*) 




Verwandte DGlen. Eine Reihe weiterer DGlen laßt sich in die vor- 
liegende DGl überführen. Die Transformationen können aus den ange- 
gebenen Lösungen unmittelbar abgelesen werden. 


(3) y" + (o x" + 6) X y' + {«**" + /?*"+ y) y = 0 

fällt für 4 a + »!, 4 y ^ (6 — 1)* unter den Typus (5) ; vgl. auch 2162 (17), 

2-215. 

(4/ 4 X* y" — 4 X (2 o -f /? — 1 -f- 2 6 c x") y' 

+ [4 a (o + ^) + (1 — 4 »»*) ß^ + ibe{2a + ß — c)x' 

+ 4 6* c* + 4a^ ifc / - a*/?* X*/] y = 0; 

y = X* «*** y {k, m, a x^) 


( 5 ) 4 x*y" — 4 x( 2 o-|-c— l + 26 cx')y' 

+ [4o(o-f c) 4- ( 1 — 4in*)c* + 4c{2a6 + aci')*'+c*(46* — a*)x*']y = 0; 
y = X* e^^'y {k, m, a x^) 

(6) x*y" + (0 X + 6) x/ + (« X* + ^ x + y) y = 0 ; 

y = x'i* «"i'* * y m, Q x| für g* = o* — 4 «, 4 «i* = (6 — l)* — 4 y ; 


vgl. such 2-215 

(7) 4 X* y" 4- (4 X* -f 1 — 4 »*) y = 0 , normierte Besselsche DGl 2-162 

(8) 4 x*y" = (x*- 2 ( 2 »i» 4 -l)* 4 - 4 m*-l)y: 

y = x"^* e'i* (Cj 4- G, / x'*"'* e* rfx) 

( 9 ) X y" 4- (® * 4- 1) y' + (c * + ^ y = 

2 d-ab (5_i)^xyo*— 4 c| fiir a*> 4 c; 


=5 X-**«-*"* 


yi 


i2 ya»- 4« 


Vgl. such 2-II9 

'IO) y"4-o*y'4-6y = 0 : 


1 1 

4* 4’ 



vgl. auch 2-52 


2.273 


/ 
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(II) 


( 12 ) 


( 13 ) 

(H) 


C. 2. Lineare Difierentiai^ichungen xweiter Ordnung. 

y" + a y' + (6 — c* X*) y = 0; 

_i -Io, /46 - a* 1 \ 

y" + (a - 6* a^'-^) y = 0; 

ä'\26c’ 2c’ c *1 

4 y" = (a:* — 8 i))' Webersche DGl 2-87 ; 

y" = (a2e-' + be' + c^) y; 

y = y c, 2ae'*^j; vgl. auch 2-20. 


2-274 ix^y" •¥ixy' •h{x~^v^)y ^0 s. 2162 (4). 

2-275 -t-[— +2 (1 — m +2 A) x— m* 

Für die Reduktion auf die Whittakersche DGl 2 273 s. 2 278. Ist m 
eine natürliche Zahl, so sind die Eigenwerte für die Randbedingungen 
y{x) beschränkt für a: > 0 

die Zahlen A = n (ganz und ^ m) und die Eigenfunktionen 

y = a;l'"e 

MO die die Laguerreschen Polynome sind. 

Madelung, Math. Hilfsmittel, S. 200. 


2-276 


Die verkürzte DGl ist vom T3^us 2-278. Für u(x) = y ^ x erhält man 
und hieraus 


Morris- Brown, Diff. Equations, 8. 150, 373. 


2-277 4x2j^'+4xi^ — (ax* + l)y=sO; Typus 2-162 (i) und 2-278. 

HH- 

L. Conte, Publioations math. Belgrads 6—7 (1937—38) 119—125. 
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4ae*y"4-4x|^-l-/(a;)l^B0 2-278 

Für u(x) = y ^ x entsteht die Normalfonn 

4a*tt" + [/(a-) + l]u = 0. 

4 x*y" -(■6x9' — 9 = logx 2-279 

Die verkürzte DGl ist vom Typus 2-187. 

y = Cj ** + Cj a:^ — log X— 1 , 
wo a, ß die Lösungen von 4 «* + « = 1 sind. 

Morris- Brown, Diflf. Equations, S. 162, 373. 

4 X® 9" + 8 X y' — (4 X* -t - 12 X + 3 ) ,v = 0 ; Sonderfall von 2-215. 2-280 

4 x*y" — 4 x ( 2 x— 1 ) jf' + ( 4 x* — 4 x— 1 ) j>saO; Typus 2-78. 2-281 

yy|x| = e* (0, -fCjjX). 

Julia, Exercices d’Analyse III, S. 123—125. 

ix^y'^ + 4 a;*y' + (x^ +6) (a?^— 4 ) jf = 0 ; Sonderfall von 2*162 (17). 2*282 


4a5*y" +4x*y' logx + (x^ log^x +2x— 8) = 4x* |/? 

Für = |/^y entsteht die DGl 
7? — 2 u = 

mit den Lösungen 

U = + ^ +\ 3 ?\ogx. 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. lÖO, 373. 


( 2 x + l)®j"- 2 ( 2 x+l)!f'- 12 » = 3 x + l 2-284 

Die homogene DGl ist vom Typus A 22-3 (b). 

y = G,(2x+l)® + C,(2x+ir‘-^-4 

Monis- Brown, Diff. Equations, S. 124, 368. 

x(4x-l)!r" + [(4a+3)x-oj»' + o(o-l)»s=0 2-285 

Für y(x)=rj(S}, 4 x — 1 = ±f® erhält man 

(f* ± IX + 2 af »/' + «(“— 1)»? == ® 

Zu dieser DGl s. 2-247 and 2-298. 

'Fors^h-Jaeobsthal, DGlen, S. 207, 741 f. 
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C. 2. Idneare Difierentialgleichungeii zweiter Ordnung. 


2-286 (3af— l)*y" + 3 (3*— 1) y'— 9 jf=slog*| 8 af — 1 | 

Die homogene DGl ist vom Typus A 22-3 (b). 

y = Cj (3 2 : - 1 ) + 3 ^ - 1 - 1 log* 1 3 a: - 1 1 . 

2-287 9«(a;— ■l)y"4-3(2a!— 1)]^— 20ys0 s. 2 - 260 . 

2-288 16ae*ff"<i>(4«+8)irs0 

y = aii cos fx + C, sin )^) 

0. Perron^ Sitzungsberichte Heidelberg, Jahrg. 1917, 9. Abhandlung, S. 13. 

2289 16a5*y" +32*y^— (4af + 6 )y = 0 

y = Cj (x"4 — x‘i) -f C, (x'l -f x"i^ e~ ^ . 

Ince, Diff. Equations, S. 428. 

2-290 (27x* -»-4) y" -f 27aey'— 3ysO s. 2 - 298 . 

Zu den Lösungen der DGl gehören die Lösungen der Gl 
y* + y + * = 0. 

Fonyth-Jaevbiihal, DGlen, S. 206, 740. 

2-291 48*(af— 1) y" + (152*— 40) y' +63y=s0 3 . 2 - 260 . 

2-292 60»(»— l)y"+25(2*— l)y' — 2yss0; Typus 2 - 260 . 

Eine Lösung genügt der Gl 

y’-5y» + 5y = 4x‘-2. 

Forsylk-Jaeobttkal, DQlen, S. 607. Foriylk. Diff Equetions III, S. 60. 

2-293 144 » (»— 1) y" + (120 *— 48) y' -t- y s 0 s. 2 - 260 . 

2-294 144* (*— 1) y" + (168*— 96) y' +y = 0 s. 2 - 260 . 

2-295 o**y"+5*y' + (c**-f<l*+e)yss0, o + O, c + O. 

Für 

y = e**x<’ »;({), f =yx 
mit 

oa* = — c, aß* + {b — a)ß = — e, y== — 2 « 
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entsteht die D6I. 2-113 

Sri"-{(-A)ri' + Bt, = Q 
mit 

aA^ 2 aß-\-b, 2 cB = { 2 a<tß + b» + d)ii. 

Damit die Transformation im Reellen durchführbar ist, muß o c < 0 sein. 

Für 

* , 

y = r]{hx f = 2 a:|/ — i 

entsteht die Whittakersche DGl 2-273 
.mit 

aA = - 2 d^ tt»fi = 62 - 2 a 6 - 4 ae. 

Zu dieser DGl vgl. auch 2-171 und Schrödinger^ Wellenmechanik, 

S. [ 132 ]; Courawt-Hilbert, Methoden math. Physik I, S. 294 — 296 . 

«2 ** y" + («1 «* + öl «) + (ttg a?2 + bo « + Co) If = 0 2-296 

Für y = z* u(x) entsteht, falls a durch 
(I) 0* a* + (öl — Og) a + Co == 0 

bestimmt wird, die DGl 2-120 

ttj a; 14" + (tti a; -f 2 Og a -f öi) w' -f (Oo a; -f Oi a -f öo) w — 0 . 

Zu dieser DGl s. auch 2-278 (9) und 2-145. 

Für 

y = a:* u(z) 

entsteht, falls wieder a der Gl (l) genügt, die DGl 
Ug a; ti" + [(2 flfg/? + Ol) X -h (2 Og a -j- 61)] u' 

+ [(«2 i** + «i + «0) ^ (2 ög a -f «1 a -h öj -f öj,)] w = 0 , 

die durch passende Wahl von ß noch vereinfacht werden kann. 

(aa^ ^1) y" 4-by = 0 2-297 

Für 

y{z)=ri{(), ax = Sinaf, a = a *>0 
entsteht die DGl 

• 7/' + ö 7; = 0 . 
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C. 2 . Lineare Difierentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Ist a = — a* < 0, so setze m&n wieder y(x) und weiter 

ax^sinaf für|oca;|<l, 

|a x| = Cof für |a a?| > 1. 

Dann erhalt man die DOl 

9 ^" 4- 6 = 0 bzw. ff' bfj == 0 . 


2 298 (aor* 4*1) 9^' •¥bxy' ^cy^O 

Ist 6 = (2 n + 1) a (n eine natürliche Zahl), so folgt die DGl durch 
n-malige Differentiation aus der DGl 2*297 

(a a:* + 1) y" + a 2 y' + (c — na) y = 0 , 

wenn die n-te Ableitung nachträglich wieder mit y bezeichnet wird. Weitere 
Fälle, in denen die Lösung in geschlossener Form angegeben werden kann, 
sind nach Forayth-Jacobähdy DGlen, S. 210, 7ööf. 

(a 6)* — 4 a c = (2 n + 1)* a* oder [(2 n + 1 ) ä — • 

Für beliebiges a 4= 0 tritt eine Vereinfachung der DGl durch die Trans- 
formation y(x) =?/(f), f* = |a| ein. 


2*299 (e*a?*— l)y"4-2a*a?y' = 0 

y = l og 


a af 4- 1 


a ar — 1 1 ’ 

Für die Randbedingungen y(0) = y(l) = 0 ist die Greensche Funktion 




0« — 1 


a» 4- 1 


log 


o -h 1 af — 1 


a-laf 4-1 


mit Ä = log 


ö + l 


|a-l 

der rechten Seite x mit f vertauscht. 
Q, üsaiy Giomale Mat. 63 (1925) 96. 


für x für erhält man P, indem man auf 


2*300 (a®a5*— l)y" 4-2a*«y' — 2a*y=0 


y = 0, X + C, jox log 24^ - 2) 


Ffir die Bandbedinguogen y(0) = y(l) = 0 ist die Greensche Funktion 

r(x,« = x(f-i+Jfiog|^^|) 

für x^^\ für erhält man F, indem man auf der rechten Seite x 
mit ^ vertauscht. 

G. üsai, Giomale Mat. 63 (1925) 96f. 
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{ax^ +bx)y" + 2by' — 2ayssO 

* y = Ci + C 2 (® 2 ; + 6)* 
Forsyth-Jacobsihal, DGlen, S. 107, 696. 


Ai{ax+b)^y" +Ai(ax+b)y' + Ao{alB+b)y =:0 s. A 223 (*>)■ 


{a 3 e^+bx + c)y" •*-{dx + e)y' + fy=s 0 , o + O. 


Die 61 

aoi? + bx + c = () 

möge die Lösungen p, q haben. Ist p =t= g, so entsteht für 
y-=ri(i), a; = p + {g-'p)f 
die hypergeometrische DGl 2-260 

Ist p = g, so bestimme man die Lösung k der Gl 


Für 


ak^ + (a — d) Ä; + / = 0 . 


entsteht dann die DGl 2-120 


a f — [(d p + e) ^ + d — 2 a (Ä; -f 1)] — Ä; (d p + c) = 0 . 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 241, 276, 613, 766, 777f. 

Hat die Gl 

an(n — l) + dn+f =0 

eine natürliche Zahl n als Lösung und ist n die kleinste Lösung dieser 
Art, so befindet sich unter den Lösungen der DGl ein Polynom vom Grad 
^ n. Wird == y, y^^^ = y' gesetzt, so ergibt sich für jede Lösung y 
der DGl durch fortgesetztes Differenzieren die Kette der Gien 

(a ir* + 6 a: + c) y^^^ +l( 2 ma + d}x + mb + e] y^^^^ 

= (« — m) [(n + m — 1) a + d] y^ {m = 0, 1, 2, . . ., »). 

Für m = n ist die rechte Seite Null. Wird eine Funktion y^ so gewählt, 
^n+i = Vn » ~ Vn letzte Gl erfüllen und werden dann die 

Punktionen . . ., y^, y^ rekursiv durch das obige Gleichungssystem 
definiert, so ist y^ eine Lösung der ursprünglichen DGl. Wird y,» = 1 
gewählt, so erhält man auf diese Weise Polynome als Lösungen. 

Abbi Laini, Enseignement math. 23 (1923) I63ff. 


2-301 

2-302 

2-303 
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804-841. (oa!®+ - )»"+ * - 

2304 a5*y"+xjf'— (2«+S) yssO 

Für y{x) = t}{i), f = — entsteht die DGl 2-198 mit i, »j statt x, y. 

2305 at*»'' + 2 a!jf'— yssO 

Für y(x) = S = — entsteht die DGl 2-114 

2-306 ar*y"+a5*y'-f(oa5*+ft*-i-o)y=0 

Für komplexes x mit |x| = 1 geht die DGl durch 
y(x)=t){S), x = e“* 

Über in die Mathieusche DOl 2*22 

= (16 a cos* f+46— 8a)i;. 

Ince, Diff. Equations, S. 503. 

2.307 ap*j^'+«(a? + l) jf'— 2|fsB0 

Für y(x) = w(f), f = - entsteht die DGl 2*113 V V 

X 

und 0 = 2, 6 = 1. 

2-308 a!»y"— «»y'-fasysslog*» 

y = Cj X -f C, X log X 4- ^ (6 + 9 log X -f 6 log* X + 2 log* x) . 
MorriS’Broum, Diff. Equations, S. 121, 367. 

2-309 (a?^— 1) jf' +a?y = 0 

Der Punkt a; = 0 ist stark singulär, x = 00 schwach singulär- Für 
y(x) = iy(f), f = — entsteht die DGl 2-212 

2-310 a6»y"-t-3a5*y'-i-xyÄl 

Die verkürzte Gl ist eine Eulersche DGl A 22-3. Für die obige DGl er- 
hält man somit 

* » = jlog* 1*1 + Gl -f C, log |x| . 



304-341- (a 


483 


*(a!* + l)y" + (2®* + l)jf'— v(p+l)a5y=0 2-311 

i?(f) = y(®)> = »* + 1 entsteht die Legendresche DGl 2-240 

mit statt x, y. 

Heine, Kugelfunktionen I, S. 49. 

jf(a^ + l)y"+2(a^—l)y'— 2*9 = 0 2-312 

Für y(x) = | = — a:* entsteht die hypergeometrische DGl 2-260 

*(** + 1) 9" + [2 (n +1) *1 +2 ti +1]9' — (r— n) (r4-n4-l)x9si0 2-313 
s. 2-240 (5). 

*( 05 ^ + 1) 9"— [2(m— l)®i-4-2n — 1]9' + (« + i>) (n — r—l) *9=0; 2-314 
Sonderfall von 2-357. 

*(**— 1)9" +9' +035*9 =0 ^315 

Für y(x) =rj(S), f = x* — 1 entsteht die DGl 2-130 
4 f >?" + 2 »;' + a »^ = 0 . 

«(35*— 1)9" +(35* — 1)9' — *9 = 0 ; Sonderfall von 2-318. 2-316 

9 = Gl E(x) + Gj [E* (t) - li:*(x)] (- 1< X < + 1 ) ; 

dabei sind K(x),E(x) die elliptischen Normalintegrale erster und zweiter 
Gattung 

n ^ 

'1 2 

K{x)= [-===—, E(x)= f ]'l-x^sin^(pd(p, 

J y 1 — a;* Sin* 9 ^ 

und es ist X*(x) = i:(x*), £*(x) = F(r*) mit x*+x** = l. 

Pascal, Repertorium I„ S. 828. 

«(«* — l)|f" + ( 3 a?*— I)y'+a? 2 /ss 0 Sonderfall von 2-318. 2*317 

y = Ci Jl (;r) + ^2 K* (x) (— 1 < X < + 1) I 

zu den Bezeichnungen s. 2*31 6. 

Pascal, Repertorium 1^, S. 827. 
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2-318 aj(ät*— l)|;" + (oa!*+6)jf' + cafy=s0 8.2-260(21). 

2-319 a!(»*-f2)y"— y'— 6xy=0 

Für y (a:) = ij (I), f = — ^ as* entsteht die hypergeometrisdie DGl 2-260 
mit a = 1, /J = — -g , y = -j . 

2-320 x(**— 2 )y"— (ac* -t-Sac*— 2 x— 2)1^ + (x* •«• 4 x+ 2 )ys =0 

y = Ci (a: — 1) + C, ** e'. 

Forsyth-JaeobsAal, DGlen, S. 257 f. 

2-321 05 * (x -i- 1) y" — X (2 X 1) y' -4- (2x -f 1) y sO 

y = Ci a: + Gj a: (x + log a5) . 

2-322 x*(x + 1 ) y" + 2 x ( 3 x + 2 ) y' +2 ( 3 x + 1 ) y =:0 

X* (x + 1) y = Cj + X . 

Julia, Exercices d* Analyse III, S. 166—169. 

2-323 a 5 *(x— l)y" 4 - 2 x(x-- 2 )y'— 2 (x+l)yi :0 

Die DGl ist von dem Typus 2-325. Für y — x '^ u(x) entsteht die 
DGl 2-255 

X (x — 1) — 2 — 2 tt = 0 . 

Hiermit erhält man 

a:* y = Gl + C, (x — 1)*. 

Ince, Diff. Equations, S. 131; dort ist ein anderer Lösungsweg angedeutet. 

2-324 05 * (x— 1 ) y"— X (6x— 4 ) y' + ( 9 x— 6) y = 0 ; 

Sonderfall von 2-260 (19). 

y = Cj X* + Cj (x* + X® log|xl) . 

2-325 05 *(x— l)y" -t- {(a -f 6 -1- l)x-t- (<i -fl?— l)]xy' + (abx—aß) y = 0 
8. 2-260 (19). 

2-326 x(x + l)*y"+x(x + l) y'-fyasO 

rüT y(x) = i]{(), f = X -H 1 entsteht der Typus 2-325. 

(x+ 1) y = CjX-f C 5 (xlog|xj— 1) . 
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2-327 


x{x-i)^y”- 2 y = 0 2-328 

Forsyth’Jacohsthaly DGlen, S. 124f. 

*(«— 1) (a:— o)i/" 4-;J + 1)®* 2-329 

— [« +(i +1 +a{'( +«f)—ö]x+a'/jy' + {aßx — q)yi:=0, 

Heunsche DGl. 

Lit.: K. Heujiy Math. Annalen 33 (1889) 161—179; dort wird die Bezeichnung 
%ßq statt q benutzt. 

Sonderfälle sind die hypergeometrische DGl 2*260 (für a — 1, g = a/S 
fällt der Faktor x— 1, füra = g' = 0 der Faktor x heraus), sowie die Lame- 
sche DGl 2*408, wenn die Gestalt (14) für die Heunsche DGl gewählt wird. 

Die DGl werde mit 

(1) H (a,g; a,j8,}/,d,a;) = 0 
bezeichnet; ihre Lösungen seien 

(2) y(a,q;x,ß,y,d,x). 

Die DGl (I) läßt sich nach dem Muster der hypergeometrischen DGl be- 
handeln. 

Transformationen der DGL Die Lösungen von (i) lassen sich durch 
die Lösungen gewisser transformierter DGlen darstellen: bei gegebenen 
Konstanten a, . . .,ö stimmt jede der folgenden Funktionenmengen mit 
der Funktionenmenge (2) überein: 

(3) y(l — a,a.ß — q;(iL,ß,d,y,l — x) 

(4) Si! « — y + 1. ^ — y + 1. 2 — y, d,x), 

9i = 9 + (“ — y + 1) (^ — y + 1) — ^ (y — 1) 

(5) i*'i’'’’y(-^>79i: ot — y + l,^ — y + 1.2 -y.a-f^ — y — 

9i = 9 + (* — y + 1) (^ — y + 1) — * ^ (7 — 1) (1 “ ®) - 

(6) 1*1'* y 1^, g,, a, a — y + 1, a — ^ -f 1, 

gj = i.fa(«-y + l) + J (<5 -/?)-««. 

Durch Komhin«3.inn dieser Ergebnisse lassen sich viele weitere mit (2) ' 
übereinstimmende Funktionenmengrai gewinnen (vgl. Seun, S. 170 £E., 
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2-329 man achte dabei auf Druckfehler), z. B. die folgenden, bei denen von der 
Angabe der Konstanten q abgesehen ist: 


(7) 


y\~; x,ß,r,» + ß—y — b + i,j^ 

(8) 

y\ 

|l-|; a,/S,a + ^-y-ö+ l,y, 1- || 

(9) 

|a:|-«y(o; a 

— y + liÄ + y — 1>* — ß + 1,0 + ß — y — b -t 1>~| 

(IO) 

fx]*’ ^ ; oL.x — y +1,6,0. — ß + 

(II) 


pa.a y + l,b,o + ß V “ .. 1 J 

( 12 ) 

|x-l|' 

<5 + 1 , y.« ^ + i>*_i) 

(13) 

Ix-ll'-yj 

1 ^, 0,0 b + l,y,o + ß y ^+ j)) ■ 


Konstruktion der Lösungen. Für die Lösung der DGl ergibt sich aus 
der Übereinstimmung von (2) und (5), daß man sich (für a 4= 0) auf den 
Fall |a| ^ 1 beschränken kann. Im Fall a > 1 werden die Intervalle x < 0, 
1 < a; < a, a; > a durch 

^ _ X a (« — 1) a 
^ X — 1^ x(a — 1)' Ic 

und im Fall a < — 1 die Intervalle x < a, a < x < 0 , x > 1 durch 

^ ö (a — l)x X — 1 
^ x’ a(x- 1)^ "T“ 

in das Intervall 0 < f < 1 übergeführt. Wegen der Übereinstimmung 
von (12), (II), (9) sowie von (9), (13), (10) mit (2) und weil auch die neu 
auftretenden Konstanten |al^l sind, kann man sich weiter auf das 
Intervall 0 < x < 1 beschränken. 

Für |a| > 1 gibt es (vgl. eine Lösung der DGl (l) in Gestalt 

einer für | x | < 1 konvergenten Potenzreihe 

00 

F {a,q; ai,ß,y,b, x) = 1 + ar" , 

n-1 

falls y keine ganze Zahl ^ 0 ist ; die Koeffizienten sind durch die Re- 
kursionsformehi 

o(n+l)(y+»)c„.i = |o(y + i + ■»-!) + a + /f-d + n + i|»c, 

-[(n-l)(n-2) + (n-l)(a + /?+l) + «/?lc,., 

bestimmt. Ist y keine ganze Zahl, so ist (vgl. (4)) 

a — y + 1,^ — y + 1,2 — y,<5, *) 
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eine von der vorhergehenden linear unabhängige Lösung von (i). Ist y 
eine ganze Zahl, so erhält man die Gesamtheit der Lösungen ähnlich 
wie bei der hypergeometrischen DGl, z. B. durch das Verfahren von Fro- 
benius A i8-2. 

Für eine nähere Untersuchung des Falles a-fj3 = l, y==d=i vgl. Q, R.Qolds- 
brough, Proceedings Soc. London (A) 130 ( 1931 ) 157 - 167 . 

Verwandte DGlen. Die DGl 


(14) {x — aj (.T - a^) (x - 03) y" + (A «2 + B a: + G) y' + (D a: + E)y = 0 
[4 D ^ (A — 1)2] geht, falls ist, durch 


in (I) mit statt a:, y über; dabei ist 


ay 


A öj -f- B Äj G 
(«t - “i)* ’ 


(1 


2 
a) d 


A fl] ”1” J? ttj "1“ C 

(«i - Ol)* 


{x—a)(x—b){x- c)y" + {Axl^ +BxA-C)y' + {Dx + E)y = 0 2-330 

Siehe 2-329 (14) und 2-408 (3). Für eine hierbei auftretende Eigen- 
wertaufgabe und Kleins Oszillationssatz s. B 9-8. 


2a® (* — 2) y" — x (a— 4 ) y' + (a— 3) y = 0 2-331 

y-CiTlxl -|-C2y|x(x-2)|. 

4 a® (a -i- 1 ) y" - 4 a® j' -H (3 a -H 1 ) » = 0 2-332 

Wird — X statt x als unabhängige Veränderüche emgefuhrt, so hat 
man einen Sonderfall von 2-260 (19). Man erhält 

y = [^1 + c'z • 

Ince, Diff. Equations, S. 364 . 

4 a»(a-l)y"+ 2 a( 3 a-l)y'-i>(v + l)(a-l)y=s 0 s. 2-240 (6). 2-333 

4 a*(a— 1 ) y" •l■4[(a -i-l) a—l]ay' + [(«*— ö*) a f c*]y =0 2-334 

Die DGl ist von dem Typus 2-260 (19). Für die Lösung durch ein 
Kurvenint^ral s. Whiüaker-Watsm, Modem An^ysis, S. 385 . 
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C. 2. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


2-335 4 a 5 (»— +3 (»—1) (3*— 1) y' + (oas +6) jf =0 

y(*) = >?(f)> * = f* entsteht 

({* - 1)*»?" + (f* - 1)»?' + (af* + 6)»? = 0 . 

Zu dieser DGl s. 2-240 (12). 

2-336 («-1)(2 x- 1)*9»-(3*-1)» = 0 

y = (X - 1 ) Kl 2 * - 1 1 |Ci + Cj j^log - *-^J} • 

2-337 4 (* + “)* (® -i-b) »" + 2 (x + o) (3 * + o +20) jf' + (a— b) y sO, a 4= 6 

y = |x + o|”i {Ci + Gj |x -|- 6|i) . 

Forsyth-Jacobsthalf DGlen, S. 146, 714. 


2-338 (9x— 2)x*y"— 3x(6x — Dy'— 3ys=0 
Für y = X K|4x-1| »y(f), ^ = j 

entsteht je nachdem 9 a:* -> 2 a: ^ 0 ist. 

P. Appeü, Journal de Math. (4) 5 (1889) 411. 

2*339 («« + 1) + [« +2) a?* + (c— d + 1) x] y' + (a& x— c d) = 0 

Für y(x) = x~^ r](S), f = — a a; entsteht die hypergeometrischc 
DGl 2*200 mit OL — 1 — c, ß ^ b — c, y — 1 — c — d und f, rj statt 2, y 

Bei Forsyth-Jdcobaihal, DGlen, S. 207, 741 sind Reihenentwicklungen für die 
Lösungen explizite angegeben. 


2*340 (aa? + 5) a?* jf" — 2ap(aa? *4*26) 9 4*2 (ax 4*86) 9 = 0 

(a X + b) y = {Gl + C^x) . 
Forsyth-Jacobsthal, DGüen, S. 127, 703. 


2.341 (ax 4 - 6 )x*|f'' + ( 2 ax 4 - 6 )x 9 ' 4 -(oi>x — 6)i^ = il(ax 4 -ö)x* 

Für die Lösung der zugehörigen homogenen DGl s. 2*410. Eine Lösung 
der unhomogenen DGl ist 

* »•fl2l ^ar + 6 o*(r + 2)(i' + 6) J’ 

S. Honegyer, Festigkeitsberechnung von rotierenden Scheiben, Zeitschrift f. 
angew. Math. Mech. 7 (1927) 120-'128. 
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842 -. 896 . • • •) 9 " 

ap* 9" + « 9 = 0 ; Typus 2-14. 

X (016*4- (72« *) für o = — a*<0 
X jCj cos ^+02 sin für o = a* > 0 . 

Eukr II, S. 167. 

** 9" — [o (o — 1) + ö (a; -f 6)] y = 0 

y = {« X -H 6)Z.(|) + 6 iZ'(f), f = 6 1 x-2, 

wo die Za die Zylinderfunktionen (s. 2-162) sind. 

J. B. WiÜon, Quarterly Journal 46 (1915) 328. 

2 

35 * 9 " + (e* —V*) 9 = 0 8- 2-162 (24). 


**9"+*9'-29 = 0 2-345 

y = C'ix £-|-02 (x2— mit £ = £(x) = exp 

2a!*j;' + (2» + l)9=0 2-346 

y = ((7i-f C2x)exp|- -i) . 

ap*if"+ap*y'+y= 0 ; Sonder&ll von 2-162 (l). 2-34 

aF*j>" + *8y'+(+ap — 1)^ = 0 2-347» 

ly -5. \ 

y = e"*" * (Ci -f C 2 / x"* 6* * dx) {GörÜer). 

ap*^'-fap*9'-f[o(ap*-fl) +öap*l9=s0 2-348 


Für y(a;) = f = log a: entsteht die DGl 2*21 
ri'' + {2a€o\2^ + b)ri = 0. 

Ja D&ugaUf Proceedings Edinburgh Math. Soc. 44 (1926) 58. 

+ («* + 1) «if' +if=o 2-349 

Für y(x) = 1 = 9^ entsteht die D61 2-113 


2-342 


2-343 


2-344 
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2350 y" + 2 a ?3 jf' + y =s 0 

Man setze rj(i) = y(x), I = ^ • Man erhält 
y -- C/j cos - + C/g sin — . 

Forsyth-JacohsthaU DGlen, S. 115, 148, 697, 718. 

2*351 + (2ap2 + 1) xy'^y=:0 

!, = C,E+C,E mit E = E{x) = exp^^. 

2 352 ap^ I/" + 2 «2 (a; + a) y' 4 - ö y = 0 

Für 7;(f) = y{x), f ~ ^ entsteht 

r/" — 2 a rj* b i'i = 0 . 

2*353 I/" — (2 a?2— 1) j* ^' + 1/ = 0 

2/ = + 2 - 1) + C,j rfx) . 

2*354 (2x2— l)ap^' +2i/ = 0 

3^ = (5 - i-) + <^ 2 / (5^^ exp rfx) . 

2-355 x{i^ + l)y" + (3^ — l)y' — x^y = 0 

Für y(x) = r)(^)y | — a 4 entsteht die hypergeometrische 1 )G 1 2*266 

2*356 (x2 +1) +ap (2 x^ + 1) y' — [v (r + 1) x^ +n2]i^=:0 s. 2 240 (7). 

2*357 + 1 ) 2 /" + (a x^ + a — 1 ) X 1 ^' + (ö x^ + c) = 0 

Für rj(^) = y(x), ^ 1 entsteht 

(^2 - 1)^/" + a|(f2 -l)r}' + (b^^ + c-^b)r] = 0. 

Bei geeigneten Größenverhältnissen der Konstanten ist diese DGl ein 
Sonderfall von 2*240 (13). 

Heincy Kugclfunktionen I, S. 21 6f. 
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af*(äf®— 1) Jf"— (ar®— 2) (xy' — y)=0: SonderfaJl von 2-410. 2-35^ 

arc sin x für | * | < 1 , 

y = Ci*-f C*a;. 1 ^-— j für|:rl>l. 

ac® (a;® — I) y" -4- 2 y' + r (r + 1) y = 0 s. 2.240 (8). 2-359 

*2 (a;2 - 1 ) i^' + 2 ü® y' - r (r -f 1) (*2 - 1) y = 0 s. 2-240 (9). 2-360 


a;2(ar®--l)y"— 2*»y'— fo{a-f3)a;®— a(o + l)]y=0 s. 2-362 für 2-361 
den Fall n ~ a. 

1 y> 2-362 

• 1) .ü® (x® — 1) + 2ax® -Hl (n 1) (x®— l)]y = 0 

Die DGl ist von dem Typus A 18-6. Ist n eine natürliche Zahl, so 
sind die Lösungen danach 

y = X-" [Ci P(x) + e-'* Ö(*)] , 

;,2 ^ (a - ») (a + n + 1 ) und P, Q Polynome vom Grade - 2 » + 2 
sind. 

Für w = « oder » - - a - 1 (n braucht jetzt keine ganze Zahl zu 
sein) liegt der Typus 2-410 vor, und es ist 

I z«’-’ x"*' \ 

y ^ C\ X'“ + Cj läTTS ~2 a + ll’ 
falls die vorkommenden Nenner 4= 0 sind. 


x2 (x2 - 1 ) y" + (O X® + o ~ 2) X y' b (X* - 1) y = 0 2-363 

Für y (I) = y{x), 2x^ = 2:®+! entsteht 

{^-l)t}" + a^ri' + bt) = 0. 

Heine, Kugelfunktionen I, S. 217. 

+ {l.> c* 1) +(, c (J c- 1) ‘ f 



492 
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2365 (** + l)*if"+o»=sO 

Cj cos (a arc tg x) + Cg sin (a arc tg x) für o + 1 = a* > 0 , 
C, (Eo| (a arc tg x) + Cg Sin (a arc tg x) für a + 1 = — k* < 0 , 
Cj + Cgarctgx lüt o = — 1. 

J. Halm, Transactions Edinburgh 41 (1906) 661 f. 

2366 (a 5 * + l)*y''+ 2 *(**+l )»'+»=:0 

Oder in selbstadjungierter Form 

[(x2 + 1) y'Y + ^ = 0 . 

Für y(x) X = tgf entsteht tj" -|- = 0 mit den Lösungen sinf, 

cos Daher ist 

y l'x^+l = C, + Cg X . 

2367 (**+!)*»" +2a!(af* + l)y' + [a*(®*+l)2-n(«+l)(a^+l)+m‘*]y=0 

Die DGl kann nach dem Muster von 2-372 behandelt werden. 

2-368 +l)^y'' +ax{x* •^l)y' +bystQ 

Für 

,({)-!«.), 

entsteht 

{i^- - (a- 3)^rj' - bri = 0 . 

2-369 («*— l)*y" +09 = 0 

l'lx*— l||^CiCos|alog -f Cg sin ja log 

für o — 1 = 4 «* > 0 , 

+ 1) [Oi |~|“* + Cs| für a - 1 = - 4 «* < 0 . 

|/x*-ljCj + Cglog||^|| füra = l. 

J. Halm, Transactions Edinburgh 41 (1906) 661f. Forsyth Jacobsthal, DGlen, 
S. 126, 700. 
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für die Bandbedingangen 

y{x) beschrSnkt in |aj|< 1 
ist die Greensche Funktion 


r(xA) 


1 


2o({« -1)* 

ii-xl + f) 

^ 1 

/I - X 1 + J. 

'2a{^~ 1)3 1 



für x^f, 
für x^f . 


(at*- 1)» s'' +2 * (as*- 1) y'_ [X (a;*- 1) +a*] y sO 


Für y = I X* — 1 |i* «(a:) entste&t 

(X*— 1 ) it" + 2 (a + 1 ) a;«' + [a(o + * 0 , 

Zu dieser DGl vgl. 2-24^. 

Für 


y(x)=ij(f), x = *ctgf 

entsteht die DGl 


und für 


die DGl 


t]" sin* f — (o* sin* f — A) j) = 0 


y{x) = 


niO 

yisinfi ’ 


X = cos J 


r sin*f + [(a + i) 8in*f- («*-!)] = 0 . 

d. h. DGlen vom Typus 2*424. Die ursprüngliche DGl ist daher in ge- 
schlossener Form integrierbar, wenn A = -- n (n — 1) mit einer natürlichen 

Zahl n oder wenn « + 2 natürliche Zahl ist. 

E» G. C P 06 U, Journal London Math. Soc, 6 (1930) 189—191. 


Ist A = V (v + 1) und a = n eine natürliche Zahl, so ist die ursprüng- 
liche DGl die DGl 2* 240 (12) der zugeordneten Legendreschen Funktionen. 
Ist a = n fest und gibt/man die Randbedingungen 


2-371 


y(a;) regulär für a: = 1 und a: = — 1 , 


so sind die Eigenwerte A = m (m + 1 ) und die Eigenfunktionen die zuge- 
ordneten Legendreschen Funktionen PJ^(x) mit den Qrthogonalitätseigen- 
schafben 




< 2 (m-}-n)! 

l2m 4 - 1 (w — 


für 4= % , 

für ^ «4 = t» > n . 


Courant-Hilbert, Methoden math. Physik I, 282. WhiUalcer-Wataonf Modem 
Analysis, S. 324. Vgl. auch E, ö. C, PooU, Quarterly Journal 49 (1923) 309—321. 
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C. 2 . Lineare Difierentialgleichungcn zweiter Ordnung. 


2*372 (ap*— 1)* jf" + 2 X (a^— 1) + [(a + 5 X 4* c) (aj2 — 1) — ^ --0 

Für a — 6 = 0 8. 2*371. Allgemein entsteht für 

k 

die DGl 2*248 

{x^— 1 ) u" 2 (k 1 ) X u' [a b X c k (k 1 )] u = 0 . 

A. H. WiboUf Proceedings Soc. London A 118 (1928) 617—647. 

( 

2*373 1 y" + 2 X (x2— 1 ) y' — [a^ (x-'— 1)^ + n (m *4 1) (x^— 1) + m^] y=z 0 

Für a = 0 hat man die DGl 2*240 (12). Mit Hilfe der Lösungen dieser 
DGl läßt sich die obige DGl auf eine Volterrasche IGl zurückführen. 

IL J. Priestley^ Proceedings London Math. Soc. (2) 20 (1922) 37— .50. 


2*374 (x2— 1)2^" — 2 (2 a— 1) x(x2— 1) 

+ {[2a(2a — 1) — r (1? + I)]x2 + 2 o + r (r + 1)} jf = 0 s. 2 240 (13). 

2*375 (x2— l)2y" +2 (n -fl — 2a) x (x^ — 1) y' 

+ {4 a (a— n) x^ — [2 a + (1? +n -f 1 ) (r — n)] (x^ — 1 )} =: 0 
8. 2*240 (14). 

2*376 x^ (x^ +a) y'* +x (2x2 

Die DGl ist vom T3rpus 2 442 und geht für r}(^) = y(x), f = in 
die DGl 2*297 mit f , rj statt x, y über. 

Forsyth-Jacobsthal, DGlen, S. 148, 717, 751. 


2*377 ± 2^" + K = 0 

DGl für die Ausbiegung eines doppelwandigen Druckstabes mit para- 
bolischem Querschnitt. Für das obere Vorzeichen (eingeschnürter Stab) ist 

y — y a;2 ^os u + sin u) mit u — — ^ ^ arc tg 

für das untere Vorzeichen (ausgebuchteter Stab) ist 

y — y a* — 3? (Ci cos u + C2 sin w) mit u — - log \x\<a. 

Für die weitere Diskussion unter verschiedenen Randbedingungen und für 
Zahlenangaben über den kritischen Druck s. A. Lockschin^ Zeitschrift f. angew. 
Math. Mech. 10 (1930) 160-166. 
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(® ■” 1)* »" + 2 * (ac* - 1) i>' - 2 (** — « — 1) s =5 0 




1\2 


2-378 


(« + !)*(*“ +2af +3) y"-12» = 0 


*» + 2x + 3 
(* + 1 )* 



x + 1 

*‘+2*4-3 



2-379 


{x—a^y" +by=iO 


2*380 


y = C'i|a:|®|* — al*'“ + Cj.(*p-”'|* — a 
wenn m {m —1) = — b ist. 


x^{x—ä)^y" +by=icx^{x—ay 2-381 

~ |x-l”(*-o|'-”* / 1*1’-’“ Ix-ol-rfxJ, 

wenn m(m — l)a^ — — b ist. 

Book, DiflF. Equations, S. 422 f. 

(ac— a)2(a? — 6)2j^" = cy, a + 6. 2-382 

Für y = (a:-6)??(|), f =Iog^-^ 

entsteht die DGl mit konstanten Koeffizienten 
(a — b)^ {j(* — rf) — cri , 

Halphen, M^moiree par divers Savants (2) 28 (1884) 143. 

Hiennit ergibt sich 

lli bi bi -- 

y =zCi\x — a\'^ \x — b\^ +C^\x — a\^ ja: — 6|2 
Forsyth-Jacobsthal, DGlen, S. 146, 714, 

(»- o)* (*- b)* y" + [(1 + « + ^) (»- «)* (®- b) 2-383 

+ (l-a_^3)(»_b)2(®--«)]!f' + «/*(«-*»)’‘9=® «• 2-407 (4)- 

4a!«»"-[(o*-l)®»-2(a+3)6a:+6*]tfs=0 2-384 

6 3« / ^ \ ^ b? 

y = e-i-x (“±i _ 1) (c, + C, / *“ e* dxj - C, * * . 

J. R. WiUon, Quarterly Journal 46 (1915) 329. 
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C. 2. Lineare Di£feientialgleichnngen zweiter Ordnung. 


2 385 4 (ap2 + 1)« y" + (ft a?* + ö — 3) y = 0 

y = (a^ l)i (Cj cos X + sin X) 

mit X = i |/ a — 1 log (a: + I' a:* + 1) . 

Für a < 1 sind hierin a — 1, cos, sin durch 1 — a, (Eof, Sin zu ersetzen. 
J, Halm, Transactions Edinburgh 41 (1906) 673. 


2386 (2a! + l)*(** + ® + l)j;"— 18 j;=Ö 


(2 » + 1)« 
{x* + X + 1)* 


dx 


}■ 


Forsyth-Jacobathal, DGlen, S. 125, 700; man achte auf Druckfehler. 


2387 4(05* +05 — 3» = 0 

y = )/ X* 4. X + 1 + ( 7 , arc tg . 


2-388 4a5*(a:— l)*y" + 2 *(x— 1 ) ( 3 *— l)y' + [i>(»+l) (*— 1 )— a*®]y=sO 

Für fj {^) = y ( x ), X = entsteht die DGl 2-240 (12) mit statt 
n , X , y . 

WhiUaktr-Watson, Modern Analysis, S. 205. 


2-389 4x*(x — l)*y" +2x(*— 1) ( 3 *-^l)y' 

— [» (r + 1) (x— 1)* +4n*x]y = 0 s. 2-260 (15). 


2-390 16 05 * (x — 1 )* y" + 3 y = 0 ; Sonderfall von 2-382. 

2-391 x*(oo 5 * + l)y"— x(7oo5* + 6)y'+6(3oo5* + l)y =:0 

y = Cia:*-f(7jX(2a2* + l). 

EuUr II, S. 200f. (Druckfehler in der DGl.) 


2-392 a (ap2 — l)2y" -hha; 1) y' +(cap* +cl ap + e) y = 0 
Durch die Transformation 

y(x) = (X + If (X - l)«»/(f) , f = i (X + 1) 

geht die DGl in eine hypergeometrische DGl 2-260 für rj über, wenn p 
und q so gewählt werden, daß 

Aaq{q — 1) + 26 g^ + c + d + e = 0, {p — 5^)[2a(p + <? — l)+h] = d 
ist. 
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397— 4*0' •P(*)y" + • • •; P Polynom rom Giad S 6. 

a (x — 1)* jf'' + (b 4- e « 4- d) jr s 0 

Werden p, q ao bestimmt, daß 

«P(p-l) + d = 0, aq{q-l) + b-ire + d = Q 
ist, so entsteht durch y — a? {x — 1)* u(x) die hypergeometrische DGl 
2-260 

oz(a: — l)tt" + 2o[(p -I- 3)a: — p]M' + (2ap}-c - 2d)tt = 0. 


X* (ox + 6 )*y" +2x{ax +b)^y' +eyssO ai ‘394 

Für ^(f) = y(x), f = i!plog^^ 

entsteht die DGl mit konstanten Koeffizienten 

Y\c\rj" -f 6 -f sgn c • y |c| = 0. 

Juliay Exercices d’Analyse 111, S. 117f. 

(o X + b)* y" +y=:0 2-395 

Für T] (I) = y(z), I —ax + b entsteht die DGl 2-14 

Hieraus findet man 

tj = Gif cos + G,f sin^^. 

(ox*+ 6 x + c)*jf"+^F = 0 2-396 

Durch y = ']/ax^ + bx + cij{i). f = f 
entsteht die DGl mit konstanten Koeffizienten 

fj" + + ac — ^l^^ri = 0 . 

Das gilt, wofern o**-i-6x + cin dem betrachteten Intervall keine Null- 
steile hat. Gibt es zwei verschiedene Nullstellen, so ist 2-382 anwendbar. 


897—410. P(x) y" + • P Polynom vom Grad ^6. 
a^y" +»»' — IfssO; Sonderfall von 2*442. 

y = CiX + CtX f^exp^dx.. 


2-397 
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C. 2. Idneaie Difereatial^chimgen eweiter Ordming. 


2 398 a? (af* - 1)* »'' + (»*“ 1) (3 ** - 1) »' + [»*- 1 - (2 ^ + 1)*] * 9 = ® 

Für y(*)=>?(f)]/^f + 1 . 

entsteht die Legendresche D 61 2-24^ f> V statt x, y. 
Forsyth-JaeobtOua, DGlen, S. 117 , 697 f. 

2-399 (» + 1) (a? - 1)* (3 ® + 5 )* 9" - (3 « + 1) (x - 1) (3 ® + 5 )s> y' 

+ 36 (®+l)*y = 0 

Für y(x) = 12 1 = (a: — 1 )» (3 * + 5 ) entsteht die DGl 214 

4 f 2 V'+’? = 0 - 

Daher erhält man 

.v= V|^|{Ci + 6’*log|||). 

Forsyth-Jacchsthal, DGlen. S. 116, 697. 

2.400 3t^y'' — x^y'+ay =:0 

Für y = f entsteht 

irj" + at] = 0 . 


2-401 af®y" ( 3 x* +0) ar®9' -fbyssO 

Für »?(f) = yexp^^-^ (a beliebig), | = ** entsteht die DGl 2 352 

+ + a)^'+(|-^ + a*) 7 y = 0. 

Forsyth-Jacohsthaly DGlen, S. 149 , 719 . 

2 402 as* (**—1)* y" + [(1 — 4 a) ac* — 1] af (a;* — 1) y' 

+ [(a!*— V*) (as* — 1 )* + 4 o(o + l)x*— 2 ax*(a: 2 — l)]i; = 0 

S.\ 2 -i 62 (19). 


2403 9 " + 9 ^ x~Z ' " 

|r h “« (c. - C„-i) (C„ -- C,,,) _ ^ 

* (X— Ci)(» — C,) (X — C3) "" 


X-^Cn 


mit ^(a„ + ßj = 1 , = c„ ; Ätewannsche DGl. 

Die DGl steht in enger Beziehung zur hypergeometrischen DGl 2 -260; 
ihre Lösungen werden nach Riemann mit 


Ci C2 

ai Og dCs x 

ßi ßz ßz 


bezeichnet. Näheres in 2-407. 
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4 05« »" + 4 *» (2 aj* +1) _ (2 äc* — 1) y = 0 

y = (<?i + ^)e*p( 4 ^). 

L. A. Hoivland, Annals of Math. (2) 13 (1911—12) 119. 

4 «« ^' — 4 a* (2 *« + 1) y + (8 05« + 10 *« + 1) y s= 0 

y = (Cj + Cjj *) »exp ~j . 

L. A. Howland, Annals of Math. (2) 13 (1911-12) 119. 


16(o5»-l)»y"+27®y = 0 

Für y = (x« — l)i u{x) entsteht 

16 (x* - 1 ) m" + 24 X® tt' - 3 X M = 0 
und hieraus für u f = x« die hypergeometrische DGl 2-260 

2 ya d — 0 

(bl a — Ol) (6, a » o,) (bj a — O3) " " P* b» a — o, 

“it +/3J = 1, |a„| + i<»„|>0, 4 =o„6„^.,-o„„6„=f=0, 

®n +3 ®fi > ^a +3 . 

Lit.: ITÄtttaifcer- Tfateow, Modem Analysis, S. 206—208, 291 f., 337. Halphen, 
Fonctions elliptiques I, S. 332£F. W. L. Ferrary Proceedings Edinburgh Math. Soc. 
43 (1926) 39-47. 

Die DGl sei auch mit 

' «1 «2 o, a: I 

ßi ßi ßz y\ 

bezeichnet. In der Literatur ist der Fall 6» = 1 behandelt, Fälle mit 
= 0 werden dann durch einen Grenzübergang gewonnen. 

Für = 62 = 0 , 03 = 63 = 1 , ai = aa = 0 , (x.^ = a, =1 — y> 
= y — a — ist (I) die hypergeometrische DGl 2-260. 

Für = 62 = 0 , bj = ^2 = Ö3 = 1 , 63 = 6, «1 = + m, 

* j 

J — m , 0, = — 4 = ®>*3 = “'*+6>^s = * 

wird aus (i) 

+ ^(Ffri) [H-i) \ ® 


(I) 


(«1 «s 

\i>i bg Ö 3 


= 0 


2-404 


2-405 


2-406 


2-407 
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C. 2. Lineale Lifferentialgleidiimgen cweiter Ordnung. 


und hioftus für 6 -*■ 0 die konfluente hypergeometrische D 61 2-273 in der 
Gestalt 2-190 

( 3 ) -f»* + fc*jy = 0 . 

Für 015 + = 1 ) 0(3)83 = 0, 6, 0 entsteht die DGl 

aßla-b)* .. . 


y + \ z- T + x-h }y^{x-a)*{x 
Diese DGl hat die Lösungen 


6 )' 


5» = 0' 


Ci 

Cx 


x-b 
z — a 


+ ^2 
+ C3 


X-a^ 
X — a 

z - b 


log 


X — b 


für a + , 
für a = ^ ; 


dabei ist a ^4= 6 vorausgesetzt. 
Durch die Transformation 

|ft. 


1 + B 


(5) ^d-^c=no 

gehen die Lösungen y(x) der DGl (l) in die Lösungen r^{f) der DGl 


( 6 ) 


*^1 “^2 *^3 

^2 -ßa 


ai + r 02 — r—s 03 + ^ 
A +»’ ßt-r -8 ßs + a 


= 0 


Über und umgekehrt; dabei ist ^ a„ + jß ft», .ß,» = G a„ + D 6,i. 

Für r = -ai, «==-0(3. d=Ji. = = -^> = 2; 

wird (6) eine hypergeometrische DGL Man erhält somit die Lösungen 
y{x) von (i), indem man ?y(|) in (5) die Lösungen dieser hypergeome- 
trischen DGl durchlaufen läßt. 

Für die Darstellung der Lösungen durch Kurvenintegrale s. A22*6. 


2-408 ® (as* — «1) (ac* — «,) (ar* — 03) y" 

+ [aB*(a5*— Oi)(as» — o,) +ac*(a5*— Oj) (as*— Oj) +a5*(aB*— Oj) (ao*— O 3 ) 
— -(af*— Oj) (ac*— o,) (as*— 03 )]^' + (. 4 a 5 * +B) jf = 0; Lamische DGl. 


Lit.: Heine, Kugelfunktionen I, 8. 347f. Halphen, Fonctions elliptiques 11, 
S. 465—531. Forsyth, Diff. Equations III, S. 464—474. Humbert, Fonctions de 
Lam4. StrrOt, Lam^che Funktionen. WhiUaker-Watson, Modem Analysis, Kap. 23. 

Man kommt auf die DGl, wenn man bei der partiellen DGl 
Au + l^u = 0 


zu elliptischen Koordinaten übergeht. Aus dieser Herkunft der DGl er- 
klären sich die ihr eigentümlichen Fragestellungen. 

Andere Schreibweisen der DGl sind 


(I) 




+ 


*• — o, 


+ 


^)xy' 

(4 *• + jB) *» 


(X* - Oj) (X* - O,) (X* - «,) 


rrTvy = o. 
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(2) i ]/ (X* - Ol) (X* - a*) (** - ^) 1 [i J/(a:* - a») (** -o,) (** - o,) y'J 2-408 

+ U X* + 5 ) y = 0 

= y(af). f = ** wird aus (i) die D 61 2-329 (14) 


( 3 ) 






j A ^ -jr B _ * 


Ist p(x) die Weierstraßsche p-Fimktion, die der DGl 


(,'2 = 4 (p - e,) (p - e*) {p - 63) mit e, = o„- ^ (Oi + a* + Oj) genügt, 
SO wird aus (l) für 


j?(f) == y{*). = p (^) + j («1 + 03 + 03) 

die DGl 

( 4 ) ,r + [Ai,(^) + B]r, = Q. 

Für 

>/(f) = y(*). = 03 + (03 — 03) 8n*f (Oj > 03 > o) 

geht (i) über in 

( 5 ) + = 

\aj Äj — / 

(4) und (5) heißen, entsprechend den verwendeten elliptischen Funktionen, 
Weierstraßsche und Jacobische Form der Lam^schen DGl, (i) und (3) al. 
gebraische Formen. 

Spezielle Wahl von A, Gewöhnlich wird A — n(n + 1 ) gewählt 
(n eine ganze Zahl > 0 ) ; weiter werde B — -—X gesetzt. Die so entstehenden 
Gien (I) bis (5) sollen mit (la) bis (5a) bezeichnet werden. Wie schon 
bemerkt wurde, ist die DGl (3a) von dem Typus 2*329 (14) und hat daher 
in der dortigen Bezeichnung die Lösungen 

«3 4 n(n 4 -l)as + ^. » + 1 » 1 1 ^-»8^ 

4 (0,-0,) ’ 2 ’ 2’ 2’ 2’ 0,-0,; 

(hierbei braucht übrigens n keine ganze Zahl zu sein). Die DGl (3 a) hat 
weiter zwei Lösungen, deren Produkt ein Polynom höchstens n>ten Grades 
von f ist; dieses genügt (vgl. 3*26) der DGl 


( 6 ) 

+ [ 9 |* - 6 (Oj + a* + «3) f + 3 (»1 «2 -^^<h + ^<h)W' 

— 2 [(n* + n — B) ^ + Ol + 02 + + Xlti' — n{n + l)ri = 0 
und . kann aus dieser DGl gefunden werden, indem man mit dem Ansatz 

ri = — •hV 

r— 0 

hineingeht. Ihnlich wie bei 2-268 können dann mit Hilfe dieses Pdynoms 
die Lösungen von ( 3 ®) gefunden werden.- Man gelangt d a mit anch zu 
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Lösungen von (la), (4a), (5a). Vgl. WhitkiJcer^Waiaon, 8. 570ff.. Die 
der D61 (6) entsprechende, aus (4 a) hervorgehende D61 lautet 

(7) ^ [4 n (n + 1) p (f ) + A] 2 n (n + 1) p' (f) ^ = 0 . 

Für Og = 0, ttg = aj = 1, A = — n (n + 1) (m eine natürliche Zahl) 

geht (la) in die DGl 2-240 (12) der zugeordneten Legendreschen Polynome 
über. 

Lam^sche Funktionen, Weiter ist folgende Frage untersucht: Wie muß 
der Parameter A (Eigenwert) gewählt werden, damit die DGl (3a) eine 
Lösung der Gestalt 

PiS), U-a,P(^), 

y(f-ai) (1 - a^) (f - a,) 

hat, wo P ein Polynom bedeuten soll ? Solche Lösungen heißen Lamesche 
Funktionen 1, . . ., Art und erster Gattung, Die Fragestellung und die 
Lösungen übertragen sich durch die angegebenen Transformationen un- 
mittelbar auf die DGlen (la), (4 a), (5 a). Durch Ansetzen einer Reihe 

»? = X' (Oi> 02>a3) 

erkennt man z. B. leicht, daß es bei geradem m Lamesche Funktionen 
erster Art gibt. Allgemein kann bei geradem n die Zahl A stets so ge- 
wählt werden, daß es Lamesche Funktionen 1. und 3. Art, bei unge- 
radem n solche 2. und 4. Art gibt ; z. B. für n = 2 : 

f + 1^1,2 mit Ai ,2 = — 2X®.± 

Insgesamt gibt es bei gegebenem n ein System von 2 n -f 1 linear un- 
abhängigen Lameschen Funktionen. Für n ^ 10 sind sie von Q. Guerritore, 
Giomale Mat. 47 (1909) 164—172 aufgestellt, doch soll die Aufstellung 
Fehler enthalten. Für Näherungswerte vgl. H, A. Kramers— A, P, Ittmann, 
Zeitschrift f. Phys. 53 (1929) 553-565; 58 (1929) 217-231. Die zu den 
Funktionen erster Gattung nach A 24-2 erhältlichen linear unabhängigen 
Lösungen der DGl heißen Lamdsche Funktionen zweiter Gattung, Für wei- 
tere Untersuchungen über die Lamäschen Funktionen s. die angegebene 
Literatur; für die DGl (4) s. auch 2-26. 


2-409 + (a — l)2if=0 

y = cos (a:'~®) -f sin (a:^'®) für a 4= 1 . 

0. Perron, Sitzungsberichte Heidelberg 1917, 9. Abhandlung, 8 . 6, 
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— 4-{apa^ + ^xtf' + {ar3^ + s)y = 0 

Man bestimme die Lösungen Ai, A^ und 5 ,, der Gien 
A^-(q+l)A-s = 0 , B^-{p-l)B + r = 0 
und berechne c, a, ßy y aus 

c = A^y (1 y) b = A2 — A^y b (X ~ A^ Bj^y b ß = A^ 

Dann sind die gesuchten Lösungen 

y = 3 if T] {a 3^) , 

WO die rj(^) die Lösungen der hypergeometrischen DGl 2 260 
l(f-l)V' + [(a + ^ + l)f-y] Y}' + oLßrj = 0 

sind. 

Für die Fälle, in denen Lösungen in geschlossener Form möglich sind, s. Forsyth- 
Jacohsthaly DGlen, S. 210f., 756ff. Euler II, S. 183fif. 


411—446. Restliche Differentialgleichungen. 

(e^ + l)y"s=y 2-4II 

Für f}{^) = y (x), f = e* entsteht 

IX + f (f +!)»/-»? = 0. 

y = ( 7 i(l +e-") + G,[- 1 + (1 + e'^loga + e*)]. 
xy"logx—y' — yxlo^x = 0 2-412 

-HO. 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 162, 374. 

ac® (log*— 1) y" — a5|;' +y = 0 2-413 

y = (Ci + c,/l^^'dx)iog*. 

Morris- BrouMy Diff. Equations, S. 149, 373. 

y" ©in* * - [a* ©in* x + n{n-l)]y =0 2-414 

2-415 


©in* * + 2 n y' ©in ® (tof * + (n* - o*) y ©in* » - 0 s. 2 - 65 . 
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2*416 sina? + (2 n 4* 1 ) 9^ COS a; -I- (v— n) (v -f n -f 1 ) y sin ai;s 0 
8. 2*240 (19). 

2*417 jf"sinap 4*(8in*a5— COS«) y' +y 8 m*x = 0 

Für y(x) == 9 j(i), f = cos a: entsteht die DGl 2*35 

Morris- Bwum^ Diff. Equations, 8. 161, 373. 

2*418 (« cos «— 8in «) y'' + « y' sin «— y 8in « =s 0 

y = Ol a: + Cg ® • 

2*419 y'^ eo8 X -f («^ sin 2 « cos «) y' + (2 cos «— « sin «) y =0 

y = Cj a; + Gg a: sin X . 

2*420 y" COS* X — [a cos* x.+ n (n — 1 ) y] =: 0 ; SonderfaU von 2*25. 
Ist n eine natürliche Zahl, so ist 

y = ®)" ■’ 

dabei ist 



/nee, Diff. Equations, S. 132. Darhoux, Theorie des surfacee II, S. 210. 

2*421 y^^ cos* ax4-(n — 1)02^^ sin 2ax 

4-na*y [(n— *1) sin*ax -i-cos*ax]s=0 

y = c*! yi Vi == ® Ä == yl * 

Nach Th, Craig, Americ. Journal Math. 8 (1886) 88, dort spezieller und 
fehlerhaft. 

2*422 y"8in*x— 2yÄ0 

y = Ci ctg X + Cg (1 — X ctg x) . 

Forsgth-Jacdbsihal, DGlen, 8. 114, 711. 

2*423 y"8in*x+ayÄ0 

Für y(x) = iy(f), f = ctg x entsteht die DGl 2*226 
{P+l)7f'+2St}' + ari = 0. 


Vgl. Mich 2*424. 
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sin* X — [a sin* ;r 4- n (n — 1)] jf s 0 , a 4= 0 . 2 424 

ViS) = y{^)* f — ^ entsteht 2*420 mit f, tj statt x, y. Daher 
ist für natürliche Zahlen n 

Für a=^ ---m? erhält man periodische Lösungen. 

Vgl. auch W. V. Koppenfda, Math. Annalen 112 (1936) 44ff. 

jf" sin* X — [a* cos* a? + (3 ~ 2 a) cos 2; 4- 3 (1 — a)] y =s0 2-425 

y = CjU + CiuJ^, 
mit 

= (2 fl — 1) sin“ x + (3 — 2 a) sin“”^ x (cos a; + 1) . 

J. B. WiUon, Quarterly Journal 46 (1915) 332 f. 

y" sin* *— 1^0* cos* x+beosx + 1 3 a + 3 1 9 = 0 2‘426 

Eine Lösung ist 

y = [(2a + l)co8a: + 2^] | cos“"'* | 

mit a = o— 1, ß = ö-—ä'> anderen Lösungen können hieraus 
6 a — «5 

nach A24-2 gewonnen werden. 

J. R. Wiltm, Quarterly Journal 46 (1915) 333. 

sin* {[a* 6*— (a 4- 1)*] sin* « + a (a 4- 1) 6 sin 2 « 2-427 

+ a(a— 1)} jr=0 

y = G^u + Ct[v + { 2 a + l)u J v^dx] 
mit 

u = e“*'* sin® x (cos a; + 6sinx), v = e sin ® ^ x . 

J. B. Wilton, Quarterly Journal 46 (1916) 331. 

y" sin* ap 4- (« cos* ap 4- 5 sin* ap 4 - c) y = 0 2-428 

Man drücke die eine der trigonometrischen Funktionen durch die 
andere aus und ersetze evtl, die Variable x durch ^ x oder x ^ und ^ 
vgl. 2-420, 424, 431. 
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C. 2 . Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


2 429 9" sin*-® ap + if' sin a? cos ap — y = 0 

y = -f (7« ctg X . 

^ sina; * ® 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 145. 713. 

2 430 y" sin^ ap + y' sin a? cos ap + [v (v + 1) sin^ ap — n^] 1/ = 0 

Für die Lösung s. 2-240 (20). Die DGl 2-436 ist die reduzierte Form 
der obigen DGl. 

2*431 t(" sin 2 ap — I/' cos 2 ap + 2 1/ sin 2 ap = 0 

+ C,jg|lrf*jco82x. 

Morria-Broum, Diff. Equations, S. 149, 873. 

2 432 4 y" sin* a: + 4 sin a; cos Jt — (17 sin* ar + 1 ) y = 0 ; Sonderfall von 2-434. 

) sina; 

2*433 4 y'f eos^ ap + 4 ap^ sin ap cos ap 

+ (2 ap 2 4 - ap^ sin^ ap — 24 cos^ ap) y = 4 ap^ cos^ ap 
Für y = u{z) f cos x entsteht 

Die verkürzte DGl ist vom Typus 2-187. 

u = Ci 3^ C2 j 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 152, 374. 

2*434 ö y" sin^ a? -h & j/' sin ap cos ap + (c cos^ » + d cos x + c) = 0 

Für rj(S) = y(x), | = cos x entsteht die DGl 2*392 mit rj, a + b 
statt X, y, b. 

Vgl. auch die vorher behandelten Sonderfälle der DGl sowie Szegö, Orthogonal 
polynomials, S. 66, und für Näherungslösungen .4. J^arer«, Ingenieur-Archiv 6(1936) 
299ff. 

2*435 " sin^ x — 4 ^sin 3 x = 0 

y = Gl sin^ x ,+ G« ( 5+6 sin^ x + 8 sin^ x + 16 sin® x) . 

9 1 * i gjjj3 a; ' ' 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 126, 700. 


2*436 4 y" sin^ X + [4 r (r + 1) sin^ x— cos* x + 2 — 4 n*] y = 0 s. 2*430. 
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y" sin «cos* * — y' (3 sin* « + 1 ) cos x — sin* » = 0 2-437 

Für y(x) = f = cos * entsteht die DGl 2-187 

~3+Kiär -z-Yn 

+ i^rj’-rj = Q, Tj = Cii * +0^^ * 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 161, 373. 

i/"cos2 5c sin^jc 2-438 

— [o cos^ojsin^a; + m (m— 1) sin^» +n (n— 1) cos^x]t^=:0 s. 2-25. 

[«» (®) “ 9 («)] »"-«>'(*) y'- {«(«■!■]) [ji»(«) - f (o)]*- p"(a)} t;= 0 2-439 

Vgl. Ralphen, Fonctions elliptiques II, S. Ö69ff. 

{ 9 ' + 9 ^)y" + {9^—99'— 9 ")y'-*-i 9 '^-‘ 9 ^ 9 '— 99 ")y=^> p = p(*)- 2-440 

y = CiP(a!)+Cjef(") 

(sn^ X — sn^ a) y" — (2 sn x ■+• cn x dn x) t/' 2-441 

+ 2 [1 — 2 (fe2 + 1) sn^ a + 3 sn^ a] t/ = 1 

Vgl. Forsyth, Difif. Equations III, S. 463. 

/ (x) y" + X tf' — 1/ = 0 2*442 

Eine Lösung ist y = a:. Die übrigen Lösungen lassen sich aus dieser 
nach A 24- 2 berechnen. 

f(x)y’' + ^f'(x)y’ +gix)y = 0 2-443 

Für / > 0 entsteht durch 

riii) = y(x},S=f~ 

die DGl 

+ 9{^)V = 

in der noch x durch ^ -auszudrücken ist. 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 717. 

fy"^af'y' +bf^^^^y = 0 , f = 8.2-79. 2-444 

/2 g' _ 1 ) y" + [2 / 9 g'* - (3* - 1) (/ g" + 2 /' SfOl / 9' 

-I2f 9 + v(r + l)/9']/s'*}9 = <>./=/(*)• ? = ?(*) s- 2-240 (21). 


2-445 



3. Lineare Differentialgleichungen dritter Ordnung. 

f)Glen mit Exponentialfunktionen: 5, 18, 27. 

DGlen mit Logarithmus-Funktionen: 46, 55, 63. 

DGlen mit trigonometrischen Funktionen: 5, 22, 82. 

DGlen mit elliptischen Funktionen: 9—14, 28. 

DGlen mit willkfirlichen Funktionen: 15, 23—26, 33, 45, 83. 

DGlen, die sich auf DGlen zweiter Ordnung zurückführen lassen: 15, 26. 


31 »'"♦AlfrsO 

f Cj + C, * + 0, ** für A = 0 , 

^ ~ |c,coeiix ^3 + Cjsin J für A + 0 , 

wenn k die reelle Lösung der Ql X ^ ist. 


3*2 y''' -hasiflyssbx 

Für fj{() = y(x), f = 05 * erhalt man die BGl 3-34 

Forsyth-Jaeobftkal, DGlen, 8. 281 . 791 f. 


3-3 !f'"ssaa!‘sf 

± 1 1 

^(f) == y(*)» f = c a; ^ 3 entsteht die DGl 3*60 

+ (1 - f »7' + (v* - 1 - ^ f«) »7 = 0 

mit (6 + 3 ) V = 3 . 

Halphen, M^moires par divers Savants ( 2 ) 28 Nr. 1 ( 1884 ) 143 . 

3 4 Typu 8 A221. 

t 

y = Gj e* + (Cj 008 a Ä + G, sin a a?) e * mit a = . 

Morris-Braum, Diff. Equations, S. 147 ’ 371 . 
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a*y'sse*‘* 8 m*af 3.5 

y = C'i + (7,e'* + C8e-“* 

I / 1 , (4— lla*)8in2x4-3o(4 — a*)co«2*\ jj, 

■^\l2o*'f' 4(o‘ + l)(o» + 4)(9o* + 4) 

Morria-Brown^ Diff. Equations, S. 121, 367. 

+ 2 aa;jf' +ay =:0 36 

Die DGl ist ein Sonderfall von 3* 15* Die Lösungen sind somit 

y = Ol tt* + (72 it v + C3 

wo u, V ein Hauptsystem von Lösungen der DGl 2-14 

2y'' + aa:y = 0 

sind. Die DGl ist also durch Besselsche Funktionen lösbar. 

Für Lösungen mittels Integrale s. Forayth-Jacobsihal, DGlen, S. 611. 


t/'" — Xtf' — 

Die folgenden drei Reihen, die für alle z konvergieren, bilden ein Haupt- 
system von Lösungen, wofern gewisse naheliegende Ungleichungen für 
die Koeffizienten erfüllt sind: 




oJ(o - 3)(6 - 3).--(0 - 3 » + 3)(6- 3»- + 3) 

— X , 


_ , ^(o-l)(6-l){o-4)(6-4)...(o-3r + 2)(6-3i. + 2)^„, 
^ + Z (37+1)! • 

** 4 . ^(a-2)(6-2)(o-6)(6-6)--.(o-3i. + l)(6-3r + l)^. 4 « 

• (3r + 2)! 


Forayth-Jacobsthal^ DGlen, S. 207, 741. 


y" 4- ^ + (c — 1 ) y = 0 ; Sonderfall von 3-67. 


ir"' — 3 [2 p (®) +a]y' + 6 y = 0 


„-VC 

^ A ''a(x)a(a,) 


wo ai, flCj, 03 die drei NuDstellen von 

6 p'(x) + (3 a*- ?,) p (a:) + -^ = 0 
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sind (es wird vorausgesetzt, daß diese verschieden sind und aj + «2 + ^ 

ist) und 


=-C(a,) 


2 p' i^v) + ^ 
2 a - 4 f) (of,) 


ist. 


Forsyih, Diff. Equations III, S. 460—462; nicht geprüft. 


3-10 j^« + (l_n2) |>(af)i(' + I[(l-n2)f»'(a;)-o]9 = 0 


Es sei 

p'2 = 4p® — gj, d. h. ^2 = 0. 

Für n = 2 erhält man die drei Lösungen 

.,_a{x±^ r(M 
<r(*) 

WO a eine der drei Lösungen von p'{ai) = a ist. 

Für n = 4 erhält man (nicht nachgeprüft) 


wo a, ß durch 
a 
ib 


_ -x[C(a>+« 

a{x) 


. aA*— lOA — 15 ^ 5p'(a)H-a 

PW=rs (A-l). ’ ^ = -5a-3)p(a) 


mit X = 


16 a* 


a* + 45* ^3 


bestimmt sind. Ist = 135 , so gelten die obigen Formeln nicht. Man 

hat dann die Lösungen 

yi = p'(x)-^, y* = *3/1 + 2p(a:) , 

y, = (~ " - g ~+ l| [Ci* — a) + C(a: — ««) + C (a: — £®a)] + 6C(*) , 

WO 15 p'(oil) = — a und e eine nichtreelle dritte Einheitswurzel ist. 

HalpheUf M^moires par divers Savants (2) 28 (1884) Nr. 1, S. 186—195; 
Fonctions elliptiques II, S. 571 ff. 


3 -II — [ 4 n(n + l)fp(a7) +a]t/' — 2 n(n + l)f>'(x)9=:0 s. 2 408(7). 

312 y"' + [A if{x) +a]y' +Bif'{x)yssO 

Vgl. Halphefiy Fonctions elliptiques II, S.564, und für den Fall, daß neben Bp' 
noch Glieder oip ß im Koeffizienten von y Vorkommen, Forsyth, Diff. Equations 
III, S. 462. 

3-13 y"'— (Sfe^sn^a; +o) y' + (ft +c8n®a;— 3 ft® 8 na!cna[;dna;) ys=0 

Vgl. Forsyth, Diff. Equations III, S. 463. 
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y"'—( 6 li?SB?x+a)y' +by = (i 3-14 

Vgl. Forsffth, Di£E. Equations III, S. 463. 

y"' + 2 f{x) y' +/'(») y = 0 ; Sonderfall von 3-26. 3*15 

y =z Ci u\ + Cg «1 Wg + Cg ttg , 
wenn ein Hauptsystem von Lösungen der DGl 

2 m" +f(x) u = 0 

sind. 


y'" 2 — 3 + 10 y = 0 ; Typus A 22*1 . 3-16 

y = Cj c”^ * + (Cg COS X + Gg sin x) ^ . 

Morris- Broton^ Diff. Equations, S. 148, 371. 


yfff — 2 + 2 y = @in a?; Typus A 22-2. 

Für u (x) = y' — 2 y entsteht die leicht lösbare DGl 
w" -^a^u= Sin x . 

Damit erhält man 


y = Cie** + C2e"+C3e-“^ + 


2Siiia: + €of® 

3{a‘-l) 

^ + ^ ^ ß-r 

2 36 


3-17 


für 1 , 
für = 1 . 


y'" — 3 ay" + 3 a 2 |/' — a® j = 3-18 

y = + ^1 + Gg X + Cg x^l ß“ ^ . 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 148, 371. 


y'" + Og y" + ttj y' + tto y = 0 s. A 221. 


3-19 


y'" — 6xy" +2 ( 4 a ?2 + 2 a — 1) y' — 8aapy = 0: Sonderfall von 3*26. 3*20 

y = Ciw2^C2itr ^CgrS, 

wo u, V die Lösungen von 2*46 sind. 


y'" + 3 a X y" + 3 o® y' + a?^ y = 0 

ei«-«* _ I * f^+ C'sSin » Kiö' 

^ ICi + Cjoos® y | 3 a| + C3 sin* |/| 3 o| 
Tä. Crfligr, Americ. Journal Math. 7 (1885) 281. 


für a > 0 , 
für a < 0 . 


3-21 
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3-22 y"' — y" sin 05 — 2 sf' COS ap + » sin a? = log ap; exakte DGl. 

Durch zweimalige Integration erhält man die lineare DGl erster Ordnung 

MorriS‘Brown, Diff. Equations, S. 148» 372. 

3-23 y "' + / (*) y " +»'+/(«)»= 0 

Für it(x) = y" + y hat man die DGl 

u' + f(x) u — 0 , 

Daher ist 

y = C^cos X + C2 sin a; + C3 (sin x j E cos a: da: — cos x J £ sin a; da;) 
mit E = exp (— J fdx ) . 

JtUia, Exercices d’ Analyse 111» S. 210—213. 

3-24 9 '"+/(®)(** 9 "- 2 *»'+ 2 »)= 0 ; Sonderfall von 3*83. 

y = Ci x + 0 ^ 3 ? + C2(x J a;'* w da: — x* J x"® u dx) 
mit u = exp [— J a:®/(x) dx] . 

Fotsyth’Jacobsihal, DGlen» S. 138» 707. 

325 y "' + fy " + 9 y ' + if 9 + 9 ') y = o , /=/(*). ? = 9(*). 

Die Lösungen sind die Lösungen der DGlen zweiter Ordnung 
Ey^' + gEy^C mit E = exp J fdx und beliebigem C. 

Julia, Exercices d* Analyse 111, S. 210f. 

3.26 »"'+ 3 /^'+(/'+ 2 /*+ 4 sr)y'+( 4 /ff +39')ff=0, /=/(*), g-g(x). 

y = Cj it* + C, « » + C, t>*, 

wenn u(x), v(x) ein Hauptsystem von Lösungen der DGl 
y"+/(«)y' + fl^(«)y = 0 ist. 

Whitlaktr-Wataon, Modem Analysis» S. 298. 

Zu den DGlen dritter Ordnung» die auf diese Weise auf DGlen zweiter 
Ordnung zurückgeführt werden können, gehören insbesondere die anti- 
selbstadjungierten DGlen 

[/(/J^n'+2yy' + (;'y = 0; 
die zugehörige DGl zweiter Ordnung ist 

2/{/y')' + ?y = o. 
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4 ^"'— 8 y"— lly'— 8 jfs— 18 e*; Typus A 22-2. 3-27 

X 

y = Cie»* + (C, + C,a:)e"* +e*. 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 148, 371. 

27 — 36 n^f»(a?) y' — 2 ti (» + 3 ) ( 4 n — 3 ) f'{x)ys :0 3 28 

Siehe Halphen, Mömoires par divers Savants (2) 28 (1884) Nr. 1, S. 106, 292—237. 

Dort sind insbesondere die Fälle n = 1, 2, — 1 behandelt. Vgl. auch Halphen, 
Fonotions elliptiques II, S. 55dff. 

xy"' + 3 y'+xys:<i 3.29 

Für u(x) = xy entsteht m"' + = 0. 

+ 3 jf" — aap*s=s0 3.30 

Für u{x) == X y{x) entsteht m'" —axu. Zu dieser DGl s. 5 3. 

«y"' + (a +0)9" — opjf' — ajÄO, a>0, b>0. 3.31 

Mit A22'4 erhält man 

3 

/ l‘r' 

dabei ist aj = — 1, /Jj = Oj = 0, ß^ = + 1, ferner 03 = 1, ^3 = + cx> 
für a; > 0 und = — 00, ß^ = — 1 für a:<0. 

Forsyth-Jaoobsthal, DGlen, S. 612. 

OP jf"' — (a? + 2 i?) — (x — 2 p — 1 ) jf' + (a? — 1 ) y = 0 ; Sonderfall von 3 32 

3 - 83 - 

y = Ci e* + X' ‘ [C, {i X) + C, 7„, (» x)] , 

WO und 7 ^ die Besselschen Funktionen sind. 

X y'" 4. (x‘ — 3 ) y^' 4- 4 X y' 4- 2 y = f{x) 3 33 

Die DGl ist eine exakte. Durch Integration erhält man eine DGl zweiter 
Ordnung, die wieder eine exakte ist und sich auf die linearen DGlen 
X y' + (x* — 5) y = J dx J f(x) dz 

zurückführen läßt. 

Forsyth-Jacobsihal, DGlen, S. 103, 693. 



514 


C. 3. Lineate THfferentialgleichiingeii dritter Ordnung. 


3-34 2 xy"' +iy" +axyszb, a =# 0 . 
Mit A 22-4 erhält man 



0 


dabei sind a^, Oj, cc^ die drei Lösungen der Gl 2 a® + a = 0 , = — cx> 

oder + oo, je nachdem a; > 0 oder x < 0 ist ; ferner 

\ ö (Ci + • • • + C^) + 6 = 0; 

die Integrationswege sind gerade Linien. 

Forayth-Jacohaihaly DGlen, S. 791 f. 

3*35 Sxy"' — 4 (a? + r — 1) + (2 a? + 6 r — 6) + (1 — 2 r) j( = 0; 

Sonderfall von 3-83. 

WO Jy, und y, die Besselschen Punktionen sind. 

336 2a?jf'" + 3 ( 2 oa? +fe)y" + 6(öa? +afc) y' + ( 2 ca?+ 35 k)j/s= 0 , ä;> 0. 
Mit A 22*4 erhält man 

»-l 0 

dabei ist 

P ( z ) = 2^+30 22+362 + 0 , 

«1» ot2j »3 sind die drei als verschieden vorausgesetzten Nullstellen dieses 

Polynoms, a4 = + 00 für x ^ 0 , Gi H + Gi =; 0 . 

Forayih-Jacobaihal, DGlen, S. 282. 

3-37 {a!—i)xy'"—{x-‘2)xy" — 2y'+iysz0 

Für u(x) — y' y entsteht die DGl zweiter Ordnung 
X (x— * 2) tt"-— 2 o = 0 . 

Unter den Lösungen dieser DGl ist nach dem zweiten Teil von 2*303 eine 
quadratische Funktion, und zwar = x (x ~ 2) ; eine zweite Lösung ist 

nach A 24*2 somit o = x (x~ 2 ) log j ~~ 2 (x — 1 ). Damit erhält man 

y=Oix2+C'2e® + C3e® /e~*[x(x — 2)log — 2(x — l)]dx. 
Morrü-Brown, Diff. Equations, S. 149, 373. 
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(2*— 8*jf'+8» = 0 3.38 

Lösungen sind offenbar * und e* * . Damit läßt eich die DGl nach A I7'2 
auf eine lineare DGl erster Ordnung zurückführen. 

(2 ap — 1 ) jf"' + (* + 4 ) 1^" + 2 = 0 ; exakte DGl. 3.3g 

Die Lösungen erhält man aus der DGl erster Ordnung 
( 2 a;~l) y' + xy^C^x + C^. 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 129. 

— 6»' +a®*i; = 0 3.40 

Für i/{x) = 3 ^u{x) entsteht die DGl 3 66 mit tt statt y. 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 207, 742. 


+ (a? + 1 ) y" — t/sO 

Es gibt eine Lösung der Gestalt 

OO - 

n«0 

die für alle x konvergiert; man wähle nämlich Uq, so, daß gleich 

ttj 

dem unendlichen Kettenbruch 


3*41 


ist und setze 


ai ~ iT |2* |3* 142 1- 


*nr 2 


= a„ 


n^a. 


’n+i 


(n = 0, 1, 2, . . .) 


0. Perron, Math. Annalen 66 (1909) 448. 


a ;2 ym ^ ^ yff 4 . + 1) 1^' = 0 3*42 

y =- 0 "j- xZ^{x ) , 

wo Zi die Zylinderfunktion erster Ordnung ist. 

McLachlav, Bessel functions, S. 27. 


ar^j'"+ 3 arj>" + ( 4 o*a!*‘'+l — 4i)®a^)»'+4o®a®''''»=s0; Sonder- 3-43 
fall von 3*66. 

y = C,Jl (X“) + G, J, (X*) ¥, (X«) + G,in (X») . 
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3.44 as*y'"— 3 (ar— m) |^' + [2** + 4 (n— m) ac +m (2 m— 1)]^ 

— 2n(2ae — 2m4'l)y — 0, Sonderfall von 3 - 26 . 

y = Ci li* + Cjj M f + Cj »* , 

wo Uy V die Lösungen von 2*113 (l) sind. 

0. Palamäf Annali di Mat. (4) 18 (1939) 320. 

345 x* 9 '"+ 4 *»" + (** + 2 )»'+ 3 ac»=/(®) 

Nach Multiplikation mit x ist die D 61 eine exakte. Sie ivird dadurch 
zurückgeföhrt auf 

xSy" + x*y' + x»j/ = / x/(x) dx + C. 

Forsyth Jacobsihal, DGlen, S. 103, 693. 

3 46 jc* jf"' + 6 JC 1^" + 4 jf' = log X ; exakte DGL 

y = C, + S + C,l^* + f(l0gX-2). 

Morris^BrowUf Difif. Equations, S. 136, 369. 

3-47 ap*»'" +6®»" + 6 sf'sB 0 

y = + C, X-' 4- Cj x'- . 

3.48 ae^y"' +6®y" •f6|f' -i-aap^jfsO 

Für u(x) = y entsteht tt"' + a = 0 . Damit erhält man 

w «1» ocg, 03 die Lösungen von a® + a = 0 sind. 

Forsyth-Jacobsihal, DGlen, S. 742. 

3*49 0^ — 3 (p 4* g) X H- 3 p (3 9 -1- 1 ) — 0^ , p,q natürliche Zahlen, 

y =/7 (d- 3 /a- 1)/7 (d -3 V- 2 )^ C*c“** 

#1-0 »-0 *-l 

wo d = X ^ ist und die die drei Lösungen von = 1 sind. 

J. L. Burchnaü — T. W. Chaundy^ Quarterly Journal Oxford 1 (1930) 190, 
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**9"'— 2(M + l)a!9" +(ax* + 6ii)i/ — 20*9 = 0 350 

Es sei n eine natürUche Zahl. Die DGl ist dann von dem Typus A l 8 - 6 . 

Man erhält 

y^Ci + C^x* + C3^''*'- für 0 = 0 ; 

9 = Cj (0 X* + 4 n - 2) + Cj e*l^“ P{x) + C 3 e"* •^ö(x) 
für o 4= ’O; dabei sind P und Q Polynome vom Grad ^2 n + 2. 

Halphent C. R. Paris 101 (1886) 1240. 

**9'"-(**-2*)9"-(** + r2-ij9' + (* 2 - 2 * + r*-i)9=0; 3-51 

Sonderfall von 3 83 . 

y^Ce^+fcZAi x) , 

WO die Z, die Zylinderfunktionen sind. 

JP* Sf"' — (i*? + r) 0 ? jf" + r (2 a? + 1) y' — V {® + 1) SS 0; Sonderfall von 3 52 
3-83- 

y = Ce* + xTz,^i( 2 l^), 
wo die die Zylinderfunktionen sind. 

4 r* 9 '"_ 2 (»*—x) 9 "+ |®*—2x + 1 —i>*| 9 ' + |v*— 119 = 0 ; Sonder- 3.53 
fall von 3 - 83 . 

y = C'ie*+ l/^e**Z,(ltx), 

WO Zv die Zylinderfunktion der Ordnung v ist. 

x«j^''-(«4-6»)i|''-(2aj3-6)j/'+2jp2|^==0 3*54 

Die Stelle o; = 0 ist schwach singulär. Die IndexGl (s. A i 8 *i) ist 
r (r + 1) (f -|- 2) = 0. Eine Lösung der DGl ist y = Damit läßt sich 
die DGl auf eine lineare DGl zweiter Ordnung zuräckführen. 

(flc* + 1) jf'" + lOy' = 3 — ^ +2 loga?; exakte DGl. 3*55 

Durch Integration erhält man wieder eine exakte DGl. Daher erhält 
man die Lösungen aus der DGl erster Ordnung 

(x* -f- 1 ) y' + 4 X y = (x*.+ 1) log X + Cq + C^x . 
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C. 3. Liiieare Difierentialgleicbungen dritter Ordnung. 


3-56 (** + 2)»"'— 2a!jf" + (a:2+2)y'—2*» = 0 

y — X sin x . 

Forsyth-Jaccbsthal, DGlen, S. 134, 707. 

3.57 2 x{x<^l) y'" + 3 (2 «— 1) + (2 a a? + ö) y' + o jf = 0 

Die DGl ist vom T3T)ua 3*26. Die Lösungen sind 

Ci »1 + c't vi Vi + ^3 j'L 

WO yj, zwei linear unabhängige Lösungen der hypergeometrischen DGl 
a * (x — 1) y" + 3 (2 a: — 1) y' + ||x + ^ — -g-j y = 0 

sind. 

3.58 4 - + 14a? — 1) t/'' +4 (a; + 1) -f2y = 0 

Der Punkt x = 0 ist stark singulär. Nach A 18*4 muß die DGl trotzdem 
eine Lösung haben, die in der Umgebung von ar = 0 regulär ist. Eine solche 
Lösung ist 

»«0 

mit 

Oo = €o| I , »1 = — Sin , 

«.“(-Tj’f — r, 

0. Perron, Math. Annalen 48 (1926) 346—361. 

3-59 {ax + b) xy"' + {a X + ß) y" +xy' +y=s/(*) 

Das ist eine exakte DGl. Ihre Lösungen erhält man daher aus 
(ox + ö)xy"+[{K— 2o)x+^ — ö]y'+ (x+ 2o — a)y = jf(x)dx + C. 
Forsyth-Jacohethal, DGlen, S. 102f. 

3'6o af*y'" + (l — i)*)*jf' + (oj!® + n®— l)ysrO 

Die DGl ist von dem in A i8-6 behandelten Typus. Für r = i 1 
liegt eine DGl mit konstanten Koeffizienten, für a = 0 eine Eulersche 
DGl A 22-3 vor. 
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Ist a =t= 0 und ist v eine natürliche Zahl 4= 1, so ist 

ib-1 

WO = a und die gewisse Polynome vom Grad ^ 3 (r — 1) sind 
Bezeichnet eine Lösung der DGl bei beliebigem (auch komplexem) v, 
so ist 

V,^% = o j/, + (2 V + 3 ) yl — (2 V + 3 ) (v + 1) (x~^ y, — x~^ y,); 

man erhält alle Lösungen wenn y, alle Lösungen der DGl durch- 
läuft. Da y^i = exp (— A x) für die drei Lösungen A der Gl A* — a ein 
Hauptsystem von Lösungen ist, kann man mit Hilfe von (i) alle für 
natürliche Zahlen n berechnen, die nicht durch 3 teilbar sind; z. B. ist 

y, = -f a) e-"" (P = a) . 

M, Ralphen, C. R. Paris 101 (1885) 1240; Memoires par divers Savants (2) 
28 (1884) Nr. 1 , S. 180. Zur Herkunft der DGl vgl. auch 3 * 3 . 


aj3 + [4 + (1 — 4 1?^) «] y' + (4 — 1 ) y == 0 ; Sonderfall von 3-66. 3‘6l 

y=^C^x Jl{x) + C 2 X J,,(x) Y,(x) + C^x Yl(x ) . 

+ (ox“" + 1 — 1?2) xj(' + [hx^*’ +a (v— 1) X“*' + — 1] y = 0 3 62 

Für rji^) ~ x"'’^ y(x), v i = x'' entsteht die DGl mit konstanten Ko- 
effizienten 

+ atj' + ÖTj = 0 . 

A. Chieüini, Rendic. Cagliari 9 (1939) 142—166. 


x3y"'+3x2y"-.2xy'+2y = 6x3(x-l) logx-x»(x+8) 

Die homogene DGl ist vom Typus A 22*3. 

C 10« — 27 ,, 26«-|-9 • 

y^C^^ + ^+C^xlogx + — a:»log X- 

Uforris-Rrotim, Diff. Equations, S. 148, 371. 


3-63 


ai*jf"'+3a5*^' + (l~o*)®9'=s0; Typus A 22-3. 

y^Ci + GtJf' + GsX-“ fära*=t=l. 


364 
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C. 3 . liiiieate Diffenuitialgleichnngen dritter Ordnung. 


3*65 + («?* +8)acy'--2(a5* 4-4)|f = 0 


Für y == a: u{x), it" + = v(x) entsteht die DGl x t/ = r. 

erhält man 


y = C^x^ + C^x cos X + C^x sin x . 


Damil 


3-66 a?a9'"+6a?2j^' + (aj?8-12)9=s0 

Die DGl folgt durch Differenzieren aus der durch dividierten DGl 3*48, 
wenn nachträglich wieder y statt y^ geschrieben wird. Die Lösungen 
der obigen DGl sind daher 

y ^ (Gl + Oje**-" + Gac*»^ mit a* + a == 0 . 

Forsyth-Jaedbßthal, DGlen, S. 742. 

3-67 05» y"' +8 (1 -a) »* 9 " + [4 6 * c* + (1 -4 V* c* + 3 a (a- 1) «] 

+ [4 5* c* (c — o) **' + a (4 c* — o*)] jf SS 0 

y = Ci *• ^(«) + C, J,{u) Y.{u) + C, *“ , 

wobei u = 6 ist und J,, Y, die BesselschenfWktionen (vgl. 2-162) sind. 

Nidsen^ Cylinderfanktioiien, S. 147. Vgl. auch 3 * 26 . 


3-68 a5»y'" + (*+ 8 )a!*y"+ 5 (af— 6)*s' + ( 4 a;-f 30 )y = 0 

Zwei linear unabhängige Lösungen sind 
4**-‘ 3*.4*x-‘ 

~ * 6(30-4-6) 5-6(30- 3.4)(30 -4-6) 

2*.3*-4*®-* 

4 - 6-6(30 - 2.3)(30 - 3-4)(30 - 4-6) 

. l«.2«.3»-4«»-« 

^3-4.6.6(30- l-2)(30 - 2.3)(30 - 3- 4)(30 - 4- 6 )’ 

_yi p/ 1 ». 7*.8*...(n-f !)**• 

' 6.6...(»-l)(6.7 - 30)(7.8 - 30)...(n(» + l)- 30)‘ 

Farsyih-Jacobithal, BGlen, S. 206. Eine dritte dort angegebene Lösung scheint 
falsch zu sein. 

3*69 «•if'"+a5*|f'Moga? + 2a5y'--jfs=2«* 

Nach Division durch und zweimaliger Integration erhält man die 
lineare DGl 

*y' + (log*-2)y=y + C,4-0,®. 

Jfoms-jB^ovfi, Diff. Equations, 8 . 148, 372. 
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Die DGI ist nach Multiplikation mit x eine exakte, durch ihre Inte- 
gration ergibt sich eine DGI zweiter Ordnung, die wieder exakt ist, und 
aus dieser erhält man 

y = Cj (2 a:* 4- 1) + C, a: tt -I- Cj|2a: -f- amlog^-^j , 

tt == y a:*-f 1 . 


(as +3)a5*j^"--3 (a:-i-2)a!y" +%(x + })y' — 6 y=(i 371 

y = Ci + C^x^ + C^ix + 1) . 

2 (ar - aj (* - o,) (» - a,) y"' 3-72 

•f [9 — 6 (ui -l- Oj + (I3) ae + 3 (oi Oj -l- Ol da -4- Oj Oj)] y" 

— 2 [(n* + »— 3) X + ö] y' — M (n + 1) y = 0 s. 2-408(6). 

(x + 1) ar® i)"' — (4 X + 2) X* ü" + (10 X + 4) X y' — 4 (3 X + 1) y = 0 373 

y = Ci a:* + Gj X* log X -f Gj (x + ** + ** log* x) . 


435*^"'— 4as*j>" +4ar*jf' = l 374 

Die homogene DGI ist nach Division durch x vom T3rpu8 A 22-3. 

y = Gl -f Gg X* -I- Gj x*log X- 

MorrU-Brawn^ Diff. Equations, S. 136, 369. 

(x» + l)x»»'"-(4a5*+2)x*y" + (10x*+4)xy'-4(3x*+l)» = 0 375 

y = Gl X* -f G, (X* -H x) + G3X*log |x| . 

x«^"+a 5 »»"— 2»=0 376 

Eine Lösung ist y = x*. Die Stelle x = 0 ist stark singulär, x = 00 
schwach singulär. Für y(x) = r/(f). I = ^ entsteht die DGI 3-54 mit 
f , y statt X, y. 

Für TAmngftfi in der Form von Reihen, die nach Potenzen von ~ fortschreiten,' 

8. Morrit-Broum, Diff. Equations, S. 191, 379. 
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C. 3 . Lineale Difierential^eichungen dritter Ordnung. 


377 as'jr'" + 6a5®|f" +aysB0 

Für TjiS) = y(x), f = ^entsteht die DGl 3-40 mit rj statt x, y. 

3.78 ap* (a;* + 3 ar* + 3 ® + 1) (2 «* + 3 ar *— 6 ap *— 6 *— 1) y" 

+ (ar*— 16a5* — 12* — 2 )y' + (ap*+4a!!® + 8 ap 2 + 6 a 5 + l)j; = 0 

Forsylh, Diff. Equations III, S. 260f. 

3-79 (*— o)»(*— 5)»»'" — c» = 0. “ + 

Für 

y(x) = (* — 6)2 tjiS), I = log 
entsteht die DGl mit konstanten Koeffizienten 

(a- 6)3 ( 7 ]'" - 37/" + 2?/') - c?/ = 0 . 

Halphen, Memoires par divers Savants (2) 28 (1884) 143f. 

3 - 8 o y"' sin a? + (2 cos jc + 1) y " — y' sin « = cos a? ; exakte DGl. 

Die Lösungen erhält man aus der linearen DGl erster Ordnung 
y' Bin X y = CiX — sin X . 

3 - 8 i (sin ar + jj) y"' + 3 (cos a? + 1 ) y" — 3 y' sin x — y cos x = — sin a;; 
exakte DGl. 

Für u(x) = (sin x + x) y entsteht it"' = — sin x; hieraus erhält man 
(sin X + x) y = — cos X Cq + Cj X -f- Gj X*. 

Morris- Brotm, Dill. Equations, S. 129, 368. 

3-82 y"' sin® x 4 - 3 y'^ sin x cos x + [cos 2 x + 4 v (v + 1) sin® x] y' 

4- 2 V (v 4 1) y sin 2 x = 0 

y = CjU® + Cj WV + CjO®, 

wenn u, v ein Hauptsystem von Lösungen der Legendreschen DGl 2*260 
bilden und bei ihnen das Argument x durch cos x ersetzt wird. 
Forsyth-Jacobsthaly DGlen, S. 207, 743. 
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^ 1.(11) + A (®) 1.(11) s 0 mit L(y) = f(x) y" + g(x) y' + h(x) y, wobei 3-83 
/ + 0, ji, Ä stetig differenzierbar sind. 

Die D 61 hat offenbar als Lösungen sicher die Lösungen von L{y) = 0 . 

Man kann A (rr) so bestimmen, daß die DGl außerdetn noch eine gegebene 
Funktion (p(x) zur Lösung hat. 

(a) Ist 

Ii = y" + (1 — 2 a) o; y' -f (a^ — v* -f 6* ar‘‘) y , 

so sind die Lösungen von L(y) = 0 durch 2*162 (i) bekannt. Wird 

^ {x — a -f 'l)* + X - V* c* H- c* {2 c x) 

{x — a)* X — V* c* + 6* c® x*'* 
gewählt, so hat die DGl die Lösungen 

y, = Ci 6" + X« [C2 J, (6 x^) + O3 7 , (b ^)] , 
wo die die Besselschen Funktionen (vgl. 2*162) sind. 

(b) Ist 

L = y' — [(2 a — 1) a; -f 2 6 c y' -f [(a^ — c^) -f- (2 a — c) 6 c a:^ 

so sind die Lösungen von L(y) = 0 durch 2162 (17) bekannt. Wird A{x) 
so gewählt, daß 

— ^ [(z — a)* — V* + X + (2 o — c) 6 c a' - 2 6 c + (fr* + d*) c* x*‘] 

= (x — ö -{- 1 )* — v*c®-|-x-|-{ 2 o — c) b xf ^-|-( 2 a — 3 c — 2 ) b c xf 
— 2 fr c x“** + 2 c« (fr* + d*) x*'-i + c* (fr* +<P) X*' 

ist, so hat die DGl die Lösungen 

y = Ci 6^ + x” e‘^ [C, J. {d xf) + Cj Y, {d x')l . 

NidatUy Cylinderfunktionen, S. 133 — 136 . 



4. Lineare DifiFerentialgleidittngen vierter Ordnung 


DGlen mit Exponentialfunktionen: 4, 40. 

DGlen mit hyperbolischen Funktionen: 5, 9. 

DGlen mit trigonometrischen Funktionen: 12, 15, 41, 42. 

DGlen mit elliptischen Funktionen:. 10. 

DGlen mit willkürlichen Funktionen: 2» ii, 14» 43, 44. 

DGl, die sich auf eine DGl zweiter Ordnung zurückführen läßt: y. 


4-1 »<^> = 0 


V = C'a + Ci * + Og X* + C3 x». 

Mit Benutzung der in 4 44 eingeführten Bezeichnungen für Grund- 
lösung, Randbedingungen und Greensche Funktionen ist 

Ix— £13 

92 f) = 12 

und für a = 0, 6 = 1 (die hingeschriebene Zeile gibt P {x,^) für a; ^ f ; 
vertauscht man auf der rechten Seite x mit f, so erhält man T (x, f) für 

12 r^*” - — + 2x^(3i-x), 

- x^ + 3x^i 3 

6 == X f («2 + f 2 + 2) - X» - 3 X f2. 

/UI, III /uii,ni es nicht, da die Randwertaufgabe eigentliche 
Lösungen hat, nämlich Ci + Cg x. Als verallgemeinerte Greensche Funk- 
tionen, die so normiert sind, daß sie orthogonal zu diesen Lösungen sind, 
erhält man 

j 4-+— i jö-|. 

+ («• + {•) (V+i)-C+f)(T + H)+ll*f+ä- 

Myller, Diss., S. 25. 
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4* Lineare Differentialgleichiangen vierter Oidnung. 
+ 4 if / (*) mit den Randbedingungen 


y = 0, y' = 0 
y = y" = 0 
y" = 0, y"' = 0 


für X = 0 bzw. X = l . 


Für die praktische Berechnung wird der Ansatz 


mit 


y = Ci (*) + •••+ C« y^{x) + / y^{x - f)/(f) df 

0 

yi = € 0 j X cos ^2 = ^ a; sin a: + Sin a; cos a;) , 

3/3 = Sin X sin a:, ^4 = j((Ioj a: sin a; — Sin x cos x) 


empfohlen. Die C\ sind noch so zu bestimmen, daß y die Randbedingungen 
erfüllt. 

M. Kourmaky, Töhoku Math. Journ. 39 (1934) 192— 199. 


+^»=0 


(a) Hauptsysteme von Lösungen sind für 

A = 0: 1, X, a;2, a:^. 

A = 4 ib«> 0 : (lo\k X cos k X, (loj k X sin kx , 

Sin Ä; X cos Ä; X, SinÄ;xsinÄ;x; 

A = — < 0 : doj k X, Sin k x, cos kx, sink x, 

(b) Eigenwertaufgaben, bei denen die Randbedingungen von der 
(jrestalt 

sind. Diese Randbedingungen sind in der folgenden Tabelle mit 

(p, q ; r, 8) 

bezeichnet. Ferner wird zur Abkürzung gesetzt 
K =k(b-a) 

a = cos X €o| K, ß — sin K Sin K, 
y — cos KSiaK, d = sin K (Eo| K, 

«j (ar, k) (Eo| k(x — a) + cos k(x — a), 

«2 (*, k) = doi k(x — a) — coBk{x — a), 

U3 (x, k) = Sink {x — a) + än k (x — a), 

w* (X, k) - Sin k(x — a) — sin fc (x — «). 
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C. 4. Lineare Difieientialgleiohungen vierter Ordnung. 


Die Eigenwerte sind die Zahlen ^ — ifc*, wo i durch die in der zweiten 

Spalte der folgenden Tabelle stehenden Gien bestimmt ist. Bis auf den 
Fall (2, 3; 2, 3) sind die Eigenwerte in allen Fällen einfache. Ein Stern 
am Anfang der Zeile bedeutet, daß die Aufgabe selbstadjungiert ist. 


Rand- 

bedingungen 

Eigenwerte 

Eigenfunktionen 

•(0,1; 0. 1)>) 

«= 1, 1:4=0 

1 

•(0. 1; 0. 2)*) 
( 0 , 1 ; 0 , 3 ) 

y ^ 

\K = n 7 i 

> u, (6, k) u, (x, k) - «4 (6, 1:) w, (x, k) 

(0.1; 1.2) 

/ (» = 1. 2, . . .) 

Ul {b, k) «4 (x, k) ~Ui (6, k) «, (x, k) 

•( 0 , 1 ; 1 , 3 ) 

y + (5 = 0 

COS K • tt, (x, k) -h sin JT • (x, k) 

•( 0 , 1 ; 2 , 3 )*) 

a + 1 = 0 

«j (6, i) «4 (x, k) - Ul {b, k) it, (x, k) 

•(0, 2; 0, 2)«) 

K = nn 
(» = 1, 2, . . .) 

sin k(x — a) 

( 0 , 2 ; 0 . 3 ) 

y 4. 5 = 0 

cos K • Sin k(x — a) -it (Cof iC • sin ifc (x — a) 

(0.2; 1.2) 

y + S = 0 
— 2 n — 1 

sin K • Sin k (x — 0) -f- Sin iT • sin k (x — a) 

*( 0 , 2 ; 1 , 3 ) 

^ = — 2-^" 

(n = l. 2, . . .) 

sin k (x — a) 

•(0, 2; 2, 3 )») 

y = ö 

sin K Sin k (x — a) -f Sin K sin k(x — a) 

( 0 , 3 ; 0 , 3 ) 

a = 1 1 

Ul (6, k) M, (x, k) - ttj (b k) Ul (x, k) 

( 0 , 3 ; 1, 2 ) 

a-f 1 = 0 

«4 *) “s (*, k) - Ul {b, k) «3 (x, k) 

( 0 . 3 ; 1 , 3 ) 

y = ö 

{x — a){x -i-a — 2 b) für k = 0 und sonst : 
cos K • Uj (x, k) — sin .ff • (x, k) 

( 0 , 3 ; 2 . 3 ) 

K = nn 
(^ = 0,1,...) 

X — a für k = 0 und sonst : 

k)-u^ (6, k) ttg (x, k) 

(1, 2; 1. 2) 

(X = 1 

1 für k = 0 und sonst: 

U3 (6, k) Uj (x, k) - Uj (6, k) (k, x) 

( 1 . 2 ; 1 , 3 ) 

y = d 

1 für k == 0 und sonst: 

cos ff * (x, k) — sin ff • «4 (x, k) 

( 1 , 2 ; 2 , 3 ) 

K = nn 
(n = 0, 1, . . .) 

1 für k = 0 und sonst: 

Ul (b, k) Ul (X, k) - U4 (6, k).W4 (x, k) 

•( 1 . 3 ; 1 , 3 ) 

K := nn 
(n = 0, 1, . . .) 

cos k (x — a) 

•( 1 , 3 ; 2 , 3 ) 

y -f d = 0 

1 für k = 0 und sonst: 

cos ff • Cof k (x — tt) 4“ Cof ff * cos k (x - a) 

( 2 . 3 ; 2 , 3 )*) 

a = 1 

Cj 4- 6*2 X für k = 0 und sonst : 

«4 (ö, k) Ul (x, k) - «2 


') Bei den Transversalschwingungen eines Stabes sind diese Kandbedingungen 
erfüllt im Falle des beiderseits eingespannten (eingeklemmten) Stabes. 

*) Linkes Ende des Stabes eingespannt, rechtes gestützt (gehalten). 

*) Linkes Ende des Stabes eingespannt, rechtes frei. 

^) Beiderseits gestützter Stab. 

*) Linkes Ende des Stabes gestützt, rechtes frei. 

•) Beide Enden des Stabes sind frei. 
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Die übrigen Eigenwertaufgaben der Grestalt (p, q;r, s) lassen sich durch 
die Transformation r}{S) = p{x), f = — a? auf die Aufgaben der Tabelle 
zurückführen. 

Für die mit den Stabschwingungen in Zusammenhang stehenden Eigen- 
wertaufgaben findet man neben den Eigenwerten die Greenschen Punk- 
tionen und damit die lösenden Kerne der zugehörigen Integralgleichungen 
bei Mylhr, Diss., 8. 26—29. 

(c) Für die Randbedingungen der Periodizität 

= (,- = 1 4) 

sind die Eigenwerte A* = — für w = 0, 1, 2, ; außer A„ zählt 

jedes Xn doppelt. Zu (n > 0) gehören die Eigenfunktionen 

« 2nn , ^ , 2nn 

cos ^ iK + w am r , 

^ h — a * h — a' 

zu — 0 die Funktion y — const 4 = 0. 

— 12 y" + 12 y = 16 44 

Die homogene Gl ist leicht lösbar. Die gegebene unhomogene Gl geht 
durch u(x) — y über in 

+ Sx tt'" + 24 x^ u" + 32x^u' -r 16 

und für diese Gl ist = 1 feine Lösung. Damit findet man 

y + Cie- + + Cae^^ + 

wo = 6 + 2 [ 6, = 6 — 2 y 6 ist. 

Forayth-Jacohsihal, DGlen, S. 89, 687. 

+ 2 y" 4 . y = Cof ax\ Typus A 22-2, vgl. auch 4-6 für A = 1. 4-5 

y = (C^^ C, x) sin a X + (C, + C^ x) cos o r + doj o a: . 

Morris- Brown, Diff. Kquations, S. 148, 371. 

+ {X + l)a^y" +i.<^y = 0, ffl > 0 mit den Randbedingungen 4.6 

j/( 0 ) = y'( 0 )-y(^)=y'(^) = 0 . 

Die Eigenwerte sind A = 0 (einfach) und X — n^ (doppelt) für n = 1,2,...; 
die Eigenfunktionen sind 

cos a X — 1 und Cj (cos n ct> x — n cos ü x) C 2 (sin n a x u sin u X ) . 
ö. Cimmino^ Math. 25eitschrift 32 (1930) 30. 
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C. 4 . Lineare Differentialgleicliimgen vierter Ordnung. 


47 9 ^*^ +o(6af— 1) y" +oby' +i 9 as 0 

Die DGl mit gewissen homogenen Randbedingungen ist behandelt bei W. Meyer 
zur Capellen, Annalen Phys. 407 (1932) 1—27. 


4 . 7 a ^*^ — 2a^y" + a^y—X{ax — b)(y"—a?y)=zO b. S. 637. 

4-8 + (oa^ + ö jl + c) jf" + («a^ + + y) ysO 

Für die in der spezielleren Gestalt 

y(‘) - 2 x* y" + X« y = i 9 |l — ^ -j- »*1 (y" — xy)+2tgy = 0 

mit den Randbedingungen y = y' = 0für*=±l auftretende Eigenwertaufgabe 
(A ist zu bestimmen) hat S. OoLdstein, Proceedings Cambridge 32 (1936) 40—66 
Näherungslösungen angegeben. A. Davidoglu, C. R. Roumanie 1 (1936) 3—7 hat 
die DGl 

y(4) _ gjf y'/ - [a* 4 - A (/5 -h » (1 ~ X))] iy" — a* y) = 2 A y 
mit den Randbedingungen y(0) = y(l) = y'(0) = y'(l) = 0 behandelt. 


4 9 +af{x)y"+bf'ix)y'+[ey"{x) 4-d!]ys0 

Einzelne Fälle sind behandelt bei Ealjdhen^ M^moires par divers Savants (2) 2B 
(1884) Nr. 1 , S. 269—291 sowie HaXphen, Fonctions elliptiques II, S. 658ff. 

4' IO y^*^ — {i2k^av?x+a) jf" +6y' + (a8n*aj + ^) 9 = 0 

Vgl. Forsyth, Diff. Equations III, S. 463. 

4-11 9<^'+10/9" + 10/'9'+3(/"+3/»)9=0. / = /(*). 

Die Lösungen sind 

y = + C2U^v + C^uv^ + V®, 

wo u, V ein Hauptsystem von Lösungen der DGl 

tt" + f{x) u — 0 

ist. 

Julia, Exerciees d’ Analyse III, S. 206—207. 


4-12 +2 jf'" — 3 jf'' — 4t^' +42f = 328in2ap — 24cos2a;: Typus A 222 . 

y = {Oi + c, X) e* + (C, + C4 x) -)- sin 2 a; . 

Morris- Broum, Diff. Equations, S. 148, 371. 
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if*** + 4 aa 5 |f"' +6o*a5*y" •(■40*2*9' 4 - o*a(*ya :0 4*13 

14-1 

WO die vier 8 ^ die Lösungen von 

6o«* + 3 a* = 0 

sind. Für imaginäre Lösungen dieser 61 geht man zu trigonometrischen 
Funktionen über. 

Th. Craig, Americ. Journal Math. 7 (1885) 281. 

9<«) 4-6/9"' 4- (4/' -f 11 /* 4- lOg) 9" 4- (r+lff 4-6/* 4-30 /g 4- 10g') 9' 414 
4-3(2/'g4-6/g'4-6/*g4>g"4-3g*)9Ä0, /=/{*), g = g(x). 

y = CjM* + C,it*t> + Cj«»* + C4«*, 
wo u, V ein Haupt83^tem von Lösungen der DGl 
«" + f(x) u' + y(a:) M = 0 

bedeuten. 


4 9<** — 12 9"' 4 - 11 9" — 3 9' SS 4 COS *; Typus A 22*2. 4-15 

X 3ar 

/I I /T( 2 I /Tr 2 I /T( 2 I ^ ® Bin % ““ 14 COS X 

y = Ci + (7,e* +C,e* + C4e^ + gg . 

Morris- Brown, J)iß, Equations, S. 148, 371. 

ar + 6 sf"' = 24 4*16 

y = x® + C 1 + ^2 ^ + ^2 ^ ^ • 


(6a?* + 1)^"' + 12a?*|f''— (9a?*— T)!?*!^ +2 (a?*— 3)a?*ys=0 4-17 

Lösungen sind c** und Damit kann man die DGl nach A 17*2 
in eine solche zweiter Ordnung überführen. 

8. Epsteen, Americ. Journal Math. 26 (1903) 147. 


a?* 2 (i’*ac* +6) y" + r* (v*a?* + 4 ) yssO 

Lösungen sind z. B. y = -L: Ei (» v x ) , 

y» * 

wo die Zy die Zylinderfunktionen (vgl. 2*162) sind. 


Forsgth-Jacobsihal, DGlen, S. 509. 


418 
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4-19 +oyÄ6äe* 


Vgl. F. Kann, Kegelförmige Behälterböden, Dächer und SOotrichter. 
Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Eisenbetons, Heft 29, Berlin 
1921. 


4*20 +4 *9"' +2 d. i. (a:* y")" = 0- 


y -= Ci + Gj X + Cjlog |x| + G4 xlog |x| . 
Eine Grundlösung ist 

9(a:.l) =-|*-f| +|(« + f)log ^ . 
Für die Randbedingungen 

y[l) = y'(l) = 0, y{x) beschränkt für x -► 0 
ist die Greensche Funktion 


r(x,f) = i-xf + 


X — f -I- (X + f ) log f 
I — X + (x + f) log X 


für x^f , 
für X > f . 


4-21 + 6* j"' +6y"sB0 s. 4-27. 

4-22 x*y<^'+6a:y'"+6»"-i*» = 0, d. i.i (x»y")" - A*y = 0. 

DGl der Transversalschwingungen eines spitzen Stabes, Sonderfall 
von 4 25. 

y = ^ [g, Jq ( 2 yli) + G, Fo (2 + C, ^ (2 i Vli) + C, F« (2 » ^Tx)] 

= [G,/, (2 1 ^) + G, F, (2 fü) + G,/, (2 i + C4 F, (2 i 

r * 

Für die Randbedingungen 

y{l) = ^(1) = 0, y(x) beschränkt für a: 0 
sind die Eigenwerte die Lösungen von 

-^[j„( 2 n)y,( 2 ii^]=ü 

und die Eigenfunktionen für diese / 

■^0 (2 < KÄ) ^ ^0 (2 l^) + Jo (2 n ) ^Jo (2 1 fü ) . 

MylleVo Diss., S. 29— 33; einfacher jedoch ohne Integralgleichungen. 


4.23 af* + 8 35 9"' + 12 y" ss 0 s. 4-34. 
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+ 8 » jf'" + 12 if" — jf = 0 ; Sonderfall von 4*25. 4*24 

xy^ C,J^(u) + Y^{u) + C3 Jj(ttt) + C4 7,(111) 

mit tt ~ 2 ][ X x. Für die Randbedingungen 

y{l) = y'(l) = 0 , y{x) beschränkt für ar -> 0 
sind die Eigenwerte die Lösungen von 

und die Eigenfunktionen für diese X 

^ *^0 (2 • Ta) ~ Jo (2 fTx) + Jo (2 fk) ^ Jo (2 i y A *) . 

Die in diesen Ausdrücken auftretenden Ableitungen lassen sich nach 
2- 162 noch umformen. 

A. Mylkr, Dias., S. 33 f. 

Für die Randbedingungen 

y"(a) = ^"'(a) = y(6) = y'(6) = 0 

(eingespannter Stab mit veränderlichem Querschnitt, z. B. Schornstein) 
hat N, Marumobe den ersten Eigenwert berechnet und mit den gemessenen 
Eigenschwingungen von fünf japanischen Schornsteinen verglichen; 
Zeitschrift f, angev'. Math. Mech. 1 ( 1921 ) 444 — 451 . 


b* 


+ (2n — 2 i? +4) + (n — 1 ? + 1) (n — r +2) ff" — jgtf = 0; 4 25 

Sonderfall von 4 37. 

y = x" [Ci J^(u) 4- Ca Y^(u) + C3 (t u) 4- C4 7 ^ (t u)] 
mit 

2c = v — n, (A-=zn — v, u = b]flc. 

Wird die Lösung für n = 0 mit y^ bezeichnet, so ist für natürliche Zahlen 
n auch y ~ y^^\ 

jp3 y{i) 2 05* ff"' — a? ff" + ff' — ap® ff = 0 ; Sonderfall von 4 37 4*26 

y Ci Jq (a x) + Ca 7 o (a x) + C^Jq (a ix) + r^YQ (a i x ) . 


05^ff^^^+6a5*ff'"+6®ff" = 0 , d. i. (a:*ff")" = 0 . 

y = Ci + Ca X + C 3 x'i 4- C 4 log la:|. 

Eine Gnindlösung ist 


4-27 
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Für die Randbedingungen 

y(l) = y'(l) = 0, y(x) beschränkt für o: 0 


ist die Greensche Funktion 




Myüer, Dias., S. 30. 


(A +>»*«) 

i/. + loS*) 


für x<|, 
für a;>f. 


4 28 2 n (n + 1) OP* jf" + 4it (n + 1) a? y' 

+ [oap* 4 * n (n +1) (n 4-3) (n — 2)] j^ = 0; n eine natürliche Zahl, 
Sonderfall von A i8'6. 

4 

y = x~^ ^ C,. P„ (x) für a 4= 0; 

»-1 

dabei sind die die vier verschiedenen Lösungen der Gl A* + a = 0, und 
die P, sind gewisse Polynome vom Grad ^ 4n. Für a = 0 liegt eine 
Eulersche DGl A 22*3 vor. 

Haipiken, C. R. Paria 101 (1886) 1240. 


4 29 4-405® j'"— (4n^— 1) a?* 4- (4fi® — 1) 05 jf' — 4a5*y = 0 

Eine Lösung ist 

s fir”“ 

^ ^ -f v) ! (» -f 2 v) ! ■ 

J. C. CosteUoy Phüoa. Magazine (7) 21 (1936) 308—318; dort iat auch der Zu- 
sammenhang der Lösungen mit den Besselschen Funktionen erörtert. 


4.30 a5^y^*^4-4aj®y'"— (4n®— 1) a?®^"— (4n®— 1) xy' 4- (4n®— 1— 4a5^) jf=0 
Eine Lösung ist 

|xj2n+4r+l 

»!(n + v)!(n + 2 » + l)! ' 

Das Weitere wie bei 4*29. 


4.31 ar* 4- 4 05® t^" — (4 w® 4- 3) X® //" 4- (12 n® — 3) x y' 

-(12n®-3 4-4aj^)y = 0 

Eine Lösung ist 

/a;\2n+4 »'— 1 

y=v m 

+ 2 v-1)! 


Das Weitere wie bei 4 * 29 . 



4 . Lineare Differentialgleichungen vierter Ordnung. 


533 


»•y«>+6a!»^" + [4a5‘ + (7-9*— <j*)a!*]s" 432 

+ {16 ** 4- (1 — p* — «j*) «] y' + (8 SB* + 0 *) ü SB 0 

Die Lösungen erhält man aus 4-33 mit % n = q -{■ a, 2 i' = p — a. 

SB* +6 *»»"' + [4 SB* + (7 — 2 »*) sb*] y" 433 

+ [16sb® + (1 — 2(t* — 2i>*) *] y' + [8 ac* + (//* — n*)*J yasO 

y = CiJ^(x)J,{x) + C,J^(x) Y,{x) + C, }\(x)J,(x) + C« Y,(x) Y,{x) 
fär/**4=r*; dabei bedeuten J, Y die Besselschen Funktionen (vgl. 2-162). 

Für eine Verallgemeinerung s. 4-36. 

Nielsen, Cylinderfunktionen, S. 148. 


5B‘y<*'+8a5»y'"+12sE*y" = 0, d. i. (a:‘y")" = 0. 

y = Ci + C2X + C,x-^ + C, X-*. 

Eine Onindlösung ist 

Q(xi) = - 

Für die Randbedingungen 

y(l) = y'(l) = 0, y(x) beschränkt für a; -► 0 
ist die Greensche Funktion 

r(x,f)= + + J \ 

2z 6 ar 

MyUer, Dies., 8. 33. 


SB^y^** +8a:®y"' +125B*y" +oyssO; d. i. (x* y")" + « y = 0. +35 

Das ist eine Eulersche DGl A22-3. Die Lösungen sind für 

o < 1: y = X'* (Ci x”' ^ + C, x"*) mit mj = ^ ± V 1 — a , 

0 = 1: y = x'i**' (Ci + C, log x) + x'^"* (C, + C, log x) 

mit »» 1,2 = ± 2 yi, 

o>l: y = x'*[(CiX* + C,x'*)co8(^logx) 

+ (C, x* + 0* X"“) an (/? log x)] 
mit a = ^fr cos^, ß = yrsin-^, wor und e durch 

r» = o + ^, y« — i=r8me, 5 = 4roo8B 


bestiinmt sind. 
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Ist die rechte Seite der D 61 A 31^ + B x C statt 0 , so hat man zu 
den angegebenen Lösungen noch 


zu addieren. 


^ ^ 2 : 4- ~ 

a -f 24 ’ a ' <1 


E. Lichtenstern, Zeitächrift f. angew. Math. Mech. 12 (1932) 349f. 


436 + ( 6 — - 40 ) jf"' + +^) x^y" 

+ [4ß62e*ap2'^ + (2a-l) C]xy' ^E)y^0 

mit 

i4 = 6 (a - 1)2 - 2 c2 (iW® + + 1 , J5 = 3 c - 2 a + 1 , 

C = 2 c* (^2 ^ y2) _ 2 a (a - 1) - 1, D = (a c) (a 2 c), 

E = (fjLC + vc + ä){iüC + vc — a)(fjLC — vc-\~a){/ic — VC — a). 

Die Lösungen sind 

y = x^lC,J,(u)JAu) + W Y^u) + rju)J,(u) + C^r,(u) Yju)] 
mit u = b 3if unter der Voraussetzung, daß 4= ist. Die DGl wird 
durch y = z(u) auf 4-33 zurückgeführt. 

Nielsen, Cylinderfunktionen, S. 148; man achte auf Druckfehler. 


4.37 ac* +^805»»"'+ 4,05* i^'+^iXy' + Jloy-ö mit 

^j = 6 -- 4 a~- 4 c, 

^2 = 2 (a 2 - v 2 c 2 ) + 4 (a + c - 1)2 + 4 (a - 1 ) (c - i) - 1, 
Al = [2 (v* c2 — a2) — (2 a — 1) (2 c — 1)] (2 a + 2c— 1) , 

Aq = (a^ — c^) (cfi Aac + c*) — b* c* x *'^ . 

Die Lösungen sind 

y = z^[C^JAu) + C2 Y^u) + C^JAiu) + 7 , (in)] 

mit u = 6 die J^,Y^ sind die* Besselschen Funktionen. 

Nielsen, Cylinderfunktionen, $. 138. 

I 1 

4.38 + (4i?— 2) i7®aj*y"' + (n — 1) (2 v— 1) v2»2y" — --5^»»' 

y = J,(«) + C, r,(M) + C, J, {i «) + ( 7 . Y , (» «)] 

J. 

mit u = bx!^*, wie man aus 4*37 ablesen kann. 


4-39 (as*— l)*!f‘‘’ + 10a!(a;*— 

+ {8 (3«»- 1) -2 If. (<i + 1) + V (v + 1)J (05*- 1)} y" 

— 6 a 5 [fi((* +1) +»(» + 1) — 2]y' 

+!)“»(*’ + 1 ) 1 *— 2 p (fl + 1 ) — 2 v(i> + l)}sfÄ 0 8.2-240(22). 

440 (e* + 2a!)if<*> + 4 (e* + 2)y'" + 6 e*^'+ 4 e*^+e*ifÄi 
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Für u{x) = (e^ + 2 a;) y entsteht = x“®, also ist 

(e* + 2 x) y = ^ + C, + Ci * + Cj z* + 6', X» . 

y *> sin* X -t* 2 tf"' sin* ® cos * + y" sin* x (sin* ® — 3) 4 41 

+ y' sin X cos ® (2 sin* ® 3 ) (o* sin* ® — 3) y =s 0 ; 

DGl der biegesteifen, belasteten Kugelschale. 

Für 4 - 1 ist die DGl 

^ ^ iy) y == 0 mit 2^ = ~ ctg a: ^ — ctg^ * 
und zerfallt in die konjugierten DGlen zweiter Ordnung 
I^(y) + i ^ y = 0 , L(y) ~ t A y = 0 , 
deren Lösungen konjugiert komplex sind, so daß man sich auf die Lösung 
der ersten dieser DGlen beschränken kann. Für 
y = 7^(1) sin a: , | = sin^ a' 

geht die DGl über in die hypergeometrische DGl 2-265 
Biezeno GrammeU Techn. Dynamik, S. 496. 

Für eine genäherte Lösung der DGl für großes a bei Spannungen und Biegungs- 
momenten, die gleichmäßig über den Rand verteilt sind, s. 0. BlumenthaL Intern. 

Math. Congress Cambridge II, S. 319—327. 

sin® jc + 4 y'" sin® a? cos x — 6 y" sin® op — 4 y' sin® ap cos x 4.42 

+ y sin® ap = / (ap) 

Für u(x) = y sin .r entsteht 

sin® X — fix) . 

/{x) [y<^>-.2a2y" +a 4 yj +2/'(ap) ly"'-.aVl=0 4.43 

Lösungen sind Durch 

y =z j z(x) dx 

reduziert sich die DGl auf 

/z'" + 2 ( 2 a/ + /') z" + 2 a( 2 o/+ 3 / 0 «' + 4 a */'2 = 0 
und diese durch „ - 

2 =:6-2axJ 

auf 

/u" + 2 (/' - af) u' - 2 a/' u == 0 . 

Diese DGl geht für v(x) =f(x)u(x) über in 

(y"- 2ai’')/-/"v = 0. 

Diese DGl uird besonders einfach, wenn /"= 0, d. h. wenn fix) eine 
lineare Funktion ist, Für diesen Fall sind die Lösungen der ursprüng- 
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liehen DGl ausgestellt und diskutiert bei R. Gran Gisson, Ingenieur* 
Ardiiv 6 (1984) 366—367. 


4-44 [/(*)!ri" = 0 

y = (7j -f (72 a: + j (C^ + C^t) dt 

oder auch 

y = Ci + C^x + C^(p{x) + y)(x) 


mit 



in jedem Intervall <a,6>, in dem /#= 0 und zweimal stetig diiferenzierbar 
ist. Eine Grundlösung ist 

oder auch = 

Bei den Transversalschwingungen eines Stabes treten die Randbe> 
dingungen auf: 

I. y =z y' = 0 (festgekJemmtes oder eingespanntes Ende) 

II. y = y" = 0 (gehaltenes oder gestütztes Ende) 

III. y" = y"' = 0 (freies Ende). 


Bei den folgenden Greenschen Funktionen gibt der erste (zweite) obere 
Index an, welche der obigen Randbedingungen für den linken (rechten) 
Randpunkt x = a{x = b) vorgeschrieben ist; z. B. ist also /^*’^^(a:, f) 
die zu den Randbedingungen 

y(a) = y'(a) = y(6) = y"(6) = 0 

gehörige Greensche Funktion. Werden neben (i) noch die Abkürzungen 

b b b 


f dt . rtdi r 
“ i/(o’ ^ Jm’ J 


’t*dt 

m 


benutzt, so ist 

r*-' = g, (*, f) + {<p(^) [ß V(() - y f(()] 

+ yf(x)[ß(p(g)--(Kyf(i)]} 

Hierbei ist ay — jJ* =f= 0 vorausgesetzt. Ist ay — /?* = 0, so gibt es keine 
Greensche Funktion, da die Randwertau^abe eine eigentliche Lösung 
hat, nämlich ^ / \ i ri 

y = Ci^(x) + C4^(x) , 

wo (/g, C 4 eine nicht-triviale Lösung der Gien 
ist. ccC, + ßC^ = 0 , /)C3 + yC4=-.0 
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N.r^'^ = N.g,(z.S) 

+ (* - 6) [(f -b)(aY~ß^) + {Y~bß) q>{i) + (6 a - /J) v(f)] 

- <p{x) [(f -b){bß~Y) + b^<p{S)-b (p[S)] 

+ V(*) [tf — fr) (6 « — j8) + 6 fl9(|) — y ({)] 

“it N=i(l^oL-2bß + Y). 

= 0 , so gibt es keine Greensche Funktion, da die Randwertaufgabe 
dann eine eigentliche Lösung hat, nämlich 

y = b ß — Y — {b x — ß) X — b ip{x) + rp(x) . 

= 4sfi(a:,f) + Y~ß£ — f(^) + [a{ — ^ + f y(*) — y(*). 

Für o = 0 , 6 = 1 ist 

4^"'" = 4 (*, I) + y + (jj _ 2 y) f - y,{§) 

+ [^ — 2y -|- (a— 4^ + 4y)f -f 2y(f) — y(f)]x — f ^(a;) -}- (2£ — l)y)(x). 

pu,m pm,m gUjj nicht, da die Randwertaufgaben Lösungen 
haben, nämlich C {x — a) und Cj + Cj x. Die dann existierenden ver- 
allgemeinerten Greenschen Funktionen findet man bei Myüer, Diss., S. 21 ff. 

»“> - 2 aV' + «* » - A (o * - 6 ) (»"- a* y) s 0; DGl der Turbu- 
lenztheorie. 

Für 

(1) 2 (!r)=y" — a»y 
entsteht 

( 2 ) z" — a*z -f Jt(oa; — 6 ) z = 0 . 

Sind die Randbedingungen 

( 3 ) y( 0 ) = y'( 0 )= 0 , y(l) = y'{l )=0 
vorgeschrieben, so ist 

X X 

2ay = c «/ — j e^^zdx 

ü Ü 

eine Lösung von (i), welche die beiden ersten Randbedingungen von ( 3 ) 
erfüllt. Damit auch die beiden letzten Randbedingungen erfüllt sind, 
ist z(x) als Lösung von ( 2 ) so zu bestimmen, daß 
1 i 

j e-“" zdx = f zdx = 0 
0 0 

ist. 

Für die weitere Behandlung s. Frank-v, Mim, D> u. IGlen I, 2. Auf! 1930; 
S. 469—462. Auf die obige Eigenwertaufgabe i&ßt sich auch B 4 anwenden. 


4.7a 
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Ordnung. 

51 y**’ +8®"' +y' = oa; +6 sin® + ccosar 

« = |- X* + ^ X® cos X — X* sin X 

Ä O O 

+ Cj + CJ2 sin z C^oos X C^x sin x + C^x cos x , 

Vgl. 0. Oöhner, Beanspruchung eines durch Druck und einfache Massenkraft 
belasteten, beiderseitig eingespannten Schraubenkörpers, Ingenieur-Archiv 7 
(1936) 247. 
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3 i 

y<*' +y= sin^® 8in^® 

Die rechte Seite ist R-^ Mit A 22*2 ergibt sich daher 

y == — sin a- + ^ cos 2 a- + cos {x + B^) + Aj ^ ® cos + Rgj 

A^e 2 ^ * cos -f- ^3) 

Forsyih- Jacobsthal, DGlen, S. 81, 683. 


5.3 — ao^Sfsb, a>0. 


Mit der Laplace-Transforniation A 19- 2 erhält man 

j/ = ^C,£jexp(c,xt--^)Ämit^ = exp|^. a^C,^b. 

Forsyth-Jacohsihal, DGlen, S. 263—266. Für a = l s. auch R, Lobatto, Journal 
f. Math. 17 (1837) 363—366. 

54 +aflc’'y' +ara?*^ ^!f = 0 


Die DGl ist eine exakte und auf die DGlen (n — l)-ter Ordnung 
-j- a X*' y = C (G beliebig) 

zurückführbar. 

Für Lösungen in Gestalt von Integralen s. Forsyth-Jacobsihal, DGlen, S. 279, 
787 f. 
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Die Lösungen sind für 


a — 0: 


n-l 


v-0 



{X - 0*'^ 

(n-l)! 




wo Xq beliebig gewählt werden darf. 

Vgl. 2 . B. Kamke, DGlen, S. 258. 
a =t= 0: Für = u(x) entsteht die lineare DGl 


u' + au = f{x ) . 

Die n — 1 Integrationen, die nach der Lösung dieser DGl noch auszu- 
führen sind, können wie in dem vorangehenden Fall wieder durch eine einzige 
ersetzt werden. Handelt es sich um die Untersuchung der Lösungen für 
große X, so können folgende Gestalten nützlich sein: Für a < 0 ist 


, = C- + Sc. .• + / (^S I.r 


falls 


/i«r-^i/(oi* 


jr 


oo jr 

konvergiert. Für a > 0 ist nur J durch J zu ersetzen. 

X oo 


Für n = 2 8. /nee, Diff. Equations, S. 170, Fußnote, 


5*5 


X — m n + o « if = 0, m und n natürliche Zahlen, n > 2. 
wenn u(x) die Lösungen der DGl mit konstanten Koeffizienten 




a t* = 0 


durchläuft. 

Fora^h Jacobsikal, DGlen, S. 210, 748-760. Einfacherer Beweis z. B. durch 
Schluß von m auf w -f- L 


5-6 


X P (D) y -t- 0 (D) jr 3S 0, P und ö Polynome, D = ^- 57 

Eine Lösung ist 



falls. [exp (*« + / ® 

Inet, Diff. Equations, S. 201. 



540 C. 5 . lineare Bifferentiali^eicliiingen fünfter und höherer Ordnung. 


5-8 * jf<*> s 27 1® ^«1 - + Kl] »*'* 

r-0 

Lösungen sind 

y = wenn /(A) = 0 ist; 

y = wenn /(a) + 0 ist. 

Dabei ist 

fa) = EKi^'- 

»-0 

Halfhen, C. R. Paris 101 (1886) 1Ü40. 

5-9 *»!><*"' = oy 

y = x* (2at * |/x) , 

ifc -1 

WO die Zft die Zylinderfunktiohen und a|, . . On die Lösungen der Gl 
oi^ =:]/ a sind. 

Forsyih-Jacobaihal, DGlen, S. 209, 746 f. WaUon, Bessel functions, 8. 106. 

5-10 ap***sf<'‘^ = ay, a4=0. 

Bfit der leicht beweisbaren Formel 

.7 

ergibt sich, daß y = exp die DGl erfüllt, wenn r “ = o ist. 

Für die n verschiedenen Lösungen dieser Gl bekommt man gerade n linear 
unabhängige Lösungen y der DGl. 

A, SUeUt Quarterly Journal 8 (1867) 233 f. J, Krug, Archiv Math. (3) 14 
(1900) 165 f. 

5« II sr a Jf 

y = (2 «* fx) + % J (2 a* Fx)] , 

Jr-0 * 1 »j 

wo tti Oj, die Lösungen der Gl =~ai sind. 

Forsylk-JaeobUhal, DGlen, S. 209, 746f. Watton. Bessel fimctioiu, S. 106. . 
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(*— o)'’(»— ö)'‘jr‘"’scy, a=t=6. 512 

Für y = (!r — 6)*'S/(f), f = log|^ 

entsteht eine DGl mit konstanten Koeffizienten. 

Halphen, M^moires par divers Savants (2) 28 (1884) 143fi. 

5-13 

+ ^(-1)’ (iir il) ö'-”'’ (») 

K-O ' ' 

P = ]J(x — a,), Q = P(x) + jjb, ; Tissote DGl, s. A 22-6. 

Ä-i »-1 ^ 



6. Nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

DGlen mit Wurzelfunktionen : 13, 15, 22, 25, 60—67, 100—102, 166, 177, 218, 

220, 221, 234. 

DGlen mit Exponentialfunktionen: 14, 15, 83, 242. 

DGlen mit Logarithmus-Funktionen: 113, 222. 

DGlen mit hyperbolischen Funktionen: 16. 

DGlen mit trigonometrischen Funktionen: 17—19, 29, 48, 49, 121, 223. 

DGlen mit willkürlichen Funktionen: 20, 29, 33—39, 41, 44, 51 — 55, 59, 68—70, 
72, 85, 101, 103, 114—116, 122, 123, 129, 131, 136, 139, 148, 149, 152, i6i, 
167, 170, 187, 196-204, 224, 225. 230, 235, 241, 247-249. 

Eine Reihe weiterer nichtlinearer DGlen findet man bei P. Painleviy Acta 
Math. 25 ( 1902 ) Iff., und B. Oamhier, ebenda 33 ( 1910 ) Iff. R. Garnier^ Annales ficole 
Norm. ( 3 ) 34 ( 1917 ) 239 - 353 . 


1-72. or= F (*,»,»')• 


6-1 

A 23-1 ergibt 


*= f U + ^»’ 

Ms»--'.)* 

also y = p -- , wo p die Weierstraßsche p-Funktion mit den 

Invarianten g 2 = 0 und — Ci (beliebig) ist. 


6*2 y" = 6y2 

Für p{y) = y'(z) entsteht 

pp' = 12 y*, also y' = ± V 4 y» — Cj 
und somit y p (x + C^), wo p die Weierstraßsche p -Funktion mit 
den Invarianten = 0 und g^ = Cj ist. 


6.3 = 

Die DGl definiert eine sc^. Painlev^sche transzendente Funktion. 
Vgl. 6 5 . P. AppeU, BuUetin Soc. Math. France 4ö (1917) 150--1Ö3. 
E, JüttneTy Zeitschrift f. Math. Phys. 58 (1910) 385—409 (Anwendungen 
auf chemische Probleme). 
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— 6»*+4jfÄ0 6-4 

A23.I ergibt, daß die DGl auf 

y'*-4j/»+4 j^+C ’=0 

zurückgeführt werden kann. Die Lösung dieser DGl führt auf elliptische 
Integrale. Unter den Lösungen befinden sich (für C = 0 ) die Funktionen 

= 1 
^ ” 8in*(a: + C,) ‘ 

Für die Lösung mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln s. fViätaier- Watton, 
Modem Analysis, S. 438 f. 

y" -^bx 6 5 

Für 6 == 0 ist die DGl nach A 23-1 gleichwertig mit 
1/^ + ja^ + cy 

diese DGlen sind durch elliptische Funktionen lösbar; vgl. 1-71. Für 
6 4= 0 wird die DGl durch 

y{z) ==:ixrj{i), | = 

übergeführt in 

// I i ^ t A 

V + ß»V ^ 

bei geeigneter Wahl von a und ß ist das die DGl 6-3 

Ince, Difif. Equations^ S. 330, 345ff. P. Painkviy Bulletin Soc. Math. France 28 
(1900) 228ff.; Acta Math. 26 (1902) 13ff. 

y" — 2if® — ajy + a = 0 6-6 

Die DGl führt auf neue, sog. Painlevesche transzendente Funktionen. 

Imca, Diff. Equations, S. 345 ff. 

y"=sat^ 67 

Lösungen sind z. B. 

y = |/|- (C beliebig). 

Nach A 23.1 läßt sich die DGl reduzieren auf 

y'i = lay* + C. 

also eine DGl, die nach 1-71 durch elliptische .Funktionen lösbar ist. 
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C. 6. Niehtlineaie DifierentialgjMchiuigen zweiter Ordnimg. 


6 8 20^1^ ^2a6xjf— 5 s 0 

Jede Lösung der Biccatischen DGl 

y' + ay* — 6a; = 0 
erfüllt auch die obige DGl. 

Vgl. weiter B. Oambür, Acta Math. 33 ( 1910 ) 32 f. 

6*9 y"+ay®+6«y+cy+il = 0 

Für a = 0 oder 6 = 0 liegen einfachere Sonderfälle vor. Ist 04=0 
und 6 =# 0 , so läßt sich die DGl durch eine Transformation 
y=Aiy(|), ^=fi{bx + c) 
in die von Painleve betrachtete Normalform 
r}*' = 2if + ^rj + OL 

überführen. Diese DGl führt auf neue, sog. Painlevösche transzendente 
Funktionen. 

P. Paiidevi, Acta Math. 25 ( 1902 ) 13 fi. Jnce, Biff. Equations, S. 345 ff. 

6*10 y" + oy*+öy* +cy + il = 0 

Mit A 23*1 ergibt sich die DGl 171 

y'* +1^0 y* + -|6y5+ 2cy* + 2dy + G = 0. 

611 y" + aa?’' y**=sO 

Eine Lösung ist 

^ ^ 1 — n ’ o (n ~ !)• 

Für rj{S) =- y{x), f = ^ergibt sich die DGl 674 

1 3 

Für a = — 1, r = 1 — n 8. 6-102; für a = — 1 , v = —-5^, n = ^ s. 6-ioo. 

6-12 »" + (n+l)o**|f**^*— IfÄO 

Wird y als unabhängige Veränderliche gewählt und p{y)=^y'{x) 
gesetzt, so erhält man wegen y" = pp^{y) eine DGl erster Ordnung, die 
zu der DGl mit getrennten Variabein 

y'i*) = ± y + c 

führt. 

Forayth-Jacobilhal, DGlen, S. 146 , 716 . 



1-72. ay" = F(x,g,/). 
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y"—{ai^+bxy + cai^ + ay + ßx + y)-i, o4=0. 613 

Man setze 

2ai»{z) = 2ay + b X + x 
und bestimme weiter A, B,C durch 

= 4äc b®, in ß = 2 <i ß — bot, 4 ßC^ = 4 öy — ot*. 

Dann entsteht die DGl 6-IOI 


y"=^^ 614 

Mit A 23*1 ergibt sich 

x = f (2 exp y + Ci)’* dy + C,; 
das Integral läßt sich auswerten, indem man 

< = (2 exp y + C,)i 

als neue Integrationsveränderliche einführt. 

Fiekf DGlen, S. 42, 137; man achte auf Druckfehler. 

1^" +oe'’.v ^ = ® ».6-242. 615 


y" 0in!f = O 

Die (nicht nachgeprüfte) Lösung mit den Anfangswerten y{ 0 ) = 0, 
y(0) - 1 ist 

M. Chini, Giornale di Mat. 68 (1920) 36—63. 


6- 16 


If" + o sin = 0 : PendelGl. 617 

Als PendelGl wird die DGl gewöhnlich in der Form 

(1) y)"(t) + |Binf{t) = 0 

geschrieben. 

Lit.: Schlesinger, Einführung in die DGlen, S. 23-26. Duffing, Erzwungene 
Schwingungen, S. 126—130. K. Lachmann, Jahresbericht DMV 48 (1938) 28f. 
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C. 6. KiobtUneare Diferentialgleichimgeii zweiter Ordnung. 


Für die Lösung p(x) mit den Anfangswerten y(a;„) =a, =ß 

ergibt A 23-1 

y' = ± y2acosy + j9*-~2aco8 a , 

also 

X — Xq — J [2 a cos 1 / + — 2 a cos (x]~i dy 

9. 

und, wenn 

• 1 I hM • * 1 I 

sm-^y=^ku, Ä^ = sm*^a + ^ 

gesetzt wird 

ra(x-x,)= [ 

® / y(i-«‘) (!-*»«•) 

1-1 * 

»""T 

Das ist ein elliptisches Integral. Für a = 0, { | < 1 erhält man 

sin|y = i:snyo(x— Xo). 

wobei die Jacobische Funktion sn zu dem Modul k gehören soll. 


6'i8 jf" 4- <1^ sin jf = sin ap; spezielle Duffinysche D 61 . 

6* 19 y" + «* sin if = / (ap) ; verallgemeinerte Duffingsche D 61 . 

Lit. : Duffing^ Erzwungene Schwingungen. H. G. Block, Arkiv för Mat. 14 (1920) 
No. 3. 0, Hamd, Math. Annalen 86 (1922) l->ld. K, Lachmann, Math. Annalen 99 
(1928) 479—492. A. Hammeratein, JahreBbericht DMV 39 (1930) 69—64. Igliach, 
Monatshefte f. Math. 37 (1930) 326-342; 39 (1932) 173-220; 42 (1936) 7-36; 
Jahresbericht DMV 46 (1936) 131—132 kursiv; Math. Annalen 111 (1936) 668—681 ; 
112 (1936) 221-246. 

Die DGlen treten bei Untersuchungen von Schwingungen, insbesondere 
von Pendelschwingungen auf. Duffing selbst hat die erste DGl untersucht, 
indem er siny naherungsweise durch die ersten Glieder der Potenzreihe 
für sin y ersetzte. Für /J = 0 s. 6» 17. Hier sei weiterhin /? =# 0 . 

Hamd gibt mehrere Ansätze zur Behandlung der ersten DGl, wenn die 
Randbedingungen der Periodizität 
(I) y(0) = y(27p), y'(0)==y'(2jr) 

gegeben sind. Ist < 1 , so hat diese Bandwertau%abe für jedes ß genau 

eine Lösung; für > 1 kann es mehrere Lösungen geben. Genähert 

kann man eine Lösung durch den Ansatz y^Aamx erhalten; A ist 
durch die Gl 

A* — 2 a* Ji{A) + ß = 0 {Ji Besselsche Funktion) 
bestimmt. Lachmann hat dieses Verfahren weiter ausgebaut. 
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Die DGlen mit den Randbedingungen 
(2) y(0) = y{n) = 0 

sind von Hammerstein und Iglisch mehrfach und eingehend behandelt 
worden. Nach B lO«! gibt es bei beliebigem a, ß stets mindestens eine 
Lösung der Randwertaufgabe und bei a* < 1 auch nur eine Lösung. 
Dasselbe gilt bei festem a für alle hinreichend großen \ß\, falls bei der 
allgemeinen D 61 6-19 die Funktion /(x) so beschaffen ist, daß die Lösung 
der Randwertaufgabe 

=/(*), «^( 0 ) = U(7l) 

nur endlich viele Stellen mit w' = 0 hat. Bei festem ß wachst die Anzahl 
der Lösungen von 6*19 mit (2) für a 00 über alle Grenzen. Wichtig 
sind ferner die Verzweigungslösungen, d. h. solche Lösungen y(x)y für welche 
die Randwertaufgabe 

(p''(x) + s? cos y(x) • q>(x) — 0, 9?(0) = q>(n) = 0 
eine Lösung 99(0;) ^0 hat. Näheres hierüber s. bei Iglisch, 


y" =s f{y 6'2() 

Für u(x) ~ y x~i entsteht 

(^' xY — 2f[u) tt', 

also 

(«' X)* = Ci + -| «* + 2 / f{u) du, 

und hieraus 

J [Ci + j «* + 2 J /(«) dxj’* d« = < 7 , + log lx| . 

Fofayth-Jacobaihal, DGlen, S. 515. 


y" — iy'—^—2yss0 s. 673. 


1^" — 7 jf' + 12 y— = 0 8. 6100 (I). 


6-22 


9 " + 6 ay'— 69 * + 6 a*yss 0 

y = a* (7? e-*" «> (Ci e-* + C,. 0, - 1) . 

. 4 . PainUvi, Act» Math. 26 ( 1902 ) 53 , 61 . ( 3 ). 


6.23 
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C. 6. Nichtlineaie Differentialgleichnngen aweiter Qrdnting. 


624 s" +809' — 2y® +2o*jfS50 

y = — i o Cj e"** Bn^,_ _i (Cj e”“* + 0^) . 

P, PainUvi, Acta Math. 26 (1902) 63, Gl (6). 

6-25 »" ~ — ^ jy' — ~ t y (yiTä — l) a 0 S. 6-102 (2). 

6-26 9" +09' +&9" +2ipiyss0 

Für 3 /=r»?(^). f = e^ a = i(l— o) 

entsteht die DGl 6-74 

+ 6f* = 0. 

6-27 y"+ay'+6a^tf*B0 8.6-74. 


6-28 s^' +0 j' ■i-öe* = 2ff 8.6-76(3). 


6-29 y" +oy' +9) (ar) siny = 0, 9!>(a:) periodisch. 

Vgl. A. Etdelyi. Zeitschrift f. angew. Math. Mecb. 14 (1934) 235—247. F. Tri- 
ami, C. R. Paris 193 (1931) 636f.; Ännali Pisa (2) 2 (1933) 1 — 20; Atti Accad. 
Linoei (6) 18 (1933) 26—26. 

6-30 .V" +»»' — .V’=0 8. 6-32 und 6-33. 


6-31 !f"+|fW'--J>*+O!f = 0 , o 4 = 0 ; Sonderfall von 6-35. 


1 l/ö' p'(«, 12,C,) 

2 K 3 p («, 12, C,) - 1 ’ 



+ C^- 


P. Fainlevi, Acta Math. 26 (1902) 64, Gl (8); nicht naohgep^ft. 


6-32 jf"+(jf + 3 o)y'— j^+oy*+2o*yss0 


^ 1 p(«, 0, 1) 


e-' -f C* 

mit it = ( o 


für a 4= 0 , 
1 Cj a: + C 2 für o = 0 . 
P. PairUevi, Acta Math. 25 (1902) 64, 61 (7); nicht naohgeprüft. 
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»" + (»+3/)9'~»*+tf*/ + if(/'+2/*)=0, / = /(*). 6-33 

(a) Für y{x) = r{x)tj{^), wo f(a:) der DGl f" = -/f' genügt, ent- 
steht die DGl 

>?"+»?»?' — >?® = 0 , 

d. h. die ursprüngliche DGl für den Sonderfall /= 0; zu der neuen DGl 
s. 6 - 32 . 

(b) Mit u{x) = exp (— J fix), v(x) = exp j ydx 
läßt sich die DGl in der Gestalt 



d 1 v" 

1 

II 

0 


dx \n* 

schreiben. Hieraus folgt 



v" u' v' 

-^c 

, . d v'^ 

d. 1 . 3 T- 

dx n® 


- 2 ^ 1 ’ 


also die DGl mit getrennten Variabein 

= f Cj). 

/nee, Diff. Equations, S, 331 f. (Druckfehler!). 


r + »»'-9*“(^+/)(39' + 9*) + (ar+3r+3^-^)!f + b/®=0, 634 

/ = /(*)• 

( = exp ff ix 


(a) Für 
entsteht 


2/W 


?/' + 7/ ?7' — + (a — 2) -^ + ~ = ü , 


d. h. die obige DGl für den Sonderfall / = ~ • 

(b) Für a = 14, 6 = 24 hat die DGl die Lösungen 

WO f = exp j fdx und u(^) eine beliebige Lösung von it" = ist. 
Inee, Diff. Equations, S. 332; dort jedoch nicht fehlerfrei. 


+ + + / = /W- 6-35 

(a) Für y=$' (x) a {'* = /(x) 

entsteht die DGl 6-31 mit f , rj statt x, y, 

(b) Wird 

. ff 

u(x) = 1 + exp j ydx und v(x) = 2 u" — w y — (ü* — i)/ 
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C. 6. Nichtlizififtre Diff^rentialgleichimgen zweiter Ordnung. 


gesetzt, so wird aus der gegebenen DGl 

^ — ^^ = 0, also » = C(it-l)*/, 

und daher 

2 [C (k - 1)* + a* - 1] m' , 

und hieraus erhält man die DGl 

v!^ = m [Gl (li ~ 1)^^ + (u - 1)2 + C^] , 
die nach A 4-1 gelöst werden kann und (vgl. 171) auf elliptische Funk- 
tionen führt. 

P. Painlevi, Acta Math. 25 (1902) 33, Ol (10). Ince, Diff. Equations, S. 332. 

636 »"+2 »»'+/(*)»'+/'(*) jr=o 

Für u(x) = y + ^f entsteht die Riecatische DGl 
«' + tt* = i/' + i/* + C. 

Ince, Difi. Equations, S. 381. 

6-37 »"+2»!f'+/(ir)(tf'+s*)agr(») 

Für u{x) = y' -f y* entsteht 

+f{x)u== g{x ) . 

Damit ist die ursprüngliche DGl auf eine spezielle Riecatische und eine 
lineare DGl erster Ordnung zurückgefuhrt. 

P. Painievi, Acta Math. 25 (1902) 31, Gl (2). Ince, Diff. Equations, S. 331. 

638 »" +3 yjf' + »»+/(*)» =9 (x) 

Für u'(x) ^ yu erhält man die lineare DGl 
+ /(*) — g (xyu = 0 . 

639 »" + l3!f+/(*)l8f'+»*+/(x)y*=0 

Für die Lösungen «(a;) der DGl vf ^ yu entsteht 

tt'" =/{x) tt". 

/nee, Diff. Equations, S. 381. 
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y "- [3 jf +/(»)! y'+»»+/(»)»*=o 641 

Für y(x) = — u(z) entsteht 6-39 mit u, statt y,f. 
y"’~ 2 ayy' = o s. 1-40 (2). 6-42 


9"+oy|f'+b^=s0 


643 


Die DGl ist von dem Typus A 15-3 (a). Für p(y) = ^[x) eih&lt man 
die DGl 


pp' + ayp + 6y» = 0, 
und aus dieser wird für 


die DGl 


ttu' + 2tt* + at* + ft = 0, 


also 

Das Integral läßt sich auswerten; für die entstehende Funktion hat man 
dann noch die DGl 


y'(x) = y*u(logy) 

ZU lösen und erhält 

x= +c,. 

J y*««(logy) * 

Das Verfahren liefert die Integrale nur so weit, als y'(a:) #= 0 ist. 

Für a =: — 4 , 5 = 2 genaue Diskussion der Lösungen bei H, Seifert, Jahres- 
bericht DMV 62 ( 1942 ) 76 — 79 . 


»"+/(», = 0 644 

Ist g^-f,=fX-X^-r, 

wo X eine Funktion von x allein sein soll, so sind die Lösungen der DGl 
in jedem einfach zusammenhängenden Gebiet der x, ^-Ebene die Lösungen 
der DGl erster Ordnung 

(p{x) y' + V (XrJf) = C , 

wo 9?, y durch 

<p = ex]^JXdx, = 
bestimmt sind. 

JiUia, Exercices d* Analyse III, S. 93 — 98 . 


!f"+oif'*+djf=sO 6-45 

Die DGl tritt bei der Untersuchung von kleinen Schwingungen mit 
Dämpfung auf, wenn diese propwtional dem Quadrat der Geschwindigkeit 
ist; vgl. auch 6-46 und 6'48. 
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C. 6. Nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Für v(y) — y'* geht die DGl in die lineare DGl 
t/ + 2 av + 2 by — 0 

über; hieraus folgt 

(I) y'2 = C 7 e-*‘» + ^(l-2ay). also x = C, + j^, 

WO Y die rechte Seite der DGl (i) ist. 

6-46 9" +0 jf' lif'l +ö + c = 0, a > 0, 6^0, c > 0. 

DGl kleiner Schwingungen mit quadratischer Dämpfung (für beliebiges 
Widerstandsgesetz s. 6*72). Für 

geht die DGl über in die Normalform 

(1) ri" +^rf\ri'\ + Btf +Ti = 0 mit ^ = 

Man kann die Liösungen dieser DGl aus den Lösungen der beiden DGlen 

(2) r,"±^V'^+B^' + ri = 0 

zusammenbauen; die Lösungen rj der DGl mit dem oberen Vorzeichen 
sind offenbar die Funktionen — wenn ^ die Lösungen der DGl mit dem 
unteren Vorzeichen durchlauft. Für 5 = 0 ist die DGl (auch bei kom- 
plexer Veränderlicher f) naher untersucht von Milne (s. unten). In diesem 
Fall kann man die Lösungen von 

( 3 ) r+iv'W\+v=^ 

in folgender Weise aus den Lösungen rj = S a) der DGl 

(4) r,"-^rf* + ri = 0 

mit den Anfangswerten 

1/(0) =a, i/'(0) = 0 

aufbauen: Existiert die au&ubauende Lösung für < | < oo und hat sie 
die an den Stellen fr < f* < • • • angenommenen Amplituden Uj, Ug, ■ . ■ , 
wobei etwa i/(fj) < 0, also rj (f^) = — «i sei, so ist zu setzen 

S(|-f„a,)= Ä(f-f„-03) fnrf*<f^f,. 


W. E. MUne, Oregon Publication 2, (1923); Oregon Publication Math. Ij (1929). 
Dort sind umfongreiche Zahlentabellen zur Herstellung der Lösungen von (i) und 
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( 3 ) abgednickt. Für die graphische Lösung der gegebenen DGl im Fall b = 0 s. 

^ 3i’4» 7 sowie 31'9! für N&herungslösungen s. FF. Müller, Ingenieur- 

Archiv 6 (1934) 306— 316. Jf. Hamyl, ebenda 6 (1936) 213—216. 

i»"+«9'*+6y'+cjf = 0 

Für v(y) = y'(.r) entsteht die Abelsche DGl A4.I1 
vi/ + a^ + hv + cy = ^. 

In den Anwendungen kommt (vgl. 6*^6 und 6 * 49 ) auch der Fall vor, daß a 
mit y das Vorzeichen ändert (Wasserschloßproblem). Für Xäherungslösungen s. 
ir. Müller, Ingenieur- Archiv 6 (1936) 270—282. 

2/"+a»'2+6 8injf = 0 

Die DGl tritt bei Pendelschwingungen mit Dämpfung auf, wenn diese 
proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit ist. Für v(y) = y'® ent- 
steht die lineare DGl 

f;'-f-2ai 4-26 sin y = 0. 

Hieraus erhält man die DGl mit getrennten Variabein 

W(^)f =-C e’“® (cos y — 2 a sin y) . 

Vgl. Ff. A. Wiüers, Zeitschrift f. Instrumentenkunde 63 (1933) 504—506. 

H. Ziegler, Ingenieur- Archiv 9 (1938) 50-76, 163-178. Für den Pall, daß es sich 
um kleine Schwingungen handelt, also sin y durch y ersetzt werden kann, s. 6 « 45 . 

y" + ay'ly'l +b8iny=:0 6-49 

Man kann die Lösungen der DGl so finden, daß man die DGlen 
y" + a + 6 sin y = 0 für y' > 0 

und 

y" — a y'* + 6 sin y = 0 für y' < 0 
nach 6*46 löst und diese Lösungen zu Lösungen der ursprünglich gegebenen 
DGl zusammensetzt. 

Zur Untersuchung der Lösungen und über das Auftreten von aperiodischen 
Schwingungen s.F.A. Willers, Zeitschrift f. Instrumentenkunde 63 (1933) 504—506. 

Für die Verwendung der graphischen Methode von Meissner (A 31 * 6 ) vgl. Ziegler, 
Ingenieur-Archiv 9 (1938) 60—76, 163—178. 

y" +ayy^ +bjfs 0 ; Typus 6-53. 6-50 

Für p(y) = y'(x) entsteht die BemouUische DGl 
pp' + ayp*-f-6y = 0. 
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6-51 »"+/(!f)L»'*+ ff (»)»'=*» 

Nach Division durch ^ ist die D 61 exakt. Ihre Lösungen erhält 
man daher aus 

loglff'l +//{y)rfy + jg{x)dx = C. 

Außerdem ist natürlich y = C für beliebiges G eine Lösung. 

6-52 r-^»^ + ff(*)ff' + fc(»)/(») = 0 

Für y(z) = rj(()t wo f = i(x) eine Lösung der auf eine lineare DGl 
erster Ordnung zurückführbaren DGl 

S'" + 9(x)S' + h{z) = 0 

ist, entsteht 

r »?" - + A(*) -rf] = 0 , 
und diese DOl ist B. sicher erfüllt durch die Lösungen der DGl 

v'is) • 

Lösungen erhält man auch durch Lösen des DGlsSystems 
y'(*) = “/(y). u'(x) = — g(x)u^h(x), 
bei dem zuerst die zweite und sodann die erste 61 gelöst werden kann. 


6-53 ff"+ff>(»)ff^+/(*)»Vff(*)'f’(ff)=0 

Ist (p(y) =■- , F(x) = j fix) dx , 

gix) = «-*'<*> [± exp (2 / - 1^] 

SO entsteht für 

(f) = exp J ^ , { = exp / dx 
die Besselsche DGl 2*162 

R. Müller, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 19 (1939) 46. 


6-54 9" + /(») + 9 (jf) y' + ft (jf) = 0 ; Typus A 15.3 (a). 

Für piy) = ffix) entsteht die Abelsohe DGl A4-II 
pj»' +/(y) j>* + y(y) p + *(y) = 0 . 

Ist ^ ^ 0 , SO ist dieses eine Bemoullische DGl; ist A ^ 0 , so hat man eine 
lineare DGl. Vgl. auch 6*224. 



1 - 72 - = 
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+ + [/(*,»)»'+sr(ap,jf)]=0 655 

Haben / und ^ eine Stammfunktion tp {x, y), so daß Vj. = y und — / 
ist, so erhält man die Lösungen der D 61 aus 

y' + tg(v + e) = o. 

Serret-Scheffers, Differential- und Integralrechnung III, S, 346f., 374f. Dort 
findet man auch eine geometrische Deutung der DGl und ihrer Lösung. 


Jf" +ay (»'2 + l)2 = 0 


6-56 


DGl der Meridiankurven der Rotation^ächen mit konstanter Gaußscher 
Krümmung a. Mit A 15*3 (a) erhält man 


X — 



fl y* + 

1 - o y* - Cj 


dy + ^2 . 


Für die Auswertung der elliptischen Integrale im Falle a = ± 1 und 
Diskussion der Lösungen s. Serret-Scheffersy Differential- und Integral- 
rechnung III, S. 389 — 391 . 


y''=ia{xy'^ yY ; Sonderfall von 6-59. 6*57 

Für y ^ xm(x) entsteht die Bemoullische oder (für y = 1) lineare DGl 
für tt': 

xu^' + 2 m ' 

Forsyth, Diff. Equations III, S. 206ff. 




658 


Ist 6 + c 4= 1, so kann die DGl als gleichgradige DGl (A 15-2) behandelt 
werden. Für 

c~o-2 

y = , S = l0gX 

entsteht dann 


c— 2o— 6 — 3 
ö + c — 1 


V' 


b+c-l b+c-l^ 



c —a — 2 
6 4. c — 1 


4 


und hieraus für = p{iy) 
VV' 


c — 2ö — b — 3 Q, h \ c — fl 2 


6 + c-l 


Ö-j-C — 1 b C ' 


2 , W , c-a -2 Y 


Hierin möge/nur von x abhängen oder in x, y homogen vom Grad 1, 
d. h. 1 / V 

/(«,») - 7 f(r) 
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sein. Durch die Transformation y(x) = f = log a? entsteht (He DGl 

(I) < + eV(e*,e«,;)V‘‘+»?' = 0. 

Hängt / nur von x ab, so ist dieses für u(f) = rf eine Bemoullische DGl 
A 4-5. Ist / eine Funktion von der genannten homogenen Art, so lautet (i) 

+ + = 

Für erhält man also die DGl erster Ordnung 

PTß' + (p{ri) p® + p = 0. 

A. ChieUini, Bolletino Unione Mat. Italiana 12 (1933) 14. 

6-6o y^ssoVy^ + l 

Die DGl ist von dem T3rpu8 A 15*3 (a). Sie ist die DGl der Kettenlinie. 
Bei der Kettenlinie ist a = yjH, wo y das Gewicht der Kette pro Längen- 
einheit tind H der Horizontalzug ist. Sind die Aufhängepunkte rji und 

fj. Vi Kettenlänge L> ih — f*)* + (r)i — %)* und y ge- 

geben, so ist 

WO Q die eindeutig bestimmte Lösung der Gl 
Si«g_ y L* - - »?i)* 

e f , - fl 

ist; die gesuchte Lösung der DGl ist 

Ciy C2 sind dadurch bestimmt, daß die Kurve durch die Punkte yy, und 
^2» rjz führen soll. 

Hort, DGlen. S. 108 118. Kamke, DGlen, S. 227-229. 


6*6i jf''=sa +1 +ö; DGl der Hängebrücke. 


Für 6 = 0 s. 6-6o. Wird im allgemeinen Falle erstens t/(x) = u(a;) 
gesetzt, so entsteht die DGl 1*52 mit v statt y \ aus 1*52 erhält man also x 
als Funktion von u, wobei tgu=^ t/ ist. Wird zweitens in der gegebenen 
DGl tg u = jf' (x) gesetzt und u als Funktion von y angesehen, so erhält man 


also 


sintt du 

008 * u (a -f 6 008 a) dy 


a* y = O* + a 


1 


(g 6) 008 tt 

g + ^C 08 « 


008 U 


fblog 



1-7^ « ^ (». y* y')* 


557 


Diese 61 zusammen mit der in 1*52 für x angegebenen Gl bildet eine 
Parameterdarstellung der gesuchten Lösung mit dem Parameter «. 

Ira Freeman, Bulletin Americ. Math. Soc. 31 (1926) 425—429. Für eine gra- 
phische Lösung s. A 317 (f)- 


l^'ssa 6 62 

Für p{y) — y’{x) entsteht die homogene DGl 
ppr = a y p* + 6 y* . 

Euler II, S. 39f. 

y"sa{y^ + l)i 663 

Mit u{x) = y' ergibt sich leicht 

(y-Cfi)* + (*-Cj)* = a-l- 
Forayth-Jacobathal, DGlen» S. 94, 690. 


y" = 2ax{y^ + l)i ; Typus A 15-3 (h). 


:dx. 




Foray^-Jacobathcdf DGlen, S. 97. 


jf"s=oji(y« + l)i 

Für p(y) = f/(x) entsteht 

=ay also 2 (p* + l)"* + a «* = (7. 

(P* + D* 

Daher hat man nun noch die Gien 

ZU lösen. 


664 


665 


y" = 2 a {y + b X + c) {y^ + 1)^ ; DGl des gebogenen Stabes. 6 -^ 

Vgl. Frank-v, iftsM. D- u. IGlen I, 2. Anfl. 1930, S. 464—469. 

Für «(a:) = y + 6 * + c erhält man 

«" [(«' — 6)* + ir ^ = 2 o « . 

Multipliziert man diese Gl mit vf, so kann man sie int^rieren und erhält 
' ' ta'-(6«+l) 

y(«'-6)*+l 
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und hieraus weiter, wenn u als unabhängige Veränderliche gewählt wird, 

*' ^ ^ **y*+i^ + 1) - (a «* + C')»r . 

Hiernach läßt sich x durch elliptische Integrale von u darstellen. 

L Matkin, Math. Zeitschrift 101 (1929) 3. 

6-67 y" +^y'—yy' K4»'+y‘=0 

Für tt* = 4 y' + y* folgt aus der DGl, falls =i= 0 ist, 
u' — 2 y y^y also u = y^ + C , 

Damit erhält man schließlich die Lösungen 

y = Cy 3 (x + ( 7 ) y» = 4 . 
y = Citg(Ölx + Ci)y y = Ci lg (Cj x + C^), 

Incty Diff. Equations, S. 356. 

6 ^ = “* + *»»). * + 0 . 

Für u(x) —ax-\-b y(x) entsteht die DGl A 15-3 (a,j 

L. E, Dickson, Annals of Math. (2) 25 (1924) 349. 

669 »"=»/(*. y) 

Für y' = u\x) y entsteht die DGl erster Ordnung 
«' == f{Xy u) — u^. 

L, E. Dickwm, Annals of Math. (2) 25 (1924) 347. 

6.70 gleiohgradige DGl. 

Für y(x) = X* f = log x entsteht die DGl A i5-3 (a) 

1 ?" + (2a— 1) »;' + a (o— 1) =/(»;. jj' + oij) . 

L. E. Dickson, Annals of Math. (2) 26 (1924) 349. 

6-71 8 y"+ 99 '«s 0 

(y + G,)* = (x + Cy)K 



73 - 103. /(*) V" = f (*, y, y^). 
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ay''+R(jr') +c|rsO; DGl einer gedämpften Bewegung mit allgemeiner 6*72 
Widerstandsfunktion R(y'). 

Sind a>0, 65^0, c>0 Konstante und ist 

Ä(t;) = [6 +/(!?)] v 

eine für — 00 < t; < + 00 stetige gerade Funktion und ist weiter /(O) = 0, 

/'(v) für t; ä 0 vOThanden, stetig, > 0 und für v > 0 sogar > 0, so gilt für 
die Lösungen der DGl folgendes (t; == y^)\ 

Jede Lösung existiert in einem Intervall X < x < cxd, dort nimmt 
a v* + c y* mit wachsendem x monoton ab, ferner ist a v* + c y* 0 für 
X -> 00 und -► 00 für x X. Ist 4ac — 6*^0, so hat jede Lösung 
höchstens eine Nullstelle, es findet also keine Oszillation statt. 

Weiterhin sei 4 a c — 6* > 0. Dann hat jede Lösung unendlich viele 
Nullstellen, die Amplituden jeder Lösung nehmen monoton zu Null ab. 

Ist außerdem 

lim /(v) > a + c — 6 , 

-*oo 

so hat jede Lösung eine kleinste Nullstelle und eine erste Amplitude, dei 

Abstand je zweier Nullstellen und je zweier Extremstellen ist > |/^ , und 

es gibt eine kritische Lösung y = fj(x), deren Amplituden oti,oc2,.>» 
zu den Amplituden ai,a2,... jeder Lösung in der Beziehung 
^ > Oj > «2 > • » • stehen. 

W* E, Müne, Oregon Publication 2, (1923). Vgl. auch 6*46 sowie für die DGl mit 
Ä(y» yO *^tt Ä(y'): H, Pksch, Elektr. Nachr.-Techn. 14 (1937) 146—156. 


73—103. fix)y''^F{x,y,y'). 

xy" — 22^ = 0 673 

Das ist ein Giegenstück zu Emdens DGl 674- kann die dort an- 
gegebenen Transformationen auf diese DGl anwenden und erhält z. B. 
als Analogon zu der dortigen Gl (3) 

u" = a:'-" m"; 

zu dieser DGl s. 6- 100 und 6- 102. Für eine unmittelbare Diskussion der 
obigen DGl s. auch E. A. Milne, Proceedings Cambridge 23 (1927) 794—799. 

Im Falle n = 2 ist y = 2 x'* eine Lösung, und die DGl geht durch 
y(x) = x-®»j(f), f=logx 

über in 

j;" — 3)j' — 2r/ =1)*, 
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und hieraus wird für if(() = y(r/) 

Für die letzten DGlen findet man numerische Lösungen bei D. E. Hartree, 
Memoirs Manchester 81 (1937) 1-— 9, und zwar solche Lösungen, für die 
y ^ 2 a?“® für X oo ist. 

6*74 « jf" +21^ +oac‘'y" = 0, a>0. 

Lit.: Emden, Giskugeln. R,H,Fowler, Quarterly Journal 45 (1914) 289—350: 
Quarterly Journal Oxford 2 (1931) 259—288. E. A. Milne, Monthly Notices 91 
(1931) 4-66. B, H. FowUr, ebenda, S. 63—91. E. Hopf, ebenda, S. 653— 663. 
N, FaircUntgh, ebenda, S. 65— 63 und 92 (1932) 644— C61. 0. Sanscne, Rendi* 
conti mat. (6) 1 (1940) 163—176. Ferner weitere Arbeiten in der astronomischen 
Literatur, insbesondere noch in Monthly Notices 91. 

Für a = — 1 8. 6-73. Hier ist a > 0 vorausgesetzt. Für n — 1 ist 
die DGl von dem Typus 2- 162 (l). Für n =# 1 geht die DGl durch 

y = y in 

(1) xy" + 2y' + x^y" = 0 

über, wobei wieder y statt y geschrieben ist. Für r = 1 ist das Erndem 
DGl der polytropen Gaskugel. Eine Lösung von (i) ist 

y = cx~>‘ mit c""’ (1 — /<). 

Für y{x) j geht (i) über in 

( 2 ) + = 

für u{x) = xy in 

(3) w" + x"-* m” = 0 ; 

aus (2) wird für i;(f) = f;{<), t — logf : 

(4) v" H- (2 /i — 1) t/ -f /* (/* — 1) V -h v” =- 0 , 

und hieraus für v'(i) = p{v) 

(5) p p' + (2/i — 1) p + (/w — 1) v -f v” 0 . 

Eine geschlossene Darstellung der Lösungen dieser DGlen ist nur in einigen 
Sonderfallen bekannt (s. unten). Unter der Voraussetzung v^n — 2 
haben Fowler und Hopf den Verlauf der IKurven für x 0 untersucht. 

Über die DGl (i) hat Sansone a. a. 0. bewiesen: Ist 0, r > — 1, 
so gibt es für jedes C > 0 genau eine für x > 0 eidstierende Lösung y (x), 
für die y(x) 0 für x + 0 gilt; sie ist > 0 für 

j_ 



73-103. y'). 


S«1 


und ihre Ableitung erßUlt die Anfangsbedingung 
ir* y' 0 für ♦ 0; 

unter Berücksichtigung dieser Anfangsbedingungen für y und yf kann 
die Funktion durch das Iterationsverfahren erhalten werden. Ist weiter 
2v — n + 3>0, so hat die Funktion mindestens eine positive Nullstelle; 
ist n + 3^0, so ist y>0für alle a; > 0 und y->0fura:-^+oo. 
Für eingehende DisknBsion der DGlen 

*y" + O y' -f fra^y* = 0 und y" -j- a y' -|- 6 «^y*» = 0- 
e. die beiden an erster Stelle genannten Arbeiten von Fwokt. 


Es sei nun v ~l (Emdena DOl). Das erwähnte Buch von Emden ent- 
hält eine ausführliche Darstellung der Theorie dieser D61 nebst ihren 
Anwendungen. Für n = 0 sind die Lösungen von (i) 


und für n = 1 






Die D61 (5) lautet jetzt für p = p(v) 

, , , n~5 2(n~3) 

(5a) 

also insbesondere 


V + v" = 0 , 


(6) "hP’f'V® — 0 für n — 3 , 

( 7 ) pp' — für n = 5 . 

Die letzte 61 hat die Lösungen 

»'*(«) = P* = 7-?+C^i 

und führt, wenn Cj = 0 gewählt wird, für (i) mit » = 5 zu der Lösungsschw 

, 3C 
^ “»• + 3C»’ 

2 

Ist y(x) eine Lösung von (l), so ist auch 6"-! y(a!) eine Lösung. Man 
beherrscht somit die durch die y-Achse gehenden IKurven, wenn man 
die Lösungen mit y(0) = 0 und y(0) = 1 kennt. Emden gibt S. 77—89 
Tabellen und Kurvenbilder für die Lösungen mit y(0) = 1, y'(0) = 0 
für verschiedene n zwischen 0,5 und 6; Fairclough gibt für y(x) im 
Intervall O^x^Zq Tabellen, wenn y (a?^) = 0 und y' (a;^,) = c g^eben 
ist, und zwar in den Fällen « = 3, Xq = 1 und n = 1,5, Xq = 3,65379. 


^ S'' + 2 jf' + « e*' s. 6-76 und 6-172. 


6*75 
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676 *1^' +a jf' +6a?c‘'=s0 


Lit.: Für a = 2 (Emdens DGl der isothermen Gaskugel): Emdeny Gaskugeln. 
Allgemein: E, Lemke, Journal für Math. 142 (1013) 118>-137. 

Die obige DGl sei auch kurz mit (l) bezeichnet. Für 6(a — 1) > 0 
ist eine Lösung 

/ V 1 2o-2 

(2) y = log . 

Durch y(x) = y{X), X — x}l\h\ geht (i) in eine ebensolche DGl mit 
6 =± 1 über, durch y = iy(f) — 2 f = log a: in die DGl 

(3) + (a — 1) ly' + 6 = 2 a — 2 , 

für ri^(^) = p(fj) in 

( 4 ) pp' + {a—l)p + be^ = 2a— 2, 

Mit (i) hängt auch 6 77 zusammen. Für 

u{t) = X y'(x), t = x^e^ 
entsteht aus (I) die DGl 1*237 

(5) t(u + 2) ti' + (ö — 1) + 6 1 = 0 . 

Durch die Transformation 

y = r(«) + log , s = x’ • 

geht (I) für 6 (tt — 1) > 0 über in 

(6) (a~ l)^r"-h 2(e"~l) = 0. 

(a) a — 0. Man erhält 

!/ = ±ß]/Ci^e* mit 

wobei unter dem Wurzelzeichen das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen 
ist, je nachdem 6 > 0 oder < 0 ist. Es ergibt sich weiter für 


C'i = c*>0: 


CoPjC^{x— C,) für 
Sin * ^eß (x — C,) für 


Ci = - c* < 0: 


G, = 0: 


c*e"* = siTi*~eß{x — C,); 


e-» = -^6(x-C,)*. 

Die beiden letzten Falle sind für 6 < 0 zulässig, 
(b) a = 1 . Dann folgt aus (5) 

u* + iu+2bt + iC = 0, 


6 > 0 , 

6 < 0 : 



73- 103 . /(*) y" = ^ (*, y» y')- 
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also bei Berücksichtigung von (i) die Riccatische D6I für y' 
2a;*y" = a;V^ + 2a;y' + 4C'; 
diese geht durch die Transformation 



über in die Eulersche DGl A 22 3 

7? — X + C V = , 

Für die weitere Diskussion s. Lemke, S. 126 ff. 

(c) a = 2 . Eine Lösung ist durch (2) bekannt. Allgemein scheint 
(l) in diesem Fall aber durch die bekannten Funktionen in geschlossener 
Form nicht lösbar zu sein. Emden gibt S. 135 eine Tabelle für eine in den 
Nullpunkt mit horizontaler Tangente einmündende IKurve. Die Kurven 
von (4) münden in Gestalt von Spiralen in den Punkt = log 2, p = 0 ein; 
Kurvenbilder bei Emden, S. 138 . 

(d) a 4= 0 und 4= 1 - Für diesen Fall hat Lemke (8. 130 ff.) die Gestalt 
der Lösungen in der Nähe von a; = 0 durch Reihenentwicklungen imter- 
sucht. 


xy'' c*' = 0 677 

Für 77 (f) — y(x), f (a 4= 3 ) entsteht die DGl 676 

'»»" + (»— 1) »' = 0 ^‘ 7 ® 

Für y(x) = 7/(1), I = log |x| entsteht 

jy" — -2 7 /' 4“ ^ = 0 . 

Daher läßt sich die DGl zweiter Ordnung auf die nach A 4*1 lösbare 
DGl erster Ordnung 

2 7 /' = 47/ — 7/2 + (7 

zurückführen. 

Vgl. auch H. ScMichting, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 13 (1933) 261. 


opy" — ap2y'2 +2y^+y2s-o ^‘79 

Gleichgradige DGl. Mit A 15*2 erhält man y == 0 und 
X = exp {/(Gl e'^ + 27J + 1 )”^ drj + G2} ^rj^xy, 

Forayth-Jaeobsthal DGlen, S. 100, 693. 
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6*8o — if)*ss5 

Für y = xu(x) entsteht die Riccatische DGl 

0!*«" + oar**'» + 2 X«' = 6 

V* 

für u', und hieraus für a af* u' = - die lineare DGl 

V 

t/' = a 6 V . 

Vgl. auch Forsyth, Diff. Equations III. S. 195f. 

6-8i 2apy" +2^® + 

(y + ^i)* = 2 Cg X — Cg . 

If. Anmimoff, Math. Annalen 56 (1903) 276. 


6-82 ap2|f" = a(»* — Jf) 

Für y(x) = f = x*, fc = yT— 4o entsteht die DGl 6‘il 


H. Lemke, Sitzungsberichte Berlin. Math. Ges. 18 (1920) 30. 


6-83 a?2jy" +a (e*' — 1) s=0 8.676(6). 

684 ap 2 y"— ( 2 a+ö — l)«jf' + [A* 6 *x^^ + a(a+ 6 )]yssü, A+ 0 , 64 = 0 . 

y = a;® (Cj cos A x* + ^2 ^ • 

Ä. H. Fowler, Quarterly Journal 46 (1914) 293. 

6 85 x^y" ^{a-¥l)xy'^x^ fix^y^xy' ^ay) 

Für y = a;“® r]{^), i = ^ entsteht die DGl A I5»3.(a) 

L. E. Dickeon, Annals of Math. (2) 26 (1924) 349. 


6-86 ap* y" + a (a? jf' — ^ ^ 

Für y ^ xu(x) entsteht 

X tt" + a x^ m'* + 2 = 6 . 

Das ist eine Riccatische DGl für Aus dieser wird für axu' die DGl 

V 

2-162 (I) 

x^ v" + X f/ — a 6 x® = 0 . 

Für eine andere Behandlung der DGl s. Forayth III, S. 190. 



73-I03- / (*) 9" = fl X, y, y'). 
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a!*»" + «!fy^ + 6*as0 6^7 

Für y(x) = f = log * entsteht die D 61 A I5'3 (a) 

< + «»?(»?' + >/)* + >?' + 6 = 0 • 

** y" = yffla!*y'* + öy« 6-88 

Typus gleichgradige DGl A 15-2. Für y(x) — xrj (f), f = log * ent- 
steht die DGl 

v" + v' = ± l/ain' + v)* + • 

die vom Typus A 15-3 (a) ist und für p{rj) = ♦/'({) in die homogene DGl 

p (j/ + 1) = ± ’]/ a (p + rj)^ + bt]* 

übergeht. 

Etder II, S. 62 f. Farsyth-Jacobsihal, DGlen, S. 99. 

(a 5 *+l)y"+y'* + l=0 

Man setze p{x) = y'. Man erhält 
y = Gl C,« -f (C^-l- l)log 1* — C,| und y 
Forsyth-Jd^ybsthalf DGlen, S. 98, 691. 

4aü*y"— ar'y'* + 4 y =0 6-90 

Gleichgradige DGl A 15 2. Für y(x) = f = log x erhält man 

die DGl 

iri*' — ri^ + — 20ri' it] {7 — tj) — 0 , 

die nach A 15-3 (a) auf eine DGl erster Ordnung zurückgeführt werden 
kann. 


6-89 


9 ap*y" +ajy® +2jf=0 691 

Für y = i = xi entsteht ?/' + = 0. Die DGl k a nn 

nach A 23*1 auf eine durch elliptische Punktionen lösbare DGl erster Ord- 
nung zurückgeführt werden. 


4> 12 X |f 4* 24 s 0 ; Sonderfall von 6*34 (^)* 

« = ^ „O « eine beliebige Lösung von «" = 6 «* ist. 

' *(*•«— 1)’ 


.6^2 
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6-93 a!*»"=o (afjf'—y)* 

Gleichgradige DGl A 15 - 2 . Für y(x) = a:?y(f), f = log a; erhält man 
eine leicht zu lösende DGl und daraus 

X , X 

^ Cj « + C, * 

Evler II, S. 63 £; BooU, S. 214f. ForsyÜ^^ Jacobsthal, DGlen, S. 99, 692. 


6* 94 2aj*9" + ( 2 a?*y+ 9 »*)j£' — 2ap®9® + 3a52y2+oapy+ö = 0 

2 


(a) Für y(a;)=f'(a:) 9 ;(f), f = 


m 


entsteht 


f® (^" + rjrj' — rj^) + {2 a— ' 12) S rj — ib = 0 . 
(b) Ist a = 12, 6 = — 6 , so sind die Lösungen 

(’l) y 


u' - 1 


wo u{x) eine beliebige Lösung von 

= + C {C beliebig) 

ist. Daß (I) wirklich Lösungen ergibt, ist leicht nachzurechnen; daß (i) 
auch alle Lösungen liefert, folgt daraus, daß unter den Lösungen (I) solche 
mit beliebigen Anfangswerten von y und y' an einer beliebigen Stelle 
a; 4 = 0 Vorkommen. 

Ince, Diff. Equations, S. 333; man achte auf Druckfehler. 


6-95 8(4as®— »*) +(13a!*— *af*-*)(3y' + y*) + o*y+6 = 0, 
ifc = 0, 1, 2. 


(a) Für y{x) — f'(x) = (4 *• — **)”i entsteht 

2 (*?” + rjtj' — tf) + [(o — 24) * -j- 1 (t — 1) **■*] 7 ^ + 6 }^4 x® — — 0, 

WO noch X durch { auszudrücken ist; für ifc. = 0, 1, 2 ist das mit Hilfe von 
elliptischen Funktionen möglich. 


(b) Ist Ä; = 1 , a = 48, 6 = — 24, so hat die DGl die Lösungen 



wo u(x) eine beliebige Lösung von 

(i 2 ^ — x) == — u + C (C beliebig) 

ist, also durch elliptische Funktionen ausgedrückt werden kann. Daß 
(l) wirklich Lösungen ergibt, ist leicht nachzurechnen; daß (I) auch alle 



73-ioa./(a;)y'^ = 
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Lösungen liefert, folgt daraus, daß unter den Lösungen (i) solche mit 
beliebigen Anfangswerten von y, y' an einer beliebigen Stelle x Vorkommen. 
/nc€, Diff. Equations, S. 333 (Druckfehler). 


y" + a* y*" = 0 

Für V = 1 liegt der Typus 2-14 vor. Für y 4= 1 ist eine Lösung 
^ \a«(v-l)‘; ■ 

Für weitere Untersuchungen s. 6-74(2), (3) sowie H. Lemke. Journal für Math. 
142 (1913) 1408. 


6-96 


(2xj;-i-it®)y'+4»*=0 6-^7 

Gleichgradige UGl. Füt y{x) = f = log* und weiter 

(f ) = w (rj) entsteht 

7/ = 2 {t] — 1 ) und w == ü , 

also 

rj' =z{rj^ 1)2 4. C und tj = C\ 

und hieraus 

_ 1 ^ I Gl tg (Ci I -t- C,) für C = C‘i, 

^ l-Citt9(Gi|-|-C,), -Gi(Itg(( 7 ,f + G,) furG = -Cf, 

außerdem (f + C) (1 — y) = 1 und rj = C. 

Euler II. S. 64f. . Book, Diff. Equations. S. 216f. 


jc^y" — ap2y'2 — g.gg 

Oleichgradige DGL hDt* A 15-2 erhält man y = 0 sowie 
X = expjj (Cie^^ — irj — 2)“^?? + ^2}» y — 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 100, 692. 


^ y" + (« y' — y)* = 0 6*99 

Man setze y(x) = xrj(S), f = j oder auch u(x) = a; y' — y. Man 
erhält dann leicht lösbare DGlen, und aus diesen 

. c, 

y = Gl a: + a: arc sin , 

wobei auch arc cos statt arc sin stehen kann. 

Forsyih-Jacobsihal, DGlen, S. 99, 692. Fick, DGlen, S. €3, 176f. 
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C. 6 . Kichtlineaie Bifferentialgleicbimgen sweiter Ordnung. 


6*100 s" y « SS ; DGl von Thomas und Ftrmi für die Elektronenverteilung 
in einem Atom. 

Lit.: X. H. Thomas, Proceedings Cambridge 23 (1927) 542—548. B, Fermi, 
Atti Aocad. lincei ( 6 ) 6 (1927) 602— 607. A. Sommerfeld, Zeitschrift f. Physik 78 
(1932) 283- 308. A: Mambriani, Atti Accad. Lincei ( 6 ) 9 (1929) 142-144, 620. 
Seorza Dragoni, ebenda, S. 623. 

Eine Lösung der DOl ist 

y = 144 a;“*. 

In der Theorie von Thomas und Fermi wird jedoch eine Lösung gesucht, 
Ar die 

y ( 0 ) = 1 , y(x) -►0 für a: -> oo 

ist. Die Existenz einer solchen Lösung ist durch B io *2 (a) gesichert. 
Durch graphische Methoden hat Fermi in der Nähe von a? = 0 

y = 1 — 1,Ö8 x + jxi-] 

gefunden, und Sommerfeld für große x durch ein analytisches Verfahren 

Die Lösung ist tabuliert bei V. Bush — 8. H. Caldwell, Physical Review 
(2) 38 (1931) 1898-1901. 

Steht auf der rechten Seite der DGl ein Minuszeichen, so ist sie in 
Emdens DGl 6*74 ( 2 ) und ( 3 ) enthalten. Die dortigen Transformationen 
lassen sich auch bei der Thomas-Fermi-Gl anwenden. Die DGl ist gleich* 
gradig und geht durch 

y = f = iog* 

in 

(1) = 0 
Über, und diese DGl durch p{rj) =rj^(() in 

( 2 ) pj/ — 1 p + 12rj — 0 , 

Für eine Verallgemeinerung der DGl s. 6*102 und für eine weitere Methode zur 
numerischen Berechnung von Integralen C. Miranda, Atti Soo. Italiana 21 n 
(1933) 121-125. 


101 (ax^ •¥bx + e)iu"ssf I K \ 

Für u{x) == (a «* + 6 a; + c)**^ y{x) entsteht die DGl mit getrennten 
Variabeln 

(a a:* + 6 a: + c)* li'* = 6* — a c| V* + 2 J f{u) du . 

Forsylh-Jaeobslhal, DGlen, S. 515. 
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JL ^ 

»“»|f"asjf«+i 6.10a 


Ffir » = 1 ist das die Thomas-Fermi-DGl 6-i00; Tgl. auch 6-73 und 
6-74. Eine Lösung der D 61 ist 

Diese Lösung erfüllt jedoch nicht die bei dem Thomas-Fermi-Problem 
auftretenden Randbedingungen 

^ y(0) = yo + ö> für «-►oo. 

Daß es auch Lösungen dieser letzten Art gibt, folgt aus B io>2. Lam- 
paridlo behandelt die D 61 , indem er sie auf eine D 61 erster Ordnung 
zurückführt. Für 






entsteht 

(2) t 

und hieraus, wenn tj als unabhängige Veränderliche durdi u{fj) =tj^l{) 
eingeführt wird, 

(3) ««' = : 


, 3« + 4 , 2(n + l)(n + 2) ( A 


Wird schließlich noch die Transformation 
n-f-2 


u(ff) = [1 - , r/ = 


angewendet, so entsteht die D 61 


(4) 


t/{0 = -2(n+iy 




Diese DGl wird fürn = 1 in dem zweiten Teil der Arbeit von Lampariello 
diskutiert. 

0, Lampariello, Atti Accad. Linoei (6) 19 (1934) 284— 290, 386— 393. 


/=/{x) 

Für y(z) = f = /^ entsteht die DGl A 15.3 (a) 


6103 


104-M7. 

yy"ssa; Typus A 23-1. 

X = /( 2 alog y -f C,)'* dy + C,. 


6-104 
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C. 6. Nichtlineai« DiSerentialgleichimgen Eweiter Ordnung. 


'*105 yy^'ssax, a 4 = 0 . 


Für Lösungen nüt den Anfangswerten y( 0 ) = Cq, y'( 0 ) = Ci erhält 
man in den Fällen: 

«o = «i = 0: y = ±^|^^■. 

Cq = 0, Cj =1= 0 . y = C-^ X .C2 “1“ * * * ) 

die Reihe konvergiert sicher für |x|< die ersten Koeffizienten sind 

_ a _ el _ 2c» _ _ 

“ Fci ’ 37 , ’ “ “ 907 ; ^ 

C0=t= 0: Die Lösung iSt nach allgemeinen Sätzen (vgl. A il; A 6*3) 
ebenfalls durch eine in der Umgebung von x — 0 konvergente Potenz- 
reihe darstellbar. 


•106 = a=^=0. 

Bedeutet y{x) eine Lösung mit den Anfangswerten y( 0 ) = Co, y'(0) = C|, 
so ist für 

Co = Ci = 0: «/ = ± a:*“ j/g a ; 

Co = 0> ®i =t= 0: y = c, a: (1 + 61 X* — 62 1* + 6j x* 1 ); 

'Icf 


die Reihe konvergiert sicher für | | < 


, die ersten Koeffizienten sind 




26 




6cf 10''!’ -3- 70’'!» -4- ;,68' 

für a > 0, Ci > 0, a: > 0 ist y > 0, nimmt mit x monoton zu, und für 
a; 00 ist 

y"^fTa. 

00=1=0: Die Lösung ist nach allgemeinen Sätzen ebenfalls durch eine 
in der Umgebung von a; = 0 konvergente Potenzreihe darstellbar. 

F. Mertens, Akad. Wien 126 (1917) 3—7. W. Wirtinger, ebenda, 128 (1919) 3—8. 


ii07 0 = 0 

y* = 0 «* + C, X 4; C'o und y = 4; x + C . 

• 108 yy" +i^ = ax+b 

Für die Ausführung der graphischen Integration nach dem Verfahren A3i*6 
von Meissner s, J. J. Muüer, Oscillations älectroniques dans le magn^tron, Revue 
filectricit^ 42 (1937) 389-406, 419-434. 



104 - 187 . / (x) yy" = F(z, y. y'). 

yy" +y'^ — y' — 0; Typus A 15-3 (a). 

y = C und = y + C^log |y - C,| + Cj. 

H. T. H. Piaggio, Math. Gazette 23 ( 1939 ) 66. 
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6-109 

+ 1 = 0 ; Typus 6165 und A 15-3 (a). 

Ci y = Sin (C] X + Cj) und C^y = sin (C, r + Cj) . 

6-110 

— »'*— 1 = 0 : Typus 6165 und A 15-3 (a). 

C^y = Coj (Ci X + C 2 ), Kettenlinien. 

6-III 

9»"“"»'* + e^*(o»*+ 0 ) +e^y(ey’‘+d) = 0 

t?(f) = y(®). f = e* entsteht die DGl 6-171 
i (rj — jj'*) -1- ))»)' + f (aj)* + 6) + c»;* -f d»; = 0 . 
Vgl. P. Painlevif Acta Math. 25 ( 1902 ) 18 ff. 

6-112 

»»" — »'* — »*log» = 0 

Setzt man u(x) ^ log so erhält man leicht 

log y = Ci -f Cj e-* . 

Forsyth-Jacobsthaly DGlen, S. 98 , 692 . 

6-113 

»»"-»'*— »'+/»® + »*^y = 0 , / = /(*)• 

Die Lösungen erhält man aus den DGlen erster Ordnung 
(y'+ jy + 1 )^ + 2 y*(y/ + //<i^') = O- 
ince, Diff. Equations, S. 335. 

6-114 

!f »"“»'* + /(») V' — »*“/' (®) ® 

Die Lösungen erhält man aus den DGlen erster Ordnung 
(/-/)* = 2 y*(y-//dx + G). 

P; Painkvi, Acts Math. 26 (1902) 24, Gl (3). 

6-115 
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C. 6. Niohtlineai« Difieientialgleichiingen nreiter Ordmmg. 


6-Il6 »^'—9^+/'»' — »*+/»*— r» = 0, f=f{x). 

Die Lösungen erhält man aus den DGlen erster Ordnung 
(y'-/0*-y*(y-/)* = Cy*. 

P. PaMevi. Acta Math. 26 (1902) 24, 61 (2). Inee, Difi. Equations, S. 336. 

6117 yy" — 9'*+oi)y'+69* = 0 

Für y' — yu{x) entsteht die lineare DGl 
u' + au-\-b = 0. 

P. PaMevi, AcU Math. 25 (1902) 66, 61 (15). 

6-ii8 yy"— y^ +oyy' +6y»— 2oy*s=0 8.6-172(2). 

6119 yy"— y'*— (oy— l)y'— 26 *y»+ 2 o*y* + oy=s0 

y = - ^ + e*” («* + C) mit «' = 66-* [(«* + G) e®** - ^| 

für a 4= 0 

y=:— .ar + u^+C mit u' = 6 (u* + C — x) für a = 0, 6 =# 0. 

P. PainUvi, Acta Math. 25 (1902) 64, Gl (12). 

6-120 yy"— y^4-a(y— l)y'— y (y + l) (ö*y*— o*)=s0 

y = _l + Ce-«*L^ mit |u' = Ce-‘*(«*+l) + «*-l. 

P. PainUvi, Acta Math. 26 (1902) 64, Gl (11). 

6*121 — y'* + (tga? + etgap) sf |f' + (eo8^x— v^etg^x) jf2 1og.V = 0 

y = exp [Z, (sin x)] , = Zylinderfunktion. 

R. Müller, Zeitschrift f angew. Math. Mech. 19 (1939) 46. 

6-122 yy"-y'*+/(»)yy'+y(*)y* = 0 

Für y' = y u{x) entsteht die lineare DGl 

»'+/tt + y = 0. 

P. Painlevi, Acta Math. 25 (1902) 38, 61 (6). 

6-123 yif"— y'* + (/y*+y)y'+/'y*— y'y=o, /=/(*).? = ?(*). 

Die Lösungen sind die Lösungen der Riccatischen DGlen 
y'+/y* + Gy-^ = o. 

P. Painkvi, Acta Math. 26 (1902) 24, Gl (1). Inu, Diff. Equations, S. 336 
(Druckfehler). 
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»»" — 3 sr'*+ 39 »' — 92 = 0 6 12^ 

Gleichgradige DGl A 15-2. Für y* yu(x) entsteht die Riccatische 
DGl 

= mit den Lösungen (1 — 2 C c*) tt = 1 — C e*; 

damit erhält man schließlich 


6- 125 

Nach Division durch y y* ist die DGl exakt. Durch Integration er- 
hält man dann y' = C | y|“, und hieraus 

1 

+ für a=#l, 

^ 1 für a *= l . 

j/y" +a 4*1) =0 s. 6165 6*54. 6*126 

^ = / {Ciy-^‘-irUy + C,. 

Für a = l, — 1 , — ^ sind das Halbkreise, Kettenlinien, Zykloiden, 

Parabeln. 

Serret-Scheffers, Differential- und Integralrechnung IIL S. 387 f. 


.V 4 - +6 j^ssO s. 6*165 ^* 54 * 

Für p{y) = y'(x) entsteht 

y p p' + a + b ^ = i) ; 
für 

P(y) = y*w(t), t = \ogy 
geht diese DGl über in die Bernoullische DGl 

w tt' + ja + ~| + ^ = 0 . 

Hieraus folgt 


6-127 


also 
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C. 6. Niohtiineare Differentialgleichnngen zweiter Ordnung. 


6-138 ys"+os^+bjfy'-fcy*+«ly'’‘sBO 

Setzt man 

I e" für a = — 1 , 

I 1 für 0 =t= — 1 , 

so entsteht für u(x) die D 61 mit konstanten Koeffizienten 

+ 6 + c + d = 0 bzw. tt" + 6 w' + (a + 1) c = — (a -f 1) d . 

Ch, Bioche, Bulletin Soc. Math. France 38 (1910) 160. 


6-129 yy"+oy'*+/(*)yy'+sf(*)y* = 0 

Für y = entsteht die lineare DGl 

+ /«' + (a + 1 ) ^ M = 0 . 

Evhr II. S. 70f. P, Painlevi, Acta Math. 25 (1902) 35, Gl (1). 


6-130 = 0 s. 6*54 und 6-165. 

Für p(y) = y'{x) ergibt sich 

ypj/ + af + by^p + cy*==0 
und hieraus für p(y) = y* t = log y die leicht lösbare DGl 
M tt' + (a + 2) tt* + 6 w + c = 0 

mit der Lösung ' 

f __udu__ p 
J(aH-2)tt*-f-6tt + c”^ 

Hat man das Integral ausgewertet und die obige Gl nach u aufgelöst. 


so hat man noch die DGl 


zu lösen und erhält 


y'(x) = fu (log y) 

,= r__^+c.. 

J y*«(logy) * 


6.131 /=/(x). 

Für u(x) = y exp (- ^ J yfdx'j 

entsteht 

a tt li" — (a — 1) = 0 . 



104-187. /(a;)yy"=i’(a: y,y'). 


575 


Mit m' = uv{x) erhält man hieraus « = C |a: + C7*|*, also, da «>(*) = 
nach der Definition von u die lineare D 61 

erfüllt, 

(a + 2)|a;-f Cil« 

^ a j \x + C^\^f(x)dx -f C|* 

/nee, Diff. Equations, S. 338 (Druckfehler). 


» r - (»'* + 1) - 2o (9'* + l)i = 0 

DGl für die Meridiankurven der Rotationsflächen mit konstanter 
mittlerer Krümmung a. 

Für a = 0: die Kettenlinie C^y = €o\ (Ci x + Cg) ; 

Für a = ± 1 : das elliptische Integral 


= f dy+C, 


Die IKurven werden von dem Brennpunkt eines Kegelschnitts beschrieben, 
der auf einer Geraden rollt. 

Serrei-SchefferSf Difierential- und Integralrechnung III, S. 392—394. 


(1/ + jj) y" + — y' = 0 ; exakte DGl. 


iy + x)y'- 2 y = C. 


(y-*) j"- 3 »'(y'+l)ss 0 ; Sonderfall von 6*136. 

y = C-, y = C-x\ y = + 

Nach Mitteilung von 17. Wegntr. 


(y — a?) y" + (y' + 1 ) (y'* + 1 ) = 0 ; Sonderfall von 6- 136. 

Man findet y + x = Cj, sowie die weiteren Lösungen aus der DGl 1-502 
(y-x)*(y'*+l)-C|(y'+ 1)2 = 0, 


(x — ^3)2 -|- (y — ^3)2 — 0 \ . 

JuHüt Exercices d* Analyse III, S. 87—93. 
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6136 +/(»') *0 

Lösungen sind ^ = a x + für die Zahlen a, welche die 61 f{a) = 0 
erfüllen. Die übrigen Lösungen erhält man aus 

{y-x)f{y') = Ct mit = exp . 

jviia, Ewioioes d’Analyge III, S. 86f. 

6-137 2 |fjf"+y'* + l= 0 ; Sonderfall von 6*165 und 6*54. 

C^iarctgy^^ — Vy(Ci-y) = ar + Cj, 

oder in Parameterdarstellung die Zykloiden 

ar = Ci (< — sin t) + Cj, y = 61 (1 — cos t) . 

6*138 2 y jf" — +a = 0 ; Sonderfall von 6*165 und 6*224. 

Die Lösungen erhält man aus 

y^ — a = Cy. 

Inee, Diff. Equations, S. 339. 

6-139 Syy"— jf'*+/(a!) j*+oäO, o>0. 

Sonderfall von 6*165. ^ Lösungen der linearen DGJ 

^y"+/(*)y = 0, 

welche die Bedingung (ui/ — u* v)* = a erfüllen, so ist y ~ uv eine 
Lösung der gegebenen D 61 . 

Jviia, Exercioes d’ Analyse III, S. 193—198; dort wird auch gezeigt, wie man 
dann alle Lösungen erhalten kann. 

6*140 2 if jf" — ff'*— 8 jf* = 0 ; Sonderfall von 6*165 und 6*224. 

Die Lösungen erhält man aus der mit elliptischen Funktionen lös- 
baren D 61 

y^ = 4 y» + Cy 
Inu, Diff. Equations, S. 337. 


6*141 


2 lf|f"— if^— 8 jf®— 4 y*s= 0 ; Sonder&U von 6*165 6*224. 

Die Lösungen erhält man aus der mit elliptischen Funktionen lösbaren 
D 61 


y'* = 4y® + 4y® + C'y. 
Ince, Diff. Equations, 8. 337. 
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2 !f jr" — — 8 !>• — 4 « !r* = 0 

Für y = ± tt* entsteht die DGl 6-9 bzw. 6-6 
a" ip 2 tt* — * « = 0 . 


6-1^ 


2 yif" — +ojf* + 5 |f*Ä 0 ; Sonderfall von 6165 und 6-224. 8-143 

Für y = M* erh&It man 

4 «" + a «® + b w = 0 , 

und hieraus für p(u) — u'{x) die DGl 

2 (y*)' 4-oit* + 6« = 0. 

B. Oambier, Acta Math. 33 (1910) 27. 


2yy"— y'*+ay*+2«y* + i=o, o + o. 6-144 

Für eine Lösung ^(o;) 4= 0 sei u{x) durch 
y = 2u y— 1 

definiert. Dann folgt aus der DGl 

(1) a y = — 4 — 4 — 2 a: 

und 

(2) — 2f w® — a; w — ® i = 0 . 

Ist umgekehrt u eine Lösung von (2), so erhält man aus (1) eine Lö- 
sung der ursprünglichen DGl. Damit ist die ursprüngliche DGl auf (2), 
d. h. auf den Typus 6*6 zurückgefuhrt. 

B, Oambier, Acta Math. 33 (1910) 31, Gl (3). Ince, Diff. Equations, S. 340. 


2 !f — + +öa?y2ss0 6145 

Für y = entsteht die DGl 6 9 

Au'' + au^ + bxu = 0. 

P. Painkvt, Acta Math. 26 (1902) 36, Gl (4) (Druckfehler, 


; Sonderfall von 6-165 und 6-224. 


6-146 


Die Lösungen erhält man aus der durch elliptische Funktionen lösbaren 


DGl 


y'* = y* + C'y. 
Inet, Difi. Equations, 8. 339. 
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ü. 6. Nicbtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


6- 147 2 jfy"— üf'*— 3»^— 8a?^— 4(ap2 + «) y^^bssO 

Im allgemeinen nicht durch die klassischen Funktionen in geschlossener 
Form lösbar: die Lösungen sind sog. Painlev^sche transzendente Funk- 
tionen. 

B, Gambier, Acta Math. 33 (1910) 31, 01 (3). Ince, Diff. Equations, S. 345. 

6148 2 »»"-y'»+ 3 /»»'- 8 »»+ 2 (/'+/*)»*= 0 , / = /(*). 

Die D 61 läßt doh auf die D 61 erster Ordnung 

(y' + /y)* = 4 y {y* + C exp (— 2 / fdx)} 

zurückführen. 

P. Painkvi, Acta Math. 26 (1902) 36, Gl (3). 

6149 2yy"— ir'* +49*9'+ jr* •!■/(«) jr^-h 1=0 

Für y = ~ entsteht 

2 u' m '" — +fu'^ + u^ = 0 

und hieraus durch Differenzieren die lineare D 61 

Ince, Diff. Equations, S. 338 f. 

6*150 2 y|f"— 3 if'* = 0 ; Sonderfall von 6*224. 

Dividiert man die Gl durch yy', so kann man sie integrieren. 

y = C^{x + < 7,)-2 und y = C , 

Ince, Diff. Equations, S. 16, Gl (2). 

6*^51 2 jf 3 y '2 — 4^2 = 0 : Typus 6*224. 

Wählt man y als unabhängige Veränderliche, so erhält man für 
p(y) — die homogene DGl 

— 3p2— 4y^ = 0, 

und hieraus 

y cos* (x -I- Gl) = Cg . 

Forayth-Jacöbsihal, DGlen, S. 144r 710. 

6152 2 »»"~ 3 y« + /(at)y*=:0 

Für «(*) = |y|"^ entsteht die lineare DQl 4 «" —f{x) u. 



104-187. fix)yy" = F{x,y,}/'). 
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2 yy" — 6j(^ + oifS + j^ = 0 ; Typus 6-224. 

Piy) — y' erhält man die Bemoullische DGl 

y p 

4 p* = 4 a y» + y* + C y«. 


2 yy" — y'^ (»'* + 1 ) = 0 ; Typus A 15-3 (a). 

Indem inan p{y) = y'(x) einführt, erhält man die DGI 

die von dem Typus A^-iy (a) ist. Daher wird 

* = 2C'i^i^l + 2Giarctg« + C,, y = 2C7i^5-^ 

oder für 

X = Ci u+ Cj sin w + Gj , y = Cj (1 — cos u ) , 
also die Zykloiden, die mit ihrem Scheitelpunkt die x-Achse berühren. 
Ince, Diff. Equations, S. 61 ; dort anders behandelt. 


2 (y— «) jf"+y'* + l = 0 6-155 

Die DGl ist vom T3rpu8 A 15-3 (a) und 6-224 ersten Me- 

thode erhält man 

2 * = C, ± f(y-a + ( 7 ,) (a - y) :f ( 7 , arc tg . 

Forsyth-Jacobsihal, DGIen, S. 97 . 


äyy" — 2y'*Ä«af*-t-6aj + c 


6-156 


Durch dreimaliges Differenzieren erhält man für die Lösungen die DG^ 

3 t y y^^^ ~}” b y^ — — Q 

und hieraus 

y‘' = ( 7 |y|-*; 

weiter durch Elimination der höheren Ableitungen aus den erhaltenen Gien: 

(2 J?y'- 3 Ä'y)* = 9 (6* - 4 o c) y* - 2 Ä» + CÄ |y(l 
mit jB=aa;*-+*^* + c. 
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C. 6. Niohtliiiem Biffereatwl^eidiiiiigBn iweiter Ordanng. 


Wild u{x) duroh ^ eingeführt, so ist durch 

j *-^[ 9 ( 6 * — 4 oc) + CjU— ± J = 
bestimmt, soweit die auftretenden Nenner =|= 0 sind. 

Lagutrre, OeuTres I, S. 402— 405. F&rsffih-Jcuscbsthdl, DGlen, 8. 3368. 

6-157 3 jfy" — öjf'^ssO; Typus 6224. 

^^(C^x + C^rK 

6-158 4 y — S if'* + 4 9 = 0 ; Sonderfall von 6*238. 

hHir y = ± entsteht die DGl 6*138 

2 u u'' — i 1 = 0 . 

Ince, Biff. Equations, 8. 337. 

6*159 4 y — — 12 y® = 0 ; Sonderfall von 6 224. 

Für y = db entsteht die DGl 6*143 

2 14 " — tt'* =F 3 = 0 . 

Inee, Diff. Equations, S. 337. 


6*l6o 4 |fy" — 3 |f*+aj^+öy 2 + c|f = 0 ; Sonderfall von 6*165 6*224 

y = entsteht die DGl 6*165 in einfacherer Form 
2 te 14 " — 14 '* i j (a ^ 6 14* + c) = 0 

6161 4 yif"— 8 + 2^if|y'+if« — 2^y« + gjf2 + /y=s0, /=/(*), 

4y = -/(2t{' + «*— ll'*, 

WO 14 = - ist und v Lösung der linearen DGl 

ist. 

Ä Oambier, Acta Matli 33 (1910) 28, Gl (2). /nee, Diff. Equations, S. 388 
XXV). Nicht nachgeprüft. 



104 - »8?. /(*) |f y" = J" (», y, y'). 581 

; Sonderfall von 6-224. 6-162 

Für « = — 4 a* sind Lösungen z. B. y = (a x -f C)~*. 

— 15 |f^-f 8 y*s= 0 ; Sonderfall von 6-224. 6-163 

y[(* + C,)* + (7J» = 6C,. 

" y 1 ) äf'* = 0 : Sonderfall von 6-224. 6-I64 

y = ((7,x + C,r. 

Ince, Diff. Equations, S. 337. 

+ - • +Cij^+Co = 0 ; Typus 6224. 6165 

Die DGl läßt sich auf die leicht lösbare lineare D 61 

2 ayit' 4 htt + C 4 y^ + |-Co = 0 


für tt = u(y) zurückführen; dabei ist y'ix) = p(y), p**= u gesetzt. Im 
Falle a = 1, 6 = -> 1 ergibt sich aus dieser linearen DGl 

y^ + C4/ + 2<^y* + 2c2y*log |y| — 2ciy — Coy"' ==Cy2, 
und im Falle a = 2 , 6 = — 1 : 

y'* + C4 y* + ic3 y* - C2 - ci y log |yl - Co = 0 y . 

Wenn die logarithmischen Glieder fehlen, lassen sich die Lösungen dieser 
DGlen durch elliptische Funktionen darstellen. 

Ist a = — 2 6 und = ü, so kann man auch so Vorgehen: Man diffe- 
renziere die ursprüngliche DGl nach x und dividiere dann durch y ; man 
erhalt 

a y'" + 4 C 4 y* y' + 3 Cj y y' + 2 Cg y' = 0 , 

also 

und.durch Kombination dieser DGl mit der ursprünglich gegebenen 

6y'* = -Cgy^ + ^Cgy® + Cgy* + Gy — Cq. 

B. Oambier, Acta Math. 33 (1910) 27. 



Für y^ = y u{x) entsteht die Bemoullische DGl 



6166 
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C. 6. Nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Man kann auch so vergehen: Dividiert man die g^ebene DGl durch y y*, 
so entsteht 

^ jo log [y'l + ftlog |y| — log(?:+ V + c*)} = 0; 
hieraus folgt 

« = Gl + Gg (ic + y a:* + c* ~ a a:) . 

Forsyih’Jacöbsihal, DGIen, S. 101, ^93. 


6167 <iyy"— (a-.l)y'2^(a+2)/y2j^+/V + «/V = ^» 


Für 


y = 


v(x) 

J fvdx 
a - 1 


entsteht 

a 

also 

!; = (Gia: + G/.. 
B. Oambier, Acta Math. 33 (1910) 28, Gl (1). 


6‘i68 (a y <4- 6) y" + c =s 0 

Nach Division durch (ay -{-b) y* läßt sich die DGl integrieren. Man 
erhält 




für a -f c =1= 0 , 
für a -j- c = 0 . 


6169 apyy" — yy'ssO 

Die DGl kann in der Gestalt a;(y*)" = (y*)' geschrieben werden. Hieraus 
folgt 

y* = Gia;^ + C,. 

A. Ouldberg, Journal f. Math. 118 (1897) 161. 


6-170 xyy" 4-a!y^2+aysf'-f/(ap)ss0 

Für u(x) = y^ entsteht die lineare DGl 

zu'' + au' + 2 f(x) = 0 , 

und hieraus 

u = Ci + Cf x^~^ — 2 Ja;'® ( J a;®~'/(a;) dx) dx . 
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104-187. S(x)yy" ==F(x,y,y'). 

*»'*+»»' + oajj^+&y* + C9+d»Ä0 

Die D 61 ist im aUgemeinen nicht durch die klassischen 7 'unktiouen 
n geschlossener Form int^rierbar. 

Inet, Difi. EquationB, S. 336 (Xlli). 

Das ist 

se^log y + log j, + 6 x y = 0 . 

Für u{x} = log y entsteht also die DGl 676 mit u statt y. 

Wird 6 = ± /?* gesetzt, so geht die DGl durch y(x) = y(f), X — ßx 
über in 

(1) xyy" — xy'^ + ayy'±x^ = 0, 

wobei die eigentlich zu schreibenden Querstriche wieder fortgelassen sind. 

Eine Lösung von (l) ist 

y = — 2) X ^ . 

Durch y = x’^tjiS), i = log x geht (l) über in 

(2) '/ + (»~ 1)^^' db’?* + (2— 2a)Yi^ = 0, 
und weiter für 7j'{S) = pitj) in 

(3) Tj pp' — + {a — l)f} p ±rj^ + {2 — 2a) rj^ = 0 . 

Für weitere Angaben s. 6 76. 

xyy"^h2xy'^’¥ayy'^0; Sonderfall von 6 ' 5 i* ^*^73 

Für u{x) = y^ entsteht die DGl xu" + au' = 0 . Hieraus erhält man 

y3^C, + C,x'-«. 

«Fir"— 2 *!!'* + (!f + l)F'=® ^'^74 

Gleichpadige DGl A 15*2. Für y(x) — ri(i), J = loglx| entsteht 
der Typus A 15-3 (a). Man erhalt die Lösungen 

y = C, y = ilog|x|, 2(7y = tg(Gloglx|), 2 Cy = Ctg (Clog 1 * 1 ).. 

xy y" — i +ayy' ^ 0 ; Sonderfall von 6*51. ^^75 

Für «(») = - entsteht x «" + u «' = 0. ffieraus ertiält man 

1 _IC, + C',x^"* fura + 1, 
y“|Ci + Cjlogx für 0 = 1. 
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0. 6. NioiitliiwMe Differentitl^dniBgen Bweiter Ordawig. 


6-176 »ff"— 4af|f^+4|fy'=0 

Bei Division durch x f entsteht der Typus 6-51 

Forsyth»Ja<kjhsihah BGIen, 8. 724. 

6-177 »ff" + |.p«^-»jf'»-ff' = 0 

Für y^^yu(x) ergibt doh eine BemoulliBche D61 für u. Damit 
erhält man die Lösungen y und 

y = exp {ly 6*-*» + J'log (C, - a Vh*-**)} - 

For 8 yÜ^‘Jaccha(kal, DOlen, 8. 101, 693. 

6-178 »(f -f»)f"+»f'*— (f— »)f'— f=0 

Oleiohgradige DOl. Man setze u(x) — y+x, t;= . Man erhält 

IC 

dann wieder eine gleichgradige DGl; deren Auflösung führt zu 

(y + «)* = Gj «* + C, . 

Schneller kommt man ztfm Ziel, wenn man u(x) ^ (y + x)^ setzt; man 
erhält dann die DGl x ~ ic' = 0, 

Forsyth-Jaccbaihalf DGlen, 8. 144, 711. 

6*179 = Typus 6*51. 

y = (7,(yH -f (7,)*. 

6- 180 a»(f— l)f"— 2a!*f^— 2*(f— l)f'— 2f (f— 1)*=0 
Fär y = 1 -|- entsteht die DGl A 22-3 

X* 2 a: tt' -f- 2 « = — 2 

mit den Lösungen 

«= — l + Ciaj-fC, je*. 

Forsytk, Diff. Equstiom III, 8. 190f. 


6-181 


»* (f + ») f" — (» f' — f ) * SB 0 

Man setze y + * = xu{x)y e = — . Es entsteht die DGl xf/ + 2 v = 0. 

IC 

Hieraus ^hält man 


6'f 



104 - 187 . /(*)»/'=/ (*, », /). 
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Ffir y — X = *«(*) entsteht 

z tt — a 2 it** -j- 2 a a' = 0 
vf 

und hieraus für e (a;) = - die BemouUische D 61 
% 

afi)' + (l — o)xo* + 2e = 0. 

Für w(x) =r^ geht diese über in die lineare DGl 

»' ——10 3= 1 — 0 

X 

mit den Lösungen w = {a — 1 ) x + C 3^. Hiermit erh&lt man für o 1 


6182 


« = ± 


+ 


1 

ll-Ä 


Forsyth, Diff. Equationa III, S. 206f. 

— + 1 ) +Sf* = 0 ; Sonderfall von 6139. 

y = x(C'i+ V 4 <?! < 7 , — 1 |xl+ Cjlog* |*|). 
JtMa, Exeicioes d’Analyse III, S< 194—199. 


6-183 


4‘il!f*Ä0 6*184 

Ist a + ^ = 0 , so setze man f/ y u{x); es entsteht die lineare PQl 
aic* + cxu + d — 0. 

Ist a + A =# 0 , so setze man 

u==u(x), a=j^; 
es entsteht die Eulersohe DGl 

a a tt'' + <5 « X u' + elv = 0 . 


OP (a? + (a5 + l)V* + 2 (« + !)*»»'-« (« +2) »*=0 6185 

Für y^ = u{x) y erhält man eine lineare DGl für u, und aus dieser 
y = Cil*H-l|*exp^‘. 

8(»*-l)»y"-4(a!»-l)y« + 12»*8»'-3afy*s=0 6-186 

Für y = f = X* entsteht die hj^pergepmetrisohe DGl 2*260 

- Vgi. auch forsylh-Jaeobitkal, DGlen, S. 616f:, wo einzelne Lflenngen in 1mm- 
iriexer Form angegeben sind. 
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C. 6. Niohtlineare Difierentialj^iohungen zweiter Ordnung. 


6-187 /(*) jf »" + jF(«) jf'* + *(«) » if' + ft(a?) 0 

Für u{x) — — entsteht die Biccatisohe D61 

y 

/m' + (/+?)«* + Ä a + fc = 0; 

ist jf =1 — /, 80 ist diese sogar linear. 

P. A'ppeU, Journal de Math. (4) 5 (1889) 392S. 


188-226. fix,y)y":=:Fix,y,y'). 


fri 88 y* jf" SS a ; DGl des freien Falls. 


Man erhält y + 2a = C y. Diese DGl ist leicht lösbar, wenn man 
y als unabhängige Veränderliche einführt, d. h. die DGl 

y = (Cy-2a)i^^f 

betrachtet. 

Fry, Diff. Equations, S. Ulf. Kamke, DGlen, S. 229i 


6-189 ^ ^UaJssO 

Für ~ = v/ix) entsteht 

y 

und hieraus, wenn u als unabhängige Veränderliche gewählt wird, die line- 
are DGl 

+ a x(u) = 0 . 

Euler II, S. 134—138. Vgl. auch 6 * 190 . 


6-190 = 

Für u(x) ^ ^ entsteht die DGl 

tt'* 

Diese ist nach Multiplikation mit — — 4 (a a: + ^) exakt. Durch In- 

fu 

tegration erhalt man dann 

— 12 tt' (a a; + 6> 4" 8 ® ^ (a a; + ~ ^ > 

d. i. 

— 3j^*y'(aa:-|-6) + oy» + i(oar + 6)* = C. 

Euler II, S. 143. Für 6 = 0 vgl. auch 6 * 189 . 



i88~- 225. / {x, y) y" =^F(x,y, y'). 
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+ 1) — (2 9^-1) 6191 

Mit A 15*3 (a) erhält man 

y = tg log (C’i X + Cj) . 

Man kann auch benutzen, daß die DGl nach Division durch y* + 1 
exakt ist. 

P. PainUvi, Acta Math. 25 (1902) ö. Jnce, Diff. Equations, S. 317. 

+ — 3 yy '2 = 0 ; Typus 6*224. 6*192 

[l-^(C,x + C^)^] y^=^(C^x + C,)K 

(y2 + ap) y" + 2 (y* . jp) ^'3 4 yn + y' = 0 6* 193 

Wird y statt x als unabhängige Veränderliche eingeführt, so erhält 
man für x = x(y) 

(y* 4- x) xP 2 (y^ — x) — 4 t y x' -- x'^ = 0 y 
und weiter für v{y) — y^ + x die DGl vi/' = t?'*, und hieraus 
y^ + X — Ci exp C2 y sowie y = C . 

(j|« + jr*)y"-(tf'2 + l) (jcy'--»)=0 6194 

Es folgt 

arc tg y' — arc tg Gj oder y' — f == + 3^ f) 

Durch Einführung von Polarkoordinaten 

X = r 008 q), y = r sin ^ 

erhält man weiter 

r = 02^^*”. 

Julia, Exercice» d’Analyse, S. 38ff. 

Die Lösungen sind die oberen und unteren Hälften der Kreise durch 
den Nullpunkt 

sowie die Geraden y = C x. 

8 erret- 8 cheffer 9 y Differential, und Integralrechnung III, S..345. 
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C. 6. Nidttiinean Difierentialgleiduuigen iweiter Oidnung. 


6-196 2 y (y— 1) y"- (2y-l) y^ +/(») y (y- 1) y' =0 

Die Lösangen erhält man aus 

y« = <7y(y-l)eip(-//d*). 

F. PainUti, Acta Math. 26 (1902) 40, 61 (3). 

6-197 8y(y-l)y"-(8y-l)y'*-f/(y)=:0 

Die DGl ist von dem Typus 6*224. Ist / = 0, so sind die Lösungen 
y = — tg* {Ci X + C,) und y = Hg (^i 2 + C^) . 

Inee, Diff. Equations, S. 340. 

6-198 2 y(y— l)y''.-( 3 y — l)y^-(-4yy'(/y-i-9) 

+4y*(y— l) (y*— /*—9'— /')=0. /=/(*). 9 = 9 (^)- 

Die Lösungen erhält man aus 

[y' — 2(/-l-9)y]* = y(y— 1 )*«* mit u = Ceip f(g —f)dx . 

P. Painkvi, Acte Math. 26 (1902) 39 Gl (1). 

6-199 2 » (»“ 1) !f"— (8 y- 1) y ^— 4 (fy+g)yy'— (y- 1)* (y* y*- 
- 4 y*(y-l)(/*-y*-r-yO= 0 ; 

/> 9 f 9 >y W gegebene jpHinktionen von x, und (p' = 2 f<pf y' == — 2 y 

Die DGl ist gleichwertig mit dem System 

y' = - 2 (y — 1) it + y (y — 1) f — 2 y (/ + y) , 

y «' = — (y — 1) «• — 2 y «y + V»*. 

Elimination von y führt zu einer DGl für u{x), die gleichwertig mit 
der Biccatischen DGl 

«' + «* + (2y — v 
ist, wo v' = 2 (/— g) V ist. 

Qambier, Acta Math. 33 (1910) 35f., Gl. (4). Inee, DiS. Equations, S. 341 
(XL). Bei beiden Autoren ein Fehler. 

6-200 3 y(y— l)y"— 2(2y— l)y^-(-/(y)ssO 

Die DGl ist vom Typus A 15*3 (a) sowie 6*224. let /= 0 , so löse 
man die DGl nach y^Vy^ euf. Man erhält dann 
y^==Cy*(y— 1)*; 

für die weitere Behandlung dieser DOl s. I-519. 



i88- 225. / (*, y) jf" = J" (*, y, y'), 
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4!f(!f-l)!f"-8(2!f-l)!f^+/(jr)as0 6-301 

Die D 61 ist von dem T3rpus 6-224. Lösuogea erh&lt mim mis den 
DGIen erster Ordnung 

iy{y-i)|-*y*±//(y)|y{y-i)|-*# = c. 

In manchen Fällen ist die Transfoimation 

u^(x) = 1 i 
y 

vorteilhaft. Ist / ~ 0 , so ist es einfacher, die ursprüngliche D 61 nach 
aufzulösen. Man erhält dann 

= 1 )®. 

Für SonderfälJe vgl. auch Ince, Diff. Fquations, S. 342. 


ay{y^l)y"'¥ihy^ c) jf'* ^ /(g^) =s 0 6202 

Multipliziert man die DGl mit 

y-. (y _ !)-<•. WO a = 1 +f , /?.= 1 - 

ist, so erhält sie die Gestalt 6*224. 


«»(y— 1) (2 y — 1) »'*-»■/(») 9 (y—i)y'=o 6-203 

Die Lösungen erhält man aus 

y' = C y*' ^■(y - 1)^ « exp (- y’/d») • 

P. PainUvif Acta Math, (1902) 41. 


o6y (y—I)y"—I( 2 a 6 — 0—6) y ■»•(1 — 0 ) 619 ^ 6-204 

+/(»)y(y-i)y'=® 


Die Lösungen erhält man aus 

y' = 0 y' T (y _ 1)^' 6 exp //'**)• 

P. Painkvi, Aoto Math. 26 (1902) 41. 


«y*y"sa 6‘205 

Die DGl läßt sidi auf die Gestalt 6-IOI mito = l, 6 =c= 0 ,/(s)=os“* 
bringen. Für erhält man die DGl mit getrennten Variabein 

a 4 „/»== zif 4 , C. 
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C. 6. Nichtlinearu Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


6-2o 6 (** -- o*) (j* — o*) y" — (*“ — a*) yy'^ + x (y* — o*) = 0 

Für u{x) = |y* — a*|‘i y' ergibt sich — a*) = C, d. h. die DGl 

mit getrennten Variabein 

{x^ — a^) = C {y^ — n^) . 

Forsyth-Jacobsthnl, DGlen, S. 515. 

6207 2x^y(y—i)y" — x^ßy—l)y'^+2xy [y—ijy' 

+ ( 09 * + 5 ) ( 9 — ly + cxy^{y—l) +dx^if{y + l)ssQ 

Nach IncCi Diff . Equations, S. 341 (XXXIX) nicht durch die klassischen 
transzendenten Funktionen in geschlossener Form lösbar. 

6-2o 8 ac* 9* 9'' + (* y' — !/)® (tf + *) = 0; Typus 6-59. 

Für y(x) = i = log x entsteht 

+ {f] + = 0 

und hieraus für p{f)) =^'(f) die Riccatische DGl 
T)^ p' + (fj + l)p^ +r)^ = 0 . 

A. ChiHlini, Bolletino Unione Mat. Italiana 12 (1933) 14 

Ö-209 y^y" = a; Typus A 15-3 (a). 

(Ol X — O2)* -h Oj 2/2 + a — 0 und y^ — 2 x ^ — a + 0 . 

Man kann auch benutzen, daß die DGl nach Multiplikation mit 2 y y' 
exakt ist. 

Serrft’ScheJff^rs, Differential- und Integralrechnung III, S. 383 f. 

6*210 + (3y2«l)|y'2--(). Xypus A 15*3 (a). 

Vgl. auch K. Hiemenz^ Die Grenzschicht an einem in den gleichförmigen Flüssig- 
keitastrom eingetauchten geraden Kreiszylinder, Diss. Göttingen 1911 = Dinglers 
Polytechnisches Journal 326 (1911); dort ist eine Lösung numerisch berechnet. 

y = 0 und (Oj x + 0^) (y^ + i) = 1 . 

6*211 +y^ — a2 a? 2/2 — 1 

Offenbar hat keine IKurve einen Punkt mit der j;- Achse gemeinsam. 
Da mit y{x) auch — y eine Lösung ist, kann man sich auf die Halbebene 
y > 0 beschranken. Jede IKurve läßt sich nach beiden Seiten beliebig 
weit fortsetzen. Aus der DGl folgt leicht, daß keine IKurve für a; 00 



i88~ 225. fix, y) y" ==F(z, y, y'). 
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monoton abnehmen kann. Es gibt genStU eine IKurve, die für alle hin- 
reichend großen x nach unten konkav ist (Ausnahme-Integral) ; für dieses 
gibt es eine asymptotische Entwicklung 

y ~ rx(a„ + § + 5+---). 

Jede andere IKurve besitzt unendlich viele Wendepunkte und hat die 
Eigenschaft, daß y(x) — a y a; unendlich viele Maxima und Minima hat, 
die für X -► 00 abnehmen und deren Abszissen gegen 00 streben ; für diese 
Integrale gilt bei geeigneten Konstanten 

y = o l'x + C, sin ja: + log * - Cij + 0 1 . 

G. Aacoli, Rendiconti Lombardo (2) 69 (1936) 167—197. 

+ = + + c 6-213 

Wird für die Lösung y(x) 4 = 0 



als unabhängige Veränderliche gewählt und = y (x) gesetzt, so entsteht 
die DGl 

2»y»^"T~r/'2^ax2 + 6x + c. 

Hieraus folgt durch zweimalige Differentiation nach x 
(i) 2i;'" = 2ax + 6, rj^*^ = ari. 

Man erhält al^o für ?y(f) eine lineare DGl 4*3. Ist r](S) eine Lösung dieser 
DGl, so erhält man aus der ersten Gl (i) x als Funktion f und damit auch 
f als Funktion von x, also schließlich y(x) =r}{i(x)). Unter den so er- 
haltenen Funktionen müssen sich die Lösungen der ursprünglichen DGl 
befinden. 

Evler II, S. 138—143, dort findet sich auch noch eine Reduktion der DGl auf 
eine DGl erster Ordnung. 


2(»--a)(»— c)y" 6-213 

- [(»-«) iy-b) + (y-a) (y-c) -i- (y-6) (y-c)] y'* 

+ (y-b) = « 

Sonderfall von 6*224. Equations, S. 343f., ist die Lösung 

durch elliptische Funktionen darstellbar. Vgl. auch B» Oamhier, Acta Math. 33 
(1910) 48. 
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C. C. Niolitiilwue DifimntiilgleiohuiigeB sveiter Ordnung. 


6-214 iif-gtu-g») g"- (®»*“ J 9*) 9iy 9z Konstante. 

y = p(Ci» + Co, ft, ft). 

P. PainUU, Acta Math. 26 (1902) 26, 61 (1). 

6-215 (49*-9i»-flrj) (if"+/(*)9'l*(6»*-^9*)»'* 

Die Lösungen erhält man aus 

y' = cy 4y* — ftj — ftexp (— / fdx ) . 

P. Paitdevi, Acta Math. 26 (1902), 42, 61 (1). 

6-2i 6 2®(»— l)ir(j(— 1) (»—*)!("—*(*— 1) (3y*—2*if—2j(-i-»)i('- 

+ 2 » (» - 1) (2 arjf - y - **) »' - sr* (» - 1)* 

-/(*) (y-»)]^=o 

Ist <p (u, x) die durch 

^ f ^ 

^ Js(s-l)(s- x) 

0 

definierte elliptische Funktion mit den (voh x abhängenden) Perioden 
2(Oi{x), 2(o^{x), so sind die Lösungen der D61 
(I) y = (p(u + Ci + C2tt>2, x ) , 

wo u(x) eine Lösung der linearen DGl 

4 ar (a: — 1) tt" + 4 (2 X — 1) ti' + « == f(x) 
ist. Ist /= 0, so kann in (i) tt = 0 gesetzt werden. 

Ince, Diff. Equations, S. 364 (II), 344 (L). 

6-217 2a5*(*— l)*y(y— l)(y— *)y"— **(*— l)*(3y*— 2«y— 2y + ®)y'* 
-f 2«(®— l)y(y— 1) (2*y— y— a»)y' + oy*i(y— l)*(y— ®)* 

-f 6® (y — 1)< (y— z)>4- e (®— i) y® (y— ®)* + dx (®— 1) y* (y— 1)* = 0 

Die DGl ist im allgemeinen nicht durch die klassischen transzendenten 
Funktionen integrierbar; /nee, DiS. Equations, S. 344 (L). Für den Fall 
o — 6 = c = 0, d = — 1 8. 6-2 i 6. 

6-2i8 (It»y*-l)(y*-iyy" 

+ [(it* + i-2k*y*)9+oy(Ä*y*-i)(y*-t)]y^*« 

a, k 4= 0; SonderM von 6*54. 

y ® + Co), kJ . 

P. Paitdevi, Acta Math. 26 (1902) 6. ince, DiS. Equations, S. 344ff. 



1 88- 225- j{x,y) y" = F (x, y, y'). 
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(S*+«4r*+2öa! + c)V'+d»=0 6.2i, 

Nach Division durch den Koeffizienten von y" und Multiplikation 
mit o a: (a: y' — y) + 6 (2 a: y' — y) + c y' ist die DGl exakt. Durch In- 
tegration erhält man dann 

I. «•+ 2 6 . + 2 (.. + »), + a »■ + - C . 

Man kann die DGl auch mittels der Transformation 
p z=:u(x) reduzieren. 

Lautet die DGl insbesondere 

y" + a y = 0 , 

so wird sie durch Multiplikation mit 2 a: (x y — y) exakt. 

Durch Integration erhält man dann die homogene DGl 

Euler II, S. 127—129. Forsyth-Jncohsthaly DGlen, S. 105, 694. 

y" y^ss o; Typus A 23*1. 6»22C 

Für p(y) = y'(x) entsteht p p' = also 

y'(x) = p = 2]lafy^ C\ 

Euler II. S. 19f. 


l/»^ + a?^2r" = «(y'2 +1)*; Gleichgradige DGl. 


* sin « — a 


^ sinf .. . /^ f «n» j. 

« = Gl mit t = Ca — / da . 

® 1 sin « - o ® J ans- a 


Evhr II, S. 54ff. Forsyth-Jacobsthal, DGlen, S. 19, 692. 


6-221 


y (1 — log») s " -f (1 + logy) »'* = 0 

Für it(a:) = log y erhält man eine leicht lösbare DGl, und aus dieser 
y = C und log y = 

Forsyth-Jacobsihaly DGlen, S. 98, 692. 


(o sin* » + 6) Sf" + a y'* sin » CO» » + (« sin* y + c) y = 0 6-223 

Wählt man y als unabhängige Veränderliche, so erhält mwi für 
u{y) = y^* die lineare DGl i-200 mit w, y, 2^ statt u, x, A. 

IntermUiaire math. (2) 3 (1924) 19, Nr. 5264. 
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C. 6. Niohtiineue SiSenntiiJgleiohiiiigen sweiter Ordntmg. 


6 224 /(sr)ir"-(-af(ir)y^- 4 - 9 (y)s 0 

Die D 61 ist, wenn man durch f(y) dividiert, vom Typus 6-54. Das 
dortige Verfahren führt die DGl auf eine BemouUische DOl zurück. Eine 
zweite Methode: Nach Multiplikation der DGl mit t/- (das 

obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem / > 0 oder < 0 ist) ist 
die Summe der beiden ersten Glieder die Ableitung von |/|*® also 
die DGl gleichwertig mit 

|/r“y^±2/|/|*-^ydy = C. 

<>•225 /(») .»"-/'(») 9 ^=Piy)^ (^’tS)) 

Für u{x) = ,-7^, entsteht 

f(y) 

tt' = 0 (x, u ) . 

L. E. Dickaon, Annals of Math. (2) 25 (1924) 349. 


2S6— 849. Besüiche DiBerentialgleichiingen. 


6*226 jf" — » j* = 0 


Die DGl ist eine exakte. Man erhält also 

Fwayih’Jacobathal, DGlen, S. 105, 694. 


6227 {»y'~^y)y'' +iy ^—0 

Für = y ergibt sich eine gleichgradige DGl. Für jy(f) = a; u(x)f 
f = log I a; I entsteht aus dieser weiter die DGl mit getrennten Veränderlichen 
(1- »7)1/' =?/(>/ + 1)*. 

Setzt man noch 

m = : ^ 

so erhält man 

und damit die Lösungen in der Parameterdarstellung 
* = C'i(t— l)e*‘, . y — Cfie~^*. 

Fortytii-JacoUfhal, DOIen, S. 144, 710. 


> + 1’ 



226—249- Beitliche Difierentnl^eichnngen. 
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= + 6228 

DGl der Evolventen aller Kreise mit dem Nullpunkt als Kreismittel- 
punkt. 

Serret’Scheffers, Differential- und Integralrechnung III, S. 347. 

-f 5 y 2 = 0 6229 

Für u(x)^ ^ entsteht 

y 

aofi uiu' f + 6 = 0 . 

Diese DGl ist wieder gleichgradig. Für xu~tj(^), f = log|a;| entsteht 
a7i(ri' — ri + if) + b = 0. 

J. Tliomae, Berichte Leipzig 54 (1902) 136—138. Serret-Scheffera, DiffercntiaL 
und Integralrechnung III, S. 400. 


fit/'y" +f»yy" +/3»'* +/4»9' +/j9‘=o. /. =/.(*). h + ö- 

Die DGl geht, wenn /j und /g stetig differenzierbar sind, durch 
»?{f) = y{*)exp J ^-idx, 
in eine DGl der Gestalt 

n' n" + ) »/ v' + »1* = 0 

über. Ist hierin Ä(f) = so sind ihre Lösungen offenbar die Lösungen 

der DGlen 


t)'^ + grj* = C. 

Durch u{x) = — geht die ursprüngliche DGl in die Abelsche DGl 
des Typus A4-II über. 

Sind die /, Konstante, so hat die DGl Lösungen der Gestalt C e‘*. 
r. Appell, Journal de Math. (4) 6 (1889) 410. 


6-230 


(2i(*y'+a!®)y"+3yji'®+3a5y'-f 9=0 6-231 

Die DGl ist exakt. Ihre Lösungen erhält man daher aus 
^y^ + x^y' + xy = C. 


( 9 '* + 9 *)!l" + »®=0 6-232 

Gleichgradige DGl. Für y = e* erhält man 
« = C^i + flog|“Ji(xl^F-f C,)|± J[l + 4ctg*(a: |/T+G, )]*&■. 
Fonyfk-JaeobOuil, DOlen, 8. 144, 710. 
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C. 6 . Nichtlineare Diffcrentialgleichiuigen zweiter Ordnung. 


6-233 +«(»»'— 9 ) 1 »" = 6 

Man differenziere die Gl nach x und entferne dann xy' — y mit Hilfe 
der gegebenen Gl. Man erhält für p(x) = y'{x) 

6 jp" + (2 p + ö a;) p'® = 0 

oder, wenn p als unabhängige Veränderliche gewählt wird, die leicht lös- 
bare lineare DGl für x = x(p) 



Fot'syth, Ditf. Equations III, S. 201 f. 


6-234 — = + l 

Mit Al5‘3-(b) erhält man» die Parameterdarstellung 
X = , y = _ Ci log (« -f u) + Cg mit u = ^ «* + 1 . 

Forsyth’ Jacobsthal BGlen, S. 97, 691 f. 


6-235 /(»') y" + 9 itß) y' + h{x)=:0 

Hieraus folgt 

/ f(y’) dy' + / g(y) dy + f h(x) dx = C , 

d. h. die DGl zweiter Ordnung kann in DGlen erster Ordnung übergefiihrt 
werden. 

A. ChieUini, Bolletino ünione Mat, Italiana 12 (1933) 13. 


6*236 

Für p(y) = t/(x) entsteht (pp')* = ay + 6, und hieraus die leicht 
lösbare DGl erster Ordnung 

6-237 0 * 9 "*— 2 o»y" ■•■y'ssO, d. i. [ay" — x)^ = x^ — y'. 

Für y' = u{x) erhält man eine DGl erster Ordnung. 
Forsyth-Jacobsthal DGlen, S. 98, 691 f. 



226—249- Rertliohe Differentialgleichungen. 
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2 («* -1-1) 9"*— as (49' +si) 9" +2 (9' 4-«) 9'— 29^0 6-238 

Durch Differentiation ergibt sich 

[4 (a:« + 1 ) y" ~ 4 a; y' ~ X*] y'" = 0 , 

und hieraus 

16 y = (J + ( 7 )^ + 2 a;(X + C)') Ka;* + 1 — 3 a:* mit X=log|a;+ ^ a:*+ l), 
sowie 

y = Cia:* + C*a:+ 4 £^ + C?5. 

Die Kurven der ersten Schar sind die Einhüllenden für die Kurven der 
feiten Schar. 

Serret-Scheffersy Differential- und Integralrechnung III, S. 369—371. 

2(3x1^ 4-9)9^' + 4 y'* = 0 6*239 

y^Gli^ + C,OyX + Cl 

und die Lösungen 

2 

y = G X 

der linearen DGl 

Sx^y" — Bxy'—y = 0 . 

P. Appell, Journal de Math. (4) 6 (1889) 410f. 

(Oas®— 2jr*)9"*— 6* (6®— 1)9'9" — 699" •»■ 36 x 9 '* = 0 6-240 

y = C\x’^-\-CiCtX + Cl 

und die Lösungen 

y = OE X K42:— 1 , ^ X f 4 *— 1 mit E = exp j ^ dx 

der linearen DGl 

( 9 a:»- 2 a:®) 9 "- 3 a:( 6 a;-l) 9 '- 3 y = 0 . 

P. AjipeU, Journal de Math. (4) 5 (1889) 411. 

6.241 

p. f-0 

Vgl. 6*230 und die dort angegebene Arbeit von AppdL Bei AppeU 
werden insbesondere auch Bedingungen dafür angegeben, daß die Lösungen 
der DGl von der Gestalt 

y — 4” (\ ^2 4 “ G| Wj 

sind, wo 1^2 ’ Lösungen einer linearen DGl dritter Ordnung sind, 

und daß dazu noch singuläre Lösungen treten, die einer linearen DGl 
zweiter Ordnung genügen. 



^98 C. 6. Nichtlineare Differential^eichungen zweiter Ordnung. 

6-242 

D61 für den RaiimladiingAstrom im Zylinderkondensator. Für y ^ ti 
entsteht die DGl 

I**«" + g x-m' +-| it| ± fät^ 

Für die Lösung mit y(0) = y'(O) = 0 ergibt sich hieraus eine zur Be- 
rechnung der Lösung geeignete Entwicklung nach Potenzen von x. 
Mündliche Mitteilung von Braunbek-^nhmgien, 

6-243 (o* jf*— ö*) y"*— 2 «2 + (a* jf'*— 1) j'* =t 0 

Man führe y als unabhängige Veränderliche ein durch p{y) — //{x) 
und differenziere dann nach y. Man erhält die zerfallende DGl 
[(«* y* — 6*) p' — a^y p] p" = 0 . 

Hieraus erhält man 

y = Ci e*^'* und y = ± ^cos 

Vgl. For^yth-Jacobsihal, DGlen, S. 98, 144, 691, 711. 

6-244 

Für y ^ xu(z) entsteht 

{u te".— = 4 w 2 /'® 

und hieraus für r = - : 

« 

i/* = 4r3. 

Hieraus folgt {x + G)* v = 1 und weiter 
« = C,exp^. 

ForsyiK Diff. Equations 111, 8. 242. 

6-245 {2y»"— jf^)» + 32 y"(afif"— y')» = 0 

CiC|y = (Cfx4-l)* + 2Ci und y* =8 z 
Forsylhy Diff. Equations III, S. 274. 

6-246 Typus A 15-3. 

Für p(y) = t/{z) entsteht 

\ap^-\-b^cyp'-{'dp = 0. 


Euler II. S. 45f. 



2a6— 249' BMtliehe IMSei^ntialgleiehiiiigni. 


599 


Man erhält Lösungen aus 

{y-a)* = 2C(x-b) + C» 


6.247 


immer dann, wenn F {a, 6) = 0 ist. Ob man auf diese Weise alle Lösungen 
erhalt, bedarf noch einer besonderen Untersuchung. 

Boote, BifF. Equations, S. 255. 


+ = 0 6.248 

Lösungen der DGl sind sicher alle Funktionen 

y = 4aa:* + 6a:-|-c mit F (o, 6, c) = 0 . 

« . 

Ince, Diff. Equations, S. 45. 




6*249 


Das ist eine Clairautsche DGl zweiter Ordnung. Gehören die Zahlen 
a, 6, r dem Definitionsbereich der Funktion F (u, v, w) an und erfüllen sie 
die Gl F (a, 5, r) = 0, so ist eine Lösung der Kreis 
(a; — a)* + (y — 6)* = r*. 

Serret-Scheffers, Differential- und Integralrechnung III, S. 403—406. 



7. Niditlineare DifiFerentialgleidiungen dritter und 
höherer Ordnung. 


7-1 3 /"' = «*(»'*+ 2 + 9 ') 

7* 19 liefert die Parameterdarstellung 

ax ^ j Q(u)d%i + C2, ay — j uQ(u)dn + 


mit 




Forsyth-Jacdhsthaly DGlcn, S. 96, 690. 


7.2 + — j'* +1=0 

Die DGl tritt in der Theorie der zähen Flüssigkeiten auf. Für die 
Lösung der Randwertaufgabe 

y (0) = y' (0) = 0 , y'(x) -> 1 für x 00 

durch Ansetzen einer Potenzreihe s. Durand^ Aerodynainic Theory III, 

S. 92. 

VgL auch K, HiemenZy Die Grenzschicht an einem in den gleichförmigen Flüssig- 
keitsstiom eingetauchten geraden Kreiszylinder, Diss. Göttihgen 1911 = Dinglers 
Polytechnisches Journal 326 (1911); dort ist eine Lösung numerisch berechnet. 


7.3 jr"' — Ify" 4 - 9 '^ = 0 

Die DGl läßt sich in eine Abelsche DGl A 4'il transformieren. Für 
p{y) — f/(x) entsteht 

P P" + P' + P = 0 , 

hierans für p(y) = y* «(»/), t] = log y die DGl 

tt tt" + 7 u u' — u' + 6 M* — « = 0 



7. Nichtlineare Differentialgleichungen dntter und höherer Ordnung. Ml 


und weiter für u*{ri) = q{u) die DGl 

Für eine andere Transformation auf eine DGl erster Ordnung s. </. Chazy, 

Acta Math. 41 (1918) 63f. 

+ « !f Sf'^ = 0 , GrenzschichtDGl . 7*4 

Für y =zoiy entsteht 

y'" + a a y y" — 0 , 

man kann also die DGlen mit verschiedenen Koeffizienten a leicht inein- 
ander überfuhren. 

Die DGl läßt sich nach A I5‘3 (a) in eine Abelsche DGl A4 *it trans- 
formieren. Für p{y) = y'(x) entsteht 

pp" + + ayp^ = 0 , 

hieraus für p{y) = rj log y die DGl 

+ 7 M w' + a tt' + 6 14^ + 2 a M = 0 
und weiter für u^irj) = q(u) die DGl 

uq q' q^ (7 u -{- a) q + 2 au 0 , 

Die Randwertaufgabe, die aus der ursprünglichen DGl mit a = 1 und 
den Randbedingungen 

y(0) = y'(O) = 0 , y'(x) 2 für -> oo 

besteht und bei der Behandlung laminarer Luftströmungen längs einer 
Platte aufbritt, ist von Blasius durch Ansetzen einer Potenzreihe y=^a^x* 
angegriffen worden. 

Durandy Aerodynamic Theory III, S. 85ff. Fuchft-Hopf-Seewaldy Aerodynamik 
II, S. 284ff. 

J 5 *y"'+a?i^' + ( 2 »y — l)y'+»* = /(*) 75 

Exakte DGl A 15-1. Die DGl wird dadurch zurückgeföhrt auf 
^y"— xff' + xy^^ J f(x) dx . 

+x(y—l)ff" + ii — y)y '==0 7*6 

Nach Division durch ar* hat man eine exakte DGl. Diese wird zurück- 
geführt auf 

xy" + {y— l)y' = Hl! • 

U. SeMichting, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 13 (19^) 261. 
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77 !fir"'-sf'!r"+if*!f'=o 

Nach Division durch ^ ist die D61 exakt- und ergibt 

Diese DOl wird durch MultipUkation mit y y' eicakt und ergibt dann 
»' = ± yCo + Ciä^-iy*. 

Die DGl kann in der Gestalt 

geschrieben werden. Man erhalt also 

y = C und y'i = Cj a:* + Cj a: + Oq . 

Xonvelles Annales Math. (4) 2 (1902) 424. 


7-9 + 40»'^»=0 

Die DGl ist nach Multiplikation mit y"^ exakt und wird dadurch 
auf die DGl A 23'l 

9y'^Y' — lö y~^y^ = C 

zurüokgeföhrt. Am schnellsten erhält man die Lösungen der gegebenen 
DGl, wenn man u{x) = setzt. Es entsteht dann = 0, also 
y^ = (C^ix^ + CiX + Go )“» . 


7.10 = 0 

Mit 6*150 ergibt sich mit 

Ince, Diff. Equations, S. 15. 


beliebigen Zahlen A, . . D 

_ A x-{- B 
~ Cx + D 


y-ii (jr'* + l)!f"'— 3 »'»"*= 0 

Mit 6*192 erhält man die Gesamtheit aller Kreise 

Inee, Diff. Equations, S. 15. 
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+ 1) y'" — (3 jr' -i-a) jf"2s=0 7*12 

Für p(x) ~ y' liegt der T3rpU8 6-54 vor. Man erhält 

p'(x) = (7 (p* + 1)^ exp {a arc tg p) 

und weiter für f = arc tg p die Parameterdarsteliung 

j: -■ Cg + ( 7 ie~‘*^(acos/ — sint), y + G^e (asin ^ + cos/); 

das sind logarithinische Spiralen für a 4= 0 und Kreise für a = 0 . 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 721. Serret-Scheffers, Differential* und Integral- 
rechnung III. S. 386 f., 397 f. 


yn y,„ _ |/Ä2y"2+1 

Für u(x) = entsteht die leicht lösbare DGl w' — 2 a | + 1 . 

Mit 71g erhält man schließlich die Lösungen in der Parameterdarstellung 


/•13 


// = C’j + 2„, J, log {bu + v). 


Fvisyih-JucohsthaL DGlen, S. 94, 690. 


4. i^'3 y//' s. 78 und 7'I6. 7-14 

//' (/ff')"' - ff" (/ff')" + + 2 «I »'* Sill y 7.15 

+ (9»" — ff' ff') fOS9 = 0, f = f(x). q = 3(j:). 

DGl des gebogenen schlanken Stabes unter dem Einfluß einer in seiner 
Längsrichtung wirkenden Druckkraft; die unabhängige Veränderliche x 
ist dabei die Bogenlänge der Kurve, welche die Stabform darstellt. Wird 
demgemäß s statt x und außerdem i) statt y geschrieben, so lautet die DOl 

ff' if &T' “ (f (/ + 2 ^ sin d 

+ (9 — 9' ^0 cos ö = 0 

mit /= f{s), q == ^(«), & = &( 8 )- Nach Multiplikation mit ist die 
DGl exakt. Führt man die Integration aus, so erhält man nach Multipli- 
kation mit ^ 9 ' 

(/ O'Y' cos ö + (/ {l'Y si« ^-~9 eos^ Ö = Cj d ' . 
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Dividiert man durch cos* so kann man nochmals integrieren und erhält 
naöh Multiplikation mit cos ^ 

$ 

( f sin # + Cj cos d + cos # J q{a) da . 

«• 

Geht man jetzt zu rechtwinkligen Koordinaten Xy y über, die durch die 
Gien 

x'(s) = cos , y'(s) = sin & 

eingeführt werden, so kann man nochmals integrieren und erhält 

/ = <?! y + Cj X + C, -t- J q{a) [x{«) — x(a)^d(J . 

». 

Vgl. H. Heinzerlingy Mathematische Behandlung einiger grundlegender Fragen 
des Knickproblems des geraden Stabes; Diss. Karlsruhe 1938, S. 22 f. Dort werden 
auch die auftretenden Randwertaufgaben erörtert. 

7-i6 = 0 

Mit 6*157 ^^^ält man 

(y + Gl a: + Cj)* = ^3 a? + G4 . 

Ince, Diff. Equations, S. 16. 


7.17 9 jf"* — 46 y" y"' •¥ 40 y"'* =s 0 

Mit 7*9 ergibt sich 

(y + Gl a; + G,)* = G, a:* + 04 a; + C5 . 
Inc€y Diff. Equations, S. 15. 


7.18 »<">=/(»<“ *>) 


Für tt(x) = y'*"'' entsteht u' =/(«). Durch Auflösung v'oi. 



nach u und (n — l)-niaUge Integration erhält man- y. Eine Paraineter- 
darstellung für y ist 


-_/*<*“ **“1 r <^“1 f “«-1 ‘*“«-1 

Jm’ ^ J fi*i) J fi^t) ' J /(««-.) ■ 

C C, C, ^'n-1 


Forsyih’Jacobsthaly DGlen, S. 93. 
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Für u(x) = entsteht die DGl «" = f(u), die von dem Typus A23"l 
ist. Durch Auflösung von 

^ = ± / [C*! + 2 J f(u) du]~^ du+ C 

nach u und (n — 2)-nialige Integration erhält man y. Eine Parameter- 
darstellung für y ist 

« tl il, "»1—8 

— ( C C ^^«-2 ^^n-e 

?>(«)’ ^ ~ J J v(^t) J 

c c\ c r„.s 

mit 

9f («) = ± [C + 2 / /(«) dM]i . 

Forsytk-Jacobalhdl, DGlen, S. 94f. 
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8. Systeme von linearen DiflFerentiolgleichungen. 

Vorbemerkung. Bei den folgenden Systemen von DGlen sind abweichend 
von den vorhergehenden Abschnitten und von Teil A die unabhängige Veränder* 
liehe mit t, die gesuchten Funktionen mit Xy y^z, , , . bezeichnet. Bei der geringen 
Anzahl der Systeme dieser Sammlung ist es nicht nötig, die Ordnungsprinzipien 
zu erläutern, nach denen die DGlen in den einzelnen Gruppen angeordnet sind. 


1—18. Systeme von zwei Differentialgleichnngen erster Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten a^x' +b^y' (f). 

8-1 Jt' (#) = a a? , y'(t)=iby^ ö =# 0 , 6 =|= 0 : Sonderfall von 8-5. 

jc^C^e“, y^C^e". 

Werden diese Lösungen als die Parameterdarstellung einer Kurve in der 
Xy y-Ebene gedeutet, so können folgende Fälle vorliegen: 

(a) a ^ b. Die Kurven sind die vom Nullpunkt ausgehenden Strahlen 
C2X ~C^y\ der Nullpunkt ist Knotenpunkt. 

(b) a ^h, ab Der Nullpunkt ist wieder Knotenpunkt. Ist z. B. 
a = 1, 6 = 2 , so sind die IKurven die Parabeln y C 7^ und die Ko- 
ordinatenachsen; bei allen diesen Kurven ist der Nullpunkt auszulassen. 

(c) a^by o 6 < 0 . Der Nullpunkt ist Sattelpunkt. Ist z. B. a — 1, 
6 = — 1 , so sind die IKurven die Hyperbeln x y — C und die Koordi- 
natenachsen mit Ausschluß des Nullpunkts. 

8*2 or' (f) = a y , y' (f) = — a a?, a 4= 0 ; Sonderfall von 8*3. 

X — Ci cos a ^ + Cj sin a y — cos a < — Cj sin a f : das sind Kreise 

in der a^, y-Ebene. 

8*3 0 ^( 1 ) ssajf, y^{t)^hx^ Ä 4= 0 , 6 4 = ; Sonderfall von 85. 

Ks sind zwei Falle zu unterscheiden: 

(a) o 6 > 0 . Für = ab ist 

a: ==CiOe“ +C,oe-", y = C^ae'^ — Cyser*' . 
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Werden diese Lösungen als Parameterdarstellungen einer Kurve in der 
Xy y-Ebene aufgefaßt, so sind die IKurven die Hyperbeln 

(C>0) 

nebst deren Asymptoten b =.a y* unter Auslassung des Nullpunkts, 
für a = b also gleichseitige Hyperbeln. Der Nullpunkt ist Sattelpunkt, 
(b) ab <Z 0. Für s* = — ab ist 

X = C-,a cos s t -r C^a Hin 8 ty y = C^s cos st — CiS sin st . 

Das ist eine Parameferdarstellung der Ellipsen 

l6|r* + |a|y* = C^; 

für 6 — — a erhält man also Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt. 
Der Nullpunkt ist Wirbelpunkt. 

x'{t)^ax^y^ y'{t)szx -^ay; Sonderfall von 8*5. 

X == <?**' (Ci sin t 4 - C 2 cos t)y y = c“' (C^ sin t — Cicmt) . 

Hieraus folgt 

a^+/ = (Ct + C|)e^“'. 

Für a = 0 sind die IKurven Kreise, der Nullpunkt ist ihr Mittelpunkt. 
Für a 4= 0 winden sich die Kurven spiralig um den Nullpunkt ; dieser ist 
Strudelpunkt. 

x'{t):sax -^hy, y'^^^cx +dy 

Lit.: Forsyth-Jacohathaly DGlen, S. 321 f. Kamke, DGlen, S. 200--204. Vgl. 
auch A 7*2 und A 13 * 1 . 

(A) a d -- 6 c 4= 0. Der Nullpunkt a: = = 0 ist einziger stationärer 

Punkt des Systems im Sinne von A 7 2 ; er ist 
Knotenpunkt für (a — c?)^ -f 4 6 c = 0 und 

für (a — d)^H“46c>0, ad — 6 c>U; 

Sattelpunkt für (a — d)^ + 4& c>0, ad — 6c<0; 

Strudelpunkt für (a -> d)* + 4 6 c < 0, a + d =# 0; 

Wirbelpunkt für (a — d)* + 4 < 0, a + d •= 0. 

Beispiele hierzu findet man in den vorangehenden Nummern. 

Die charakteristische Gl (vgl. Ai3-l) ist 

^->.(a+d)«+ad — 6 c== 0. 

(a) (a — d)2 + 4 6 c> 0. Dann hat die charakteristische Gl zwei ver- 
schiedene reelle Lösungen Sj. Werden die Zahlen A^y als Lösungen 
der Gien 
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C. 8. Systeme tou linearen Diffen-ntialgleirfaungen. 


4c + (d--«,)Ä,. = 0 (M-1, 2) 

bestimmt, so bilden die Punktionen 

= 4 c""* ' (v = 1, 2) 

ein Hauptsystem von Lösungen für das DGlsSystem. 

(b) (a — d)* + 4 6 c < 0. Dann hat die charakteristische Gl zwei 
konjugiert-komplexe Lösungen a z= or ± ir (t 4= 0). Die Lösungen des 
DGlsSystems sind 

X = e®* |6 Ci Bim t + b Cg cos t , 

y = e*'* {[((T — u) Ci — T CJ sin r t + [r + (a — a) Cg] cos t ^| . 

(c) (a — d)2 + 4 6 c = 0, a =^d: 

x= 2öCi + |26< +j 4 ^|C 2 j exp 

y- (d — o) Ci 4- — o) < + l| Oj j exp t . 

(d) a = d 0, 6 = 0: 

a;=Cie'*', y = (cCj^ + Cg)«"'. 

(e) a = d 4= 0, c = 0: 

x = (6 Ci f + Cg) y = Cj 
(B) ad — bc = 0, a* + 6* > 0. 

Die ganze Gerade a a: + ^ y = 0 besteht aus singulären Punkten. Das 
DGlsSystem ist von der Gestalt 

x' :=ax +b.y , y' =k(äx +by). 

Die Lösungen sind für a + A 6 4= 0 : 

I- = ö Ci + Cg exp {a +Xb)t, y = — a Cj + A Cg exp (a -f A 6) < , 
und für a+A6 = 0; 

a: = Ci(6;.i- 1) +6Cgt, y = bC^t + (b kU + 1) . 

8-6 ax'{t) +6^(1) = /f ap +iSy, 6ap'(f) — oy'(f) = — «y 

Sonderfall von 8*5; man kann nämlich die DGlen so umformen, daß 
die eine Gl nur die Ableitung a/ und die andere nur y' enthält. Man erhält 
die Lösungen 

X — (Cj cos B t + Cgsin B t) , y = e**' (Cg cos B< — Cj sin B^); 
dabei sind A, B durch {a^ + b^) A = a ol + b ß, (a^ +b^) B = aß — ba. 
bestimmt, und es muß aß — bca^O sein. Ist a — 6 a = 0, aber 
la| + 16| > 0, so gibt es eine Zahl A, so daß a=Aa, j8=A6 ist. Dann 
.sind die Lösungen 

a: = Cje*‘+(7,.0, y = C, • 0 + 
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If, I^(f)s2 jp-l-2 jf; Sonderfall von 8 * 5 . 87 

* = e* [Ci sin « + Cj 008 «] , y = e* [(C, — (7,) sin < — (C, + €{1 cos *] . 


»'(«) +8*+49a=0, »'(l)+2® + 6»ssO; Sonder&U von 85. 8-8 

» = 2 Ci e-‘ + Ct e-", y = - Oj «-' + C, 

Forsyth-Jacobsthalf DGIen, 8. 328, 802. 

0^(1) — 5a? — 2 Jf'(f) Sonderfall von 8‘5. 8*9 

a; = [2 C'i cos ^ + 2 sin t] e~^\ 

y = [(Ci — Oi) 008 « + ((71+ Cj) 8m «] e"*' . 

Fors^-Jacobstkaly DGlen, S. 323, 801. 

x'{t)szay^x y'{t)^a2X ^b^y 8- 10 

Die Lösungen des zugehörigen homogenen Systems sind nach 8*5 
bekannt. Nach A 8«! genügt es daher, eine Lösung des obigen Systems 
anzugeben. 

(A) Oj ^2 — Og 61 + 0: a: = A, y = jB, wobei A, B die Lösungen von 
sind. 

(3)0,62-^0261 = 0 , of + 61 > 0 . In diesem Fall sind die DGlen 
von der Gestalt 

ar' = oa:+6y+Ci, y'=A(oar+6y)+C2- 
Ist f = o ■+• 6 A + 0, so ist eine Lösung 

a:=:^(c,A — c,)< — i(oci +6c,), y = Aar + (Cj — Aci)«. 

Ist o + 6 A = 0, 80 ist eine Lösung 

a; = j*6 (c, — Ci A) «* + c, « , y = A x + (c, — c, A) « . 

af'(«)+2ys=3«, y'(f)-2a5=4 8ii 

Das homogene System kann naoh 8-5 gelöst werden. Eine Lösung 
des unhomogenen Systems findet man dann naoh A 8*3 (dasselbe gilt 
für 8-12, 13, 15—18). Damit erh&lt man als Oesamiheit der Lösungen 

X = — + Ci 008 2« — C, 8in2«, y = ^« + Ci8in2« + C, oos 2 « . • 

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 142, 369. ■ 
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C. B. Systeme Ton linearen Differential^elohuigen. 


812 x'(l)+»Ät24.6e + l, y(f)-a? = - 3 «* + 8f + 1 

a; = 3 ^ — 1 + Ol cos < -f Og sin i , y = + 2 + Oj sin < — Cg cos f . 

Morris- Bronon^ Di£f. fiquations, S. 153, 374. 

813 a!'(l) +3*— y'(t) +x + iysse‘ 

900 a: = 36 e‘ + 175 e*‘ + {Cy + C* + C* <) e’“ , 

900 y = 144 e' - 25 c®‘ - (Cj + 0, «) e’^' . 
Forsyth-Jacobsihal/BGlen, S. 323, 801. 


814 «'(f) +y'(t) +2® = *'(f) +i/'(t)— X +39 = c~' — 1 


Hier kann nicht so verfahren werden wie bei den vorangehenden 
Systemen, da sich x' y' nicht trennen lassen. Durch Subtraktion der 
zweiten D61 von der ersten findet man 


(I) 


3 a: — 2 y = 6 ’ 




+ ^ + l. 


Man kann diese Gl nach y auflösen und den gefundenen Wert in die erste 
D61 eintragen. Man erhält eine lineare DGl für x allein, und aus dieser 




+ 7 ^ 49 ' 


Durch Einträgen dieses Ergebnisses in (i) erhält man y. 
Morris- Brown, Diff. Equations, S. 163, 374. 


815 x'(t) +y'(t) — y=:^, ix'it) +y'{t) •^2y = eost 

X = c‘ + ^sin t — ^co8 1 4- (7j + 3 C, e“ , 

9 X 4 

y = — ^ sin e + cos t — 4 Cg . 

Morris- Broton, Diff. Equations, S. 142, 369. 

816 4a5'(f) +9iif'(f) +2«+3l» = e', 3x'{t) 4-7 ff' (Q 4-x 4-240 = 3 

Man löse das System nach x' und y' auf und verfahre dann wie bei 

8 - 11 . Man erhält 

31 93 

X = 26 ~ 17 + (^1 * **> 

y = — ^ e‘ + ^ + [(C, — C,) sin t — (C, + C,) cob q e'*‘. 
For$yik-Jattb*äuil, DGlen, S. 323, 801. 
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4 a 5 '(f)+ 9 if'(f) + ll« + 31 »=:e‘, 3 a?'(t) + 7 »'(f) +8* + 24 »»e*‘ 817 
Nach dem Muster von 8 -i 6 erhält man 

^ S ” II ®'“> 

S«"' - + C2) 

ForaytK Jncchsthal, DGlen, S. 323, 801. 

4 a!'(t) +99'(f) +44®+499 s*, 3 a!'(f) + 79 '(<) + 34 ® + 38 »=ef 818 

Nach dem Muster von 8- 16 erhält man 

x==:jt-j-je* +Cie-*‘ +C,e-‘, 

17 . , 5Ö , 24 t , 4 -6t —i 

y = — ^ 7 ^ ^1 ^ — ^2 ® 

Forsyth- Jacobsthal, DGlen, S. 323, 801 (Druckfehler). 


19 — 25 . Systeme ?on zwei Differentialgleichiiiigen erster Ordnung» 
deren Koeffizienten nicht konstant sind. 

jf{t)ssxf{t)+yg{t), y’{t)=—xg(t)-t-yf(t) 819 

x = (Ci COS ö + O2 sin Ö) y = (— Ci sin ß + Cg cos 0 ) F 
mit F = exp j f(t) dt, 0 — j g(t) dt . 

ap'(l) + (o a? + 6 y) f(t) = g(f), y'(t) + (c » + dy) f{t) = li(f) 820 

(a) a d — 6 c 4= 0 . Man multipliziere die erste DGl mit a, die zweite 
mit ß und addiere dann beide. Man erhält 

(1) OLX' +ßy' +[(oia +ßc)x + (ciLb +/J d) y]/(<) = ay +ßh. 

Man wähle nun a, ß so, daß für eine passend zu wählende Zahl 8 

aa+/Jc=fia und cab +ßd = 8 ß 
ist. Dafür muß 8 eine Lösung der charakteristischen Gl 
(a +d )8 +ad—bc ==0 

sein. Dann wird aus (l) für z{t) =olx -{-ß y die lineare DGl 

(2) z'(t)+ 8 zf(t)^ag(t)+ßh{t), 

dip ohne weiteres lösen kann. Hat die charakteristische Gl zwei 
verschiedene Lösungen «j, Sg, so kann man dieses Verfahren für beide 
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C. 3. Systeme Ton linearen Differentialgleiohungen. 


ZaMen durchfuhren und erhält zwei DGlen ( 2 ) mit füi* Funk- 
tionen z,. (r ~ 1 , 2 ). Hat man diese beiden DGlen gelöst, so erhält man aus 

*i»+Ay=2x, otj a; + j8, y = 2 , 

die Lösungen des gegebenen DGlsSystems. 

(b)ad -6 c — 0, |a| -f- 16| > 0. Dann ist das gegebene System von 
der Gestalt 

xf+(ax+by)f(t)==g (t), y' + /.(ax +b y)f(t) ^h{t). 

Die Lösungen erhält man aus der für sich lösbaren DG) 

x'+{a + bX)xf(t) =g{t) +bf{t) f (Xg — h)d4 

und aus der Gl 

y=Xx-\- f {h — ^g)dt. 

Forayth- Jacobsthal, DGlen, S. 329. 

8*21 X^(l) sop COSf y J^(f) =05 6"””' 

X =Ci exp sin i , y = C^t + C^- 
Serret-Scheffera, Differential- und Integralrechnung III, S. 80f. 

8-22 f a5'(t) + = 0, -1-05 = 0 

a: = Ci^ + -j, y= — Cjf + y- 

MorriS’ Broten, Diff. Equations, S. 18. 

8-23 -f-2o5 = l 9 fif'(t) — (f +2)05— f jf = — f 

x=^ +(?,«■*, y = — X+Cjjs'. 

Forayth-Jacobalhal, DGlen, S. 327, 802. 


8 24 ta5'(t ) +2 (*— y)=5t, ty'(f) •(-« 

X =10+ jg + 2 c, « ® + c, y = — 2t) 16 — — c', r* . 


FortyOt-Jacdbi&al, DGlen, 8. 329, 


8-25 e (1 — sin t) «'(t) = f (1 — '2 sin t) « + e y , 

e (1 — sin <) y'(f) s (f cos t — sin t) X + f (1 — f cos t) y 

x = C,«* + Cj<, y = Ci< + C7,sin<. 
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&6— 4S. Systeme von swei Differentialgleichiingen vcm hiHierer als 
erster Ordnung. 

^(t) +y'(0 +» = /(<). ^'{t) + +»=»(«) 826 

Die einzige Lösung ist 

^=-9+g'-f-f'-r\ y^f+r-g'- 

Auf den ersten Blick mag es so aussehen, als ob das im Widerspruch zu 
dem Existenzsatz von A 5*2 steht. Aber dieser Satz bezieht sich nur auf 
solche Systeme, die in der Form geschrieben werden können, daß links 
allein die Ableitungen der gesuchten Funktionen stehen, und zwar immer 
nur die Ableitung einer Funktion, rechts dagegen die Ableitungen nicht 
Vorkommen. Diese Schreibweise ist für das obige System nicht möglich. 

Forayth-Jaccibsthal, DGlen, S. 318; das obige Beispiel wird dort Chrystal zu- 
geschrieben. Vgl. auch 8 * 14 . 

2 a!'(t) +};'(*) — 3 j: = 0 , «"(t) +»'(*) — 2 = 8-27 

X ~ “I” ot i “f“ 4 0^ sin (X 6^* , 

y = _ I e- ' + c, e' + [(- 7C, - Cs cos « t + (Cjj - 7 0,) sin at j ei 

mit « == 2 

— jy'(f) +jc = 2 <, J!"(e) +jf'(t) — 9 »+ 3 » = 8 iii 2 f 8-28 

36 o 

X = (Ci + Cg t) e' + :? C 3 e'*‘ — ^8in2t-^co8 2« + 2t + 4. 

16 37 

y = [ 2 Ci+Cg( 2 {-l>]e' + 2 C,e-*‘ + ^co6 2 <-jg 58 in 2 « + 6«+ 10 . 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 138—141. 


*' ( t) _ JC + 2 .V =: 0 , Jf" («) - 2 y' (f ) = 2 1 - cos 2 « 
Man kann y eliminieren und erhält 

a: = 2Ci + 4Cge*-«*-4t + 


2 .. I sin 2< + 40082^ 


34 


^ , n , 9 sin 2 < -f" ^ COS 2 ^ 

y = Cj + Cge* — g — * + 2 + gg 


Morris-BrorM, Diff. Elqustions, S. 164, 374. 


8-29 
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C. 8. Systeme von lineaien BiSeKnliel^eichimgen. 


'8-30 +2a!'(f) +fa!=0 

x = ( 7 i • 0 + C, — 

C, , ^ /co8< 28in<\ , ^ /sint , 2c(Mt\ 

y=-^‘+c?,(-T — ^)+<^3(—+— )• 

Forayth-Jaccbiihalf DGlen» S. 327, 802. 

8-31 ap"(t) +a*jf=sO, — a*jf = 0 , a 4 = 0 ; Sonderfall von 8 32. 

a; = (Cj cosa/ 4 - sina^ + (03cosa< + C4 8inaO c'**, 
y = {^1 sin a < — - Cg cos a i) 6®* + (— sin a ^ cos a t) 6"®^ 

2a* = a*. 

ForaytK’Jaccbathal, DGlen, S. 323, 801 (Druckfehler). 

8-32 x*^{t):s 4 ix + by^ y"{t)s:cx -^dy 

Die charakteristische Gl (vgl. A 13*1) ist 

8* —■ {a + d) 8^ + ad — b c ^ 0 . 

(A) ad — 6 c 4= 0 . 

(a) (a — d)* + 4 6 c 4= 0 . Dann hat die charakteristische Gl vier vei - 
schiedene Lösungen ^1, . . .,«4. Die Lösungen des DGlsSystems sind 

x=^^A,e’r\ y = ^ß^e*-', 

r»! 

wobei die Lösungen der Gien 

(a — «*) + 6 = 0 , A^c+B^{d — «') = 0 

sind. 

(b) (a — d)* + 4 6 c = 0 , a 4 = d. Ein Hauptsystem von Lösungen ist 

^ 1,2 = [2 6 « ± ^4^ }/ 2(a + d)^E , =(d — a)tE, 

ajj 4 = 2 ö f ^ , ^3, 4 = [{d — a) < i 2 1^ 2 (a + d)] A’ 

mit 

£ =exp|±< • 

(c) o=<i=|=0, 6=0: x=C^E, y = ^ E . 

(d) a=rf + 0, c = 0: x = + y = Ci£. 

(B) a d — 6 c = 0 , a* + ft* > 0 . Das DGlsSystem ist dann von der 
Gestalt 


a/' = aa;+fty, y" = A(aa;+fty). 




(a) a + 6 / 4= 0: 

* = ( 7 i exp (tyo + 6A) +C2 exp (— t ^ o + bX) +C,6t +C46, 

y = OjA exp (« y« +6A) + €2^ exp {— t]/ a + b^ — Cgat — C^a. 

(b) <i b X = Oi 

x^C^bfi +C^bfi +C^t+C^, y =^Äx + QC^t + 2 C^, 
Forsyth-Jacobsihal, DGlen, S. 323, 801 (unvollständig;;). 

*"(*) = «1*+&1» + Cn »"(*)=02* + ftjjf +Cj 8-33 

Das zugehörige homogene System kann nach 8*32 gelöst werden. 

Daher genügt es, eine Lösung des unhomogenen Systems anzugeben. 

(A) öj Ö2 — «2 61 =4= 0 : X = Af y = B, wo A, B die Lösungen von 

aiA+ÄijB+Ci=0, a2-^+^2'®+<^ = ^ 

(B) «1 62 ^ + ^2 ^ DGlen sind in diesem Fall 

von der Gestalt 

x'' = a X + b y + c^y y" = X (a x + b y) + 

Ist r = a + 6 A 4= 0 , so ist eine Lösung 

* = ^ (A«i — c,)«* — ^(oc, +6cj), y = Ax + -^ (Cjj — Aci)<*. 

Ist a + ö A = 0 , so ist eine Lösung 

X = 6(cg — Aci) jy + Ci y =Ax + -^(c, — Acj)«^. 


af"(f) +« +jf = — 6 , — Sonderfall von 833 . 8-34 

z = 18 — [< Cj + (< — 1) CJ e' — [< C, + (t + 1) Cy 6 ' > 
y = - 23 +[(2« + 2)(7i +2«<72]e‘ 4-[(2< - 2)(78 + 2tC,ie-'. 

x"{t)= [3 cos* (ot + 6 ) — l]c*a 5 + |c*»8in2(o# + 6 ), 8-35 

y" («) = [3 sin* (o f + ft) - 1 ] c* » + 1 c* ar sin 2 (o < + ft) 

Aus den Gien folgt {z = at b) 

x"eo8T +y"BinT = 2 c*(xco8t +ysinT), 
x"8inT — y"co8T = c*(yco8T — xsinr) 

und weiter, wenn 

«(t) = XCO 8 T + ysinr, »(<) =x:8inT— ycosr 
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C. 8. Systeme toh Uneareii Diffdrentialgletehungen. 


gesetzt wird, 

+ 2 a v' ~ (2 e* 4- a*) ü = 0 , r" — 2 a «' + (c* — a*) v = 0 . 
Damit ist das System auf ein System mit konstanten Koe^izienten zurüok- 
* geführt. 

J. LiouviUe. Journal de Math. (2) 1 (1856) 267. Fora ffth- Jacobsthal, DGlen, 
S. 346. 814f. 

836 ac''(l) + 6 a? +79 = 0, + 3 ap + 2 jfss 2 t 

X = Ci e‘ + C, e-‘ 4 - 7 Cg cos 3 < + 7 C4 sin 3 < + , 

y = — Cj «* — Cg «“* + 3 Cg cos 3 < + 3 C4 sin 3 J 

Morria-Brown^ Diff. Equations, S. 154. 375. 

837 — ay'(t) +öjr = 0, +««'(0 +6 j^sO 

DGlen dieser Art treten auf bei der Untersuchung der Horizontal- 
bewegung eines Pendels bei Berücksichtigung der Rotation der Erde. 
X = C^cosa^ + C^sinoLt +C^coBß^ + C^smßt , 
y = — CiSinoLt + C^ooBCLt — C^Binßt +C^coBßt 

füra* + 46>0; 2a, 2/?=a±yfl* + 46. 

Boote, Diff. Equations, S. 306. Forayth-Jacobathal, DGlen, S. 321. 

8-38 Oia?" +öi jp' +CiX — 02 9^' -1-62 y' 4 - €2!^ -h . 4 x ^=0 

DGlen für die Schwingungen von Schiff und SohifEakreisel. Das homo- 
gene System kann nach A 13*1 gelöst werden, üm eine Lösung des un- 
homogenen Systems zu erhalten, geht man mit dem Ansatz 

in das System hinein. 

Genaue Diskussion der Resonanzfunktionen nebst zahlenmäßigen Unter- 
suchungen für einige Sdiiile bei E. Bohnkamm, Ingenieur- Archiv 5 (1934) 169-178. 

8-39 a!" + o(»' — ir') +di*sBCie*“’, y" +o(j'— as') +&gjf = Cge‘“' 

DGlen eines reibungsgekoppelten Sohwinguninsystems. Für die Lö- 
sungsmethode gilt dasselbe wie bei 8 38. 

Genaue Diskussion der Lösungen im Hinblick auf Reaonanierscheinungen und 
Anwendung auf den Kreiselkompaß von Anachütz und den Hiegerborizont der 
Askania-Werke bei E. Hahnkanm, Zeitschrift f. angew. MaUi. Mech. 13 (1983) 
183- 202. 



44—57' Systeme von mehr ab awei Qleidnuigen. 
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Oll «" + feu a?' + Cii a? + 012 + Öi2 jf' + Cu SS 0 

«21 ^' + + Cji j? + 0,2 y" + Ö22 ^ + Cja ff = 0 

Das System kann nach der allgemeinen Methode von A 13 gelöst werden. 

Vgl. auch W. Quade, Über die Schwingungsirorgänge in gekoppelten Systemen, 
Ingenieur- Archiv 6 (1935) 15—34. Dort wird u. a^. die Einteilung solcher Systeme 
nach den Kopplungsarten der zugehörigen mechanischen Systeme kritisch unter- 
sucht. 


OP"— 2ap' — ff' +ff = 0, ff"' — ff" +2ap' — » = t 


X — — t — 2 "|“2 Cj e ^ — (2 C 2 1 -j- C,) ^ , 
y = +(C 2 fi + C 2 t+C^)(i. 


x"{t) + ff"(«) + ff'(f) = 0in 2 f , 2 x"(l) + ff"(f) = 2 1 




_ i gSt _ 

16 


2^+1 .-21 


8 


e + + C, ^ + C, c 


-21 


•’ *’ I 21 I 

» = ö-5+-5'« + 


2 2 8*' ' 4 

Morrit- Brown, Diff. Equations, S. 142, 370. 


— 2 Cj e~** -j- C^ . 


x"(t)-*'(«) 4 -tf'(«)= 0 , x"(#) +^'(l)_a! = 0 

ar = Ci e' + <?* a e“ + C, /? e'», y = (7« - (7, e* C, e"' 

mit 2 a = 1 -h 2^ = 1— /ö^. 

Morrit-Brown. Diff. Equationa. S. 142. 370. 


44—57. Systeme vcm mehr ab zwei Dilferentialgleichiiiigeii. 

j:'(t) = 2jr. if>{t)=3x — 2y, z'(t) = 2y+3z 

Die DGlen können nacheinander gelöst werden. 
a:=4Cie*‘, y = 3 Cj e®“ + 5 C, e"*', 2=-6Cie®‘-2C,e-*‘ + C,e*‘ 
Morris- Brown, Diff. Equations, S. 146 f. 

«'(Qsljc, y{t)^x-2y, z'{t)zzx’-iy*z 

Die DGlen können nacheinander gelöst werden. 
ar = 18C'ie*S y = 3 (716^^+ z 4(7,6’^* + C',e^. 

Morris- Broum, Diff. Equations, S. 153, 374. . 
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C. 8. Systeme von lineaien Differenyalgleiolrangen. 


846 a^(*)=s9— »'(#>=»+«: 

X == Cj + C2 y = — "I“ (^2 ^ ^s) ^ ~ "i" (^2 ^ ^2 ^s) ^ 

8-47 a5'(l)— y + x=sO, y'(f) — a?— y = <, x'(f)— a?— x=f 

Aus den Gien folgt y' — / = y — • 2, also y — 2 = Cj e'. Nun kann 
man die erste und dann eine der beiden übrigen DGlen leicht lösen. Man 
erhält so 

X = Oj c' + Gj, y = (Gl « + Gj) e* — i — 1 — Gg, 2 = y — Gj s*. 

8 48 aa?'(t) = öc(y— x), 6y^(t) =:ca (x— x) , c2/(t) = a6 (op— y) 

X = Go + r Gl cos r < + ^ (Gg — G3) sin r < , 
y == C'o +rG2Cosr« + y (Gj — Gi)sinf 

2 = Go + r G3 cos r < + y (Gl — Gg) sin r / 
mit = «2 ^ 52 _j_ ^2^ Gl + 6^ G2 + G3 = 0 . 

Aus den DGlen findet man auch unmittelbar 

a* x' 4- y' + c* 2' = 0 , also x + 6* y + c* 2 = G , 
d. h. die IKurven x = x {t), y = y(t), z =z{t) sind ebene Kurven. 

8*49 a?'(<)=scy— bx, y'(t) =sox— c«, 2/(t) söor— oy 

X = o Go + r Gl cos r f + (c Gg — 6 Gj) sin r ^ , 
y = ö Go + r Gj cos r i + (a G3 — c Gl) sin r « , 

2 == c Go + r G3 cos r i + (6 Gl — a G2) sin r t 
mit = a* + 6* + c*, o Gj + 6 Gg + c G3 = 0 . 

Aus den DGlen findet man auch unmittelbar 

ax'+6y'+c2' = 0, also az + by^^cz^C^ 
d. h. die IKurven x = x(t), y = y {<), 2 = 2(() sind ebene Kurven. 

Vgl. auch Forsyth-Jacobsthdl, DGlen, S. 329. 803. 

8.50 a^(t)sA jf-9«, y'{t)sfz—hx, z'{t)sigx—fy, /=/(«), 
g = g{t], h = h{t). 

Zunächst ergibt sich 


x* + y* + 2 * = C*. 
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Aus den Lösungen mit 0 = 1 erhält man alle übrigen durch Multiplikation 
mit einer beliebigen Konstanten. Es genügt also, den Fall 0 = 1 zu be- 
handeln. Führt man für 0 = 1 neue Funktionen ((t), tj(t) durch 

•^ + »> = 1(1 — 2), = 
ein, so erhält man für f die Riccatische DGl 

und dieselbe Gl für y statt 

Darboux, Th^rie de« surface« I, 2. Aufl. Paris 1914, S. 27—31. 

*'(<)=»+»—», y'(t)=:y+g-‘X, is'(t) = x +x-^y 
xe ‘ = Cn + Cj y 3 cos t ^3 + (C, — C,) sin t ys , 
y e-' = Co + C, |/3 cos < yi + (Cj - Ci) sin t f 3 , 

2 = Co + Cj ^3 cos < + (Cj — C,) sin t ys 

mit 

C| + C, + C3 = 0 . 

x'(<)=-3a! + 48y-28*, y'(«)=-4*+40y-22*, 

2;' (t) SS — 6 X 67 y — 31 « 

j; = 3 Cj e* 4" ^'2 * 4" 2 ^3 * • y 2 Cj e* 4" Cj e* * 4“ 2 C3 e* * , 

2 = 3Cie' + C3e*‘4-3C,e>‘. 

Morris- Broum, Diff. Equations, S. 147, 370. 


jt'(t) = 6x— 72y +44*, y'(<) = 4®— 43y + 26*, 
«/(Qssex— 63y +38* 

2 = 2 C’i 4- 3 Cj e*‘ 4- 4 C3 e"‘, y = 2 C^ 4- 2 C, e*‘ 4- C, e"‘, 
z = 3Ci4-3C,e**4-C^8e"'- 

Morris- Brown, Diff. Equations, S. 147, 370. 


jE'(f) sax + yy + 1** 

y'(()=;yx+6y + a* 

«'(f)=5,‘?x + ay + c* 

Die charakteristische Gl ist 

(o_o) (s-b) {8 - c)-x* (s-a) - {s-b) -y^ {8-e) -2a.ßy = 0. 
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C. 8. Systeme von linearen DiSerentialgImchnngen. 


so hat das System die Lösungen 

x = y = C,e»' + ^e". z = C,e»‘ +| e»', 


WO 

ist. 


!- + ^ + 7 --«’-^ + T+V“+t' 


Forsyth-JacobathaL DGlen, S. 618. 


8*55 tap'(#)=:2a?— + + 

Man kann zunächst die erste DGl lösen, danach die zweite und dann 
die dritte. 

X = t i y ^ Ci ^ C^t f z = Cit ^ C^t . 

Serret-Scheffera, Differential- und Integralrechnung III, S. 28 2f. 

8-56 a#ap'(f) = 5 c(y— «), bty' {t)=ica{z-^x), ctz' (t) szab (x-^y) 

Die Lösungen sind die Lösungen von 8*48, wenn in diesen t durch 
log |(| ersetzt wird. 

Forayth-JacohaihaL DGlen, S. 329. 802 f. 


8*57 +a«2 +6X3 coscf -1-5x4 sinct 

X2 (f) =— axx -hb Xg sin c < — 5 X4 cos c t 

X3(f)s— öx^eosc^ — öXgSitic^ -1- ax^ 

X4 (f) = — 5 Xj sin c t -»■ 5 Xg cos c t — a Xg 

Aus den DGlen folgt, daß die Lösungen dem System 

f/ , f , t\ ff f y t\ 

+ cx^ +fnxi=^ 0 ^ Xg — c + m Xg = 0 , 
sowie einem ebensolchen System mit Xg, X4 statt x^, Xg genügen; dabei 
ist w = a* + + o c. Jedes dieser beiden Systeme ist von dem Typus 

8 37. I8te* + 4 m > 0, so hat man in den Lösungen von 8*37 nur noch 
die Konstanten so zu bestimmen, daß die Lösungen das obige S3n3tem 
erfüllen. Man findet so 

x^= Ci cos OL t +C2smoLt H-Cgcos/S^ + C'4sinj8/, 

X2 = Ci sin a ^ — Cg cos a ^ + Cg sin j8 1 —C^cosßtj 

Xg = y Ci sin jS ^ + y Cg cos + ö Cg sin a < 4 - <5 C4 cos a < , 

X4 = — • y Cj cos ^ ^ + y Cg süi/J < r- (5 Cg cos a < + <5 C4 sin a t 

mit 

o^fß = jC±^y( 2 o + c)* + 46 *, 6y=a+a, 6o = a+ ; 5 . 

Forayih-Jacöbaihal, DGlen, S. 346, 8l3f. 



9. Systeme von nichtlinearen Differentialgleichungen. 

Systeme von zwei Differentialgleichangen. 

*'(!)=: — 05 (® + y), y'{t) = y(x + y) 9.1 

Aus den DGlen folgt y x' -\-xy' = 0, also xy = C. Hiermit reduziert 
sich das System auf die eine DGl mit getrennten Veränderlichen 

x' + X* + G = 0 . 


x'{t)s:(ay-¥b)x, .v'(<) = (cor -»-(i) .V 
Aus den DGlen folgt 

|a + / = |c + -^1 x', also e"" = C x“' e". 

Für die weitere Diskussion der Lösungen im Zusammenhang mit einem biolo 
gischen Problem s. F. VoUerra, Rendiconti Sem. Mat. Milano 3 (1930) 158ff. 


or'(t)=: [o(por + 9y) 4>a]ar. y'{t) = [b{px+qy) ■^ß]y 


Hieraus folgt 




F. VoÜerra, Rendiconti Sem. Mat. Milano 3 (1930) 158ff. Für weitere Diskussion 
der DGl im Zusammenhang mit biologischen Problemen s. auch A. J. Lotka, Jour- 
nal Washington Acad. 22 (1932) 461—469; F. A. Kostitzin, Symbiose, Parasitisme 
et Evolution = Actualitös scientif. 96 (1934). 


9-3 


Of'(f)=sfc(o— as) (c— SB— y), y'(*)=sif (6 — y) (c— or— y) 9.4 

Aus den DGlen folgt 

|y-6|* = G|x-al*. 

Hiermit läBt sich das System auf eine DGl für x oder y zurückführen. 

Ist die Lösung mit den Anfangswerten x(0) == y(0) = 0 im Intervall 
0<a;<a, 0^y<b, x + y<c gesucht, so erhält man die DGl 

-i. i+i 

x' = h{c — a — b)(a~x) +h{a — x)^ + hba ^ (a — x)^ 
und eine entsprechende DGl für y. 

Für die Berechnung der Koeffizienten der Potenzreihe für x + y s. H, J, Cur- 
noWf Journal London Math. Soc. 3 (1928) 89—92. Eine ausführliche Diskussion 
dbr DGl in Verbindung mit chemischen Problemen findet man bei J, 0, van der 
Corput — H.J, Bäcker t Proceedings Amsterdam 41 (1938) 1068—1073. 
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C. 9 . Systeme von niehtlinwien Differentwli^eichungen. 


9.5 af'(f)sy*— COS«, »'(f)as — »Binar 
Hieraus folgt 3 » cos a; = y® + C. 

Vgl. 2 . B. auch E» Ikonnilcov, Techn. Physics USSR 4^ (1937) 433—437. 

9-6 ar'(f)s:->art^-(-ar4-.y. »'(<)=4f*» — ar— » 

Zwischen den Lösungen besteht die 61 

3-2 + y* — 21og |xy — 1] = C . 

9-7 jr'(#) = «+»—* (** + »*), »'(«)=— «+» — »(ar* + »*) 

Wird — t statt t als unabhängige Veränderliche eingeführt, so erhält 
man 9 8. 

9-8 af'(f)=5-.» + a5(af*+»2— 1), »'(I) sar +» (ac* +»* — !) 

— ^ 

Vi+ce“ ’ ^ YT+c7*’ 

für (7 = 0 ist das ein Kreis in der x, ^-Ebene; für C < 0 (( < — ^-log |( 7 |) 

sind das Spiralen, die außerhalb des Kreises liegen und sich um den Kreis 
herumwinden; für ( 7 > 0 erhält man Spiralen, die sich mit dem einen Ende 
dem Kreis asymptotisch nähern und sich mit dem andern Ende um den 
Nullpunkt herumwinden. 

Kamke, DGlen, S. 217. 


1 (ap— 1) r* für r* ^ 2 X , 

mit f* = X* + y*. 

Die IKurven sind erstens die mit beiden Enden in den Nullpunkt 
einmündenden Kreise 

y fürO<p<l und N = 4 <* + 1 , 

und zweitens die vollen Kreise 

y = — ie(e*-l)co8 (e*- l)t 

mit p > 1 , N = p* + 1 — 2 p sin (p* — 1) welche die Kreise der ersten 
Art umschlingen. 

KamkCy DGlen, S. 218. 
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10 , lO; 

dabei ist r* = ^2 ^ y2^ erste Zeile für r* = 4 = 1 » die zweite 

für f* = 1 zu wählen. 

Durch Einführung von Polarkoordinaten x = r cos d, y = r sin i!^ wird 
aus den DGlen 


(if ^ ( r (r* — 1) sin für r^l. 


“*'10 für r = l. 

Unter den IKurven sind, den unendlich vielen Nullstellen von sin -t—t 

f* — 1 

entsprechend, unendlich viele Kreise enthalten, die sich gegen den Kreis 
r = 1 häufen. Zwischen zwei aufeinander folgenden Kreisen hat man 
Spiralen, die sich jedem der beiden Kreise as5miptotisch nähern. 
Bieberbach, DGlen, S. 87. 


(«2 + 1) jr'(<)=— ex+l^, («2 + l)y'(«)= — JP— «!/ 

Ci + C, < C,-Cit 

<* + 1 ’ ® /* + !•• 


( jf2 + j,2 - 1*) ar' (f ) = _ 2 « ® +»*-<*)»' (t) = - 2 f » 

Für u [t) = X* + y* erhält man 

(« — <*) m' + 4 1 a = 0 , also (x* + y* -I- 1 *)* = C, (x* + y*) . 

ferner 

C^x^C^y (|C,|+ iC,|>ü). 

Serret-Seheffers. Differential- und Integralrechnung III, S. ä83f. 

ar'* + fa;' +oy' — ®ä0, oü' y' +t y' — y = 0 

Durch Differenzieren und Eliminieren von y erhält man die zerfallende 
DGl 

[3 x'* + 4 x' t -I- f* - X] x" = 0 . 
x" = 0 führt zu den Lösungen 

X = C, f -h G,, a y = (C, — C,) (t + C,) . 

Bei NuUsetzen des ersten Faktors hat man die DGl 1402 und gelangt 


* = - il* + 2Ct + 12C’*, ay = C(t + iCf. 


Forsjfth-Jacobsihal, DGlen, S. 618. 
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C. 9 . SyHeme Ton nicktliiiMmn Difieientialgleicluiiigen. 


914 »*«»'+9 (*'»»'); Clairaut^hes DGlsSystem. 

Lösungen sind die Gferaden 

x = ta +/(a,6), y = tb +g{ayb) 

mit beliebigem a, b; außerdem noch etwa vorhandene Einhüllende der 
Geraden und stetig differenzierbare Kurven, die sich aus den beiden Arten 
zusammensetzen lassen. 

Serret-8cheffer8f Differential* und Integralrechnung 111, S. 334—336. 

9-15 ap"(t)s=a6^*— 

y"(#) s e * * sin jr cos ff - 

Einzelne IKurven sind angegeben bei C. Störmer, Zeitschrift f. Astrophysik 1 
(1930) 237—274 sowie bei 0. Schulz, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 14 (1934) 233. 


9-i 6 = »"(0 = ^, r*=x** + y^ 

DGlen der Bewegung eines Massenpunktei^ in der x, Ebene, unter 
dem Einfluß einer Gravitationskraft. Bas System kann nach dem Muster 
von 9-26 behandelt werden, oder auch so: Durch Übergang zu Polarkoordi- 
naten mit 

X = r co&(p, y = r sin 97 r = r (t) , (p = (p{t) 

ergibt sich 

r»9)'=Gi. r'»+r*v'* = -^+G,, 

und weiter, wenn 4= 0 ist, also die Bewegung nicht in einer Geraden 
durch den Nullpunkt erfolgt, 

also 

r [0 cos (9? — (p^) — ifc] == C^, C* = Cj cf + ib*. 

Bas ist die Gl eines Kegelschnitts. 

Vgl. auch MouUon, Diff. Equations, 8 . 92ff. 

DGlen für die Koordinaten x, y eines fliegenden Geschosses; dabei ist g 
die Sdiwerebesdileunigung, C(y)f{v) das für die Höhe y bei der dort 
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herrschenden Luftdichte geltende Widerstandsgesetz. Ist i 9 der Neigungs- 
winkel der Bahntangente, d. h. ist 

a/ = !;cosi?, y'^vsinö, 
so können die DGlen auch in der Gestalt 

^ (v cos = — C{y)f(v) cos j>, 

^ (v sin d) = — C(y)f(v) sin {l — g 
geschrieben werden. Aus diesen DGlen folgt 

(1) y'{&) = -jtg&, 

(2) ^ (v C 08 d) = vf(v) für V = »(#) . 

Die zweite DGl heißt HauptgUichung der äußeren Ballistik. 

Kann mit ausreichender Genauigkeit angenommen werden, daß C(y) 
nicht von y abhängt, so kann (2) für sich gelöst werden. Durch die 
Transformation 

(3) = T = logtg||-+ 

geht (2) über in 

(2a) «'(T) = ttgT+ 2/(6»); 

in dieser F(»m kann die DGl bei beliebigem Luftwiderstandsgesetz /(v) mit 
ausreichender Genauigkeit graphisch integriert werden. Ist das Wider- 
standsgesetz speziell 

J(v) = a v" + 6 

(Euler für w = 2, 6 == 0 ; allgemein bei d'Akmbert)^ so ist (2) eine BernouUi- 
sche DGl für t;(d); ist (d'Akfnhert) 

/(v) =alogv + 6, 

so geht (2) für w(#) = log v in eine lineare DGl für u über. In diesen 
beiden Fällen kann also (2) in geschlossener Form integriert werden. 

Darf C{y) nicht als konstant angenommen werden, so erhält man aus 
(I), wenn neben (3) noch y{^) = z(r) gesetzt wird, 

(la) z'(T) = -ie*“a9T. 

Das System (la), (2a), wobei in (2 a) C{y) durch C(z) zu ersetzen ist, kann 
nun ebenfalls graphisch integriert werden. Für Gerate zur Lösung der 
DGlen s. A 32. 

>) B. Rothe, Sitzungsberichte Berlin. Math. Ges. 16 (1917) 92—97. C.Uranz — 
R. Roihe, Artül. Monatsh. 1917i, S. 197-239, 
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C. 9 . Systeme von nichtlinearen Diüerentialgleichiuigen. 


Lit.: CranZt Ballistik. MovUon^ Exterior Ballistics. P. Charbonnier, Traite de 
balistique ext^rienre» Paris» 1 1921» II 1927. 2>. Jackson, The method of numerical 
integration in exterior ballistics; War Department Washington» Document No. 984. 
1921. C. Cranz — W. Sckmundt, Berechnung einer Geschoß- Steilbahn unter Be- 
rücksichtigung des Kreiseleffekts und des Magnuseffekts» Zeitschrift f. angew. 
Math. Mech. 4 (1924) 449—463. ömer Lutfi 8alih, Prüfung der wichtigsten Me- 
thoden der äußeren Ballistik zur Ermittlung der Geschoßbahnen hinsichtlich Ge- 
nauigkeit und Zeitaufwand; Wehrtechn. Monatsh.» 1. Sonderheit 1935. L. Hä 
nert, Geschütz und Schuß, Berlin 1940. K. Stange, Das Problem der Flugbahn 
berechnung» Berlin 1940. K. Athen, Ballistik- Leipzig 1941. 

18—29. Systeme vcm mehr als zwei Differentialgleichtmgen. 

918 ap'(t) = y— !f'(t) = a52 +1^, z'{t)=ix^^z 

Aus den BGlen folgt x' — y' -{- 2' = 0 , also x — y + z = C. Trägt 
man dieses ein» so findet man 

X = C*! + C'j €*, y = — cf + (2 Cj O2 ^ + C3) e* + Cf 2 = y — x -f- Cj . 


919 aaD'{t)ss{b^v)yz, =s (c— «) ez'{t)zs{a^b) xy 

Aus den DGlen folgt leicht 

a X® -f 5 y* + c 2 * = Oj , a® x® + 6® y® c® 2 ® — Cg . 

Durch Auflösen dieser Gien nach y, 2 und Einträgen des Ergebnisses in 
die erste DGl erhält man eine DGl erster Ordnung» die auf elliptische 
Punktionen führt. 

Oder man setze 

6 c u = (a — 6) (a — c) X®, a c v = (6 — a) (5 — c) y®, 
a 6 tr = (c — a) (c — 6) 2 ®, — 3 C = u + v + m . 

Dann ist 

= C+v=e2» C+W7=e3 

mit ej + «2 + Cj = 0, und das Syutem wird auf die durch elliptische Punk- 
tionen lösbare DGl 

:'®-4(C-6i)(C-e3)(f--e3) 

zurückgeführt. 

Forsyih-JacobHhal, DGlen» S. 346» 8l2f. 


9-20 x'(t) = x(y—z), y'{t)ssy(z—x), z'(t) = z{x—y) 

Die Integralkurven sind die Schnittkurven der Flächen 
aJ + y+2=Ci, xyz^C^, 
Fonyih^acobtthal, DGlen» S. 333 f. 



18 — 29 . SyBteme von mehr als zwei Gleichungen. 627 

*'(*)■•■»'(*) = »'(*)+»'(<) =y«. 05' (f) +«'(*)=** Q .21 

Vgl. Halphen, Fonctions elliptiques I, S. 330. 

ar'(«) = ia5*-ljf, y'{t) = 2 xy—iz. 2'(f) = 3 J5«>-^j^ 9.22 

Vgl. HtUphenf Fonctions elliptiques I, S. 331. 

»'(<) = »(»*—«*), »'(<) =9 («*“**). »'(O = *(**— 9*) 9-33 

Die IKurven sind die Schnittkurven der Flächen 
x*+y*+2*=C,, xyz=Ct. 

■*'(*) = * ( 9 *-**), 9'(*)=-9 (»* + **), «'(0 = *(** + *r“) 9-24 

Die IKurven sind die Schnittkurven der Flächen 
** + 9* + 2* Ci, yz^xC^. 

jr'=—xf-i‘x+y,,y'=x^y—x—y, gfszy^—a^ ().25 

Die IKurven sind die Schnittkurven der Flächen 

2* + y* +logz* = Cj, 2(2y— l)=( 7 j. 

= 9 "(t)=^, = 9 -a 6 

WO F =F{r) eine Funktion von r = ]/ +z^ ist; DGlen der Be- 
wegung eines Massenpunktes unter dem Einfluß einer Zentralkrafb. 

Lit.: Forsyih-JacdbsthaU DGlen, S. 340— 343. 

Die DGlen können vektoriell in der Gestalt 

j rt j - F'(r) 

E=gradF oder 5 .=— 

(1 = Vektor mit den Komponenten *, y, 2 ) geschrieben werden. Es ei^bt 
skdi leicht 


f* = 2 (F +-Ci) (Energiesatz), 
j X I = c (Flächensatz), 

jc =0, 
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C. 9 . Systeme von niohtlinearen Differentialgleichuiigen. 


d. h. jede Bahnkurve in einer Ebene, die durch den Nullpunkt geh 
Den Vektor ;(t) selber kann man so erhalten: Durch 



mit 

C3 = |cl, = + C,)-dl 

sind r und (durch Vermittlung von r auch) <p als Funktionen von t d' 
finiert. Die Lösungen der DGlen sind dann 

E = r (a cos 9? It- b sin cp ) , 
wo a* = b^ = 1, a b = 0 sein muß. 

9.27 (x-y){x-z)x' = /{t), (y-x){y-z)y's=f{i), 
(*-*)(*-»)*' = /(«) 

Die Lösungen erhält man aus 

x+y+z = Ci, xy + yz+zx — Ci, x yz C 3 + f f (i)di . 

Serret-Scheffera, Differential- und Integralrechnung III, S. 283 f 


9 28 x{(t) suia;2 = ^4smd[;3 4 -X 5 C 08 a; 3 , 

aP2(l) =X4COSX3 — a»5 $inx39 
a?^(l) €08 072 = 0, 

a?i(f) — (1 — A) 0075 = — m sin 072 eos 073, 

07 ^ (t) -I- (1 — il)ao74= m sin X2 sin 073 

Die DGlen treten in der Kreiseltheorie auf; vgl. z. B. Maulton, Dii 
Equations, S. 156 . Dort steht rp, 9?, ö>i,co 2 statt .... x^: diese ve 
änderte Bezeichnung wird auch hier weiterhin benutzt. Aus den beide 
letzten DGlen des obigen Systems erhält man dann 

(1) + o)| — 2 m cos # = Cj 
und hieraus mit Hilfe der beiden ersten Gien 

(la) y/^ sin^ # + — 2 w cos ö = C\ . 

In ähnlicher Weise ergibt sich 

(2) (cüi sin 97 + ö>2 cos 9?) sin # + a A cos d — 
oder 

(2a) y' sin* # + o A cos ö = Cg 

Aus (la) und (2a) fdgt 

d^sin* = — 2 m cos* — (C^ +u*A* cos* &) 

+ 2 (m + o A Cg) cos # 4“ — C'g 

= F (cos 0 ) 
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und hieraus für u(t) = cos # 

u'* = — 2 m (u — Uj) (u — itj) (tt — U3) 
mit reellen u,. Damit ist das ursprüngliche S3rBtem auf eine durch 
elliptische Funktionen lösbare D 61 171 zurückgeführt. Für die weitere 
Diskussion s. z. B. McmUrn, a. a. 0 . 

*"(*) ®=^ (»' = 1 . 2 , . . »), wo F =F(r), f* = H h 4 9-29 

Lit.: M, Bintty Journal de Math. (1) 2 (1837) 457—468. 

Wird der Vektor 5 = {x^, . . x^) eingefuhrt, so erhalt man die Lö- 
sungen wörtlich wie in 9*26 bis auf den Flächensatz, der hier 

> * n 

X X — X X = C 

fi V fi V M»* 

lautet. 



10. Fanktional-Differentiolgleichangen. 


lo i y'(*)=sg(as— §), f>0. 

Lit.: F, Schürer, Berichte Leipdg 64 (1912) 167—236; 65 (1913) 239—246 
(Verbesserongen zur eraten Arbeit)» 247—263. O. Barba, Atti Accad. Linoei (6) 
11 (1930) 655— 658, 735— 740. Vgl. auch loii und io«6 sowie B. C. Tii^march, 
Journal Ix»ndon Math. Soc. 14 (1939) 118—124. 

Gesucht sind Lösungen, die für alle x existieren. Diese Lösungen sind 
notwendig beliebig oft difierenzierbar. Man erhält sie folgendermaßen: 
Es sei f{x) eine Funktion, die in dem Intervall mit den Endpunkten 0 
und i beliebig oft differenzierbar ist und die Gien 

/(')(0)=/<^^i>(f) (r = 0, 1, 2, ...) 

erfüllt. Man setzt dann in diesem Intervall y(x) -—f(x) und bestimmt, 
indem man immer um Intervalle der Länge |f | fortschreitet, y{x) weiter- 
hin durch die Rekursionsformeln 

y (fcf + *) = y (*f) +/ y [(t — l)f + xjrfar , 

*)=/<*' (x) 

für k — 1, 2, . . . und x im Intervall mit den Endpunkten 0 und. f. 


Lösungen sind z. B. die folgenden Funktionen und ihre linearen Kom- 
}K>sitionen : 

y = wenn a der Gl a = genügt; 

y = Gj sin « + Gj cos a: für f -f 2 k:i; 


— w^)** 

y=i7— ir- für 


f<f<7 


diese letzte Lösung ist übrigens e“*, wo a die absolut kleinste 

Lösung von oc = ist. 


Da die Funktion f(x) in weitem Umfange willkürlich gewählt werden 
kann, sind die Lösungen der gegebenen Gl sehr vielgestaltig. Über eine 
Möglichkeit, sie einzuschränken, s. lO ll. 
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ir' («)=«»(*)+&»(*-§) +c, f=i= 0.6 + 0 . 10 2 

(a) c = 0, homogene 61. Für 

y(a;) = t = T = 6 e®^f 

geht die 61 in 

u' (t) =u{t — r) 

über. Für deren Lösung s. lo«!. 

(b) c =t= 0 , unhomogene 61. Lösungen sind 

“4:* fära+ 6 +O, 
y(a;)= . fTTTf * für a +6 = 0 , af + 1 , 

jx* für 0+6 = 0 , o| = l. 

Die 6 esamtheit der Lösungen erhält man, indem man zu diesen Lösungen 
die Lösungen der homogenen 61 addiert. 

Vgl. auch Ä. Ws James ~ M. H. Bdz, Econometrica 4 (1936) 167— 16(K 

y' (a?) = a + 6, o + O. lO-j 

}) X 

Vgl. 10 - 4 . Für a 4 = 1 ist 2 / = Lösung. Die homogene 61 

(6 = 0) hat z. B. die Lösungen 

C X für a = 1 , 

y(x) = C x(x + 2^) für ö = 2 , 

Ca;( 2 a:* + 12 a;f + löf2) für« =3. 

(aap +6) + (ca? +d) </(«—§) =flr(a?) 10 4 

Die 61 kann (vgl. lO-i) gelöst werden, indem man von eineV Funktion 
y(x) ausgeht, die in einem Intervall der Lange | gegeben ist, und dann 
aus der D61 y{x) in Nachbarintervallen der Lange |f| schrittweise be- 
rechnet. 

Für a 4 = 0 geht die 61 durch die Transformation 
y(x) = u{t), X = — ft - ^ 

Über in 

Ottt'(t) +|c|t + °‘^~-^ tt(( + l) = g|f 
d. h. in den Typus 

■ t u'(t) + (xt +ß) u(t + 1) = hU) . 
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p. IO. Fonirtional-DiffeientiAlgleiohttx^ 


0, H^Aeisd, Miftth. Zeitsohrift 14 (1922) 35—98, hat unter gewissen zu- 
s&tzliohen Voraussetzungen untersucht, ob die Gl Lösungen besitzt, die 
für nicht starker als eine Potenz von 1«! wachsen. Dieselbe 

Frage hat er für 

+ a) y'iz) + (b + e X + d)f/ (x + 1) = g (x) 
untersucht und für 

i!PAx)y^^Hx-0=9(^) 

M) 

(P^ Polynome) entsprechende Ergebnisse formuliert; die angekündigte aus- 
führliche Darstellung für diesen allgemeineren Typus ist nicht erschienen. 


IO 3 (Oj OP* + Ol X -KI^) jf' (x) + (Ö2 x 2 + X + bp) Jf (x — §) = 9 (x) s. 10-4, 
10-6 »'(x) * fix) » (I) + 9 (*) 

Lit.: P. Flamant, Rendiconti Palermo 46 (1924) 135—207. 0- Vcdiron^ Balletin 
Soc. Math. France 54 (1926) 63—68. (7. Popovici^ Bulletin math. Soc. Roumaine 3C 
(1927) 71-74. 8. Izum, Töhoku Math. Journal 30 (1929) 10-18. 

Durch die Transformation 

y(x)=u{t), t=logx, T=logf 
geht die Gl über in den Typus io*2 

u'{t) =(p{t)u{t — T) +yf(t) 
mit 9? («) = 6* /(eO , V (0 = e* 9 («*) • 

Ist I ^ 1 und 6 in der komplexen 2;-Ebene ein Gebiet, dem x = ( 
und mit x auch ^ angehört, sind ferner / und p in (h regulär, so gibt ef 

genau eine reguläre Lösung, die für o; = 0 einen g^ebenen Wert annimmt 
Man kann die Lösung durch Iteration, d. h. als Grenzwert der nacheinandei 
zu berechnenden Funktionen 

X 

y«(*) = yo + / y»-i (1) +? (*) j dx 

0 

erhalten. 

Valiron findet für die Gl 

«y'(»«-y(*)H-e‘* = o, 
indem er das Iterationsverfahren 

»o(*) = «,(*) = « «i -1 (* S) 
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ansetzt, zunächst 

und damit die Lösung y ^u„ia. der Konvergendialbebene dieser Bmhe. 
Dieses Verfahren läßt sich auf den Fall ausdehnen, daß a eine rationale 
Funktion von x ist. 

Für den Fall, daß / und g nicht durchweg regulär sind, sondern Pole 
haben können, sowie für die allgemeinere 61 

y'(x) = SSM) y (!■) + 9(x) 

s. Flarmnt und Izumi, Popovici hat Untersuchungen über Gien höherer 
Ordnung angestellt. 


(a?) =s f(x) y {o>{x)) (x ) ; fyg,o} sind gegebene Funktionen von x, I 0 -; 

Lit.: 8, Izumi, T 6 hoku Math. Journ. 30 (1929) 10—18. L. jB. Bobinaon, Bulletin 
Soc. Math.France 64 (1936) 66-70, 213-215; 66(1938) 79f. ; Töhoku Math. Joum.43 
(1937) 310—313. Vgl. auch 10 * 15 . 


Durch die D61 sind Werte von y' an der Stelle x mit Werten von y an 
der Stelle (o(x) gekoppelt. Nach Robinson (letztes Zitat) hat z. B. 

als Lösungen y(x) = + C y,. 




— *“« mit o = 5 • 2" * — 1 

o, • • • «„ A." " 


und 


ist. Eine weitere, in dem obigen y nicht enthaltene Lösung ist 


mit 


//, = ®0 «1 • • • 

n -0 


«0 = 1 und 1 für n>l 


»'(■*)»(*)=#(»(»)) 


IO*- 
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C. 10 . Ftmktionai'Diffeientialgleichungen. 


Ist f die inverse Funktion zu <p, so folgt hieraus 
d. h. 

y^(f) = y>(9 + <^)- 

Damit iat die gegebene DGl auf lo-l zurückgefäbrt. 

Q. Barba, Atti Accad. Lincei (6) 11 (1930) 666— 668. 736- 740. 


10-9 Emige Oleichungen zwty‘'jt Ordnung mit leicht erkennbaren Ldenngen. 

(a) y"{x) =j/(x — n) 

y = Cj sin * + Cj cos. X . 

(b) y" = -y{^-x) 

y(x) =CiCos|ar — +C 2 Sin|x — . 

(c) 2 y" + y(x) —y(x-^Jt)=0 

y = Cg -i- Ci COS X + C 2 sin x . 

Die beiden Lösungen 1 und cos x stimmen an der Stelle a; = 0 nebst ihren 
ersten Ableitungen überein! 

(d) 2 y"(x) + 5 p(z) + 3 ~ a;) = 0. 

Auch diese Gl hat zwei Lösungen i/(x) = cos x und cos 2 x, die nebst 
ihren ersten Ableitungen an der Stelle a: = 0 übereinstimmen. 

W. B.Fite, Transactions Americ. Math. Soc. 22 (1921) 313. 


lo-iü i/"(ac + l) +rf/'(x)=:ay'(x + l) +6y'(af) +cy(x) +f(x) 

Die Gl tritt bei der Untersuchung über das Verhalten von Reglern, 
insbes. über den Zeitverzug auf, der zwischen der Änderung der kontrol- 
lierten Größe und dem Einsetzen der Wirkung des Reglers eintritt. Ist 
f(x) Ä 0, so führt der Ansatz y = C exp q x auf die Gl 

ß (p — a) -f (v ß — 6) p — c = 0 . 

Für / ^ 0 sind der Heaviside-Kalkül sowie numerische und mechanische 
Methoden (Bush-Analyzer) zur Lösung der DGl herangezogen worden. 

A. Calknder — D» Ä. Hartree — Ä. Porter , Time Lag in a Control System. Philo- 
sophical Transactions London A 236 (1936) 415— 444. 
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F-O 

^ ^ komplexe Konstante, reelle Konstante. 

Lit.: E. Schmidt, Math. Annalen 70 (1911) 499—624. F, Schürer, Berichte 
Leipzig ()ö (1913) 139—143. L. Bruwier, Congr^ bc. Bruxelles 1930, S. 91—97; 
Mathesis 47 (1933) 96-105. 0. Perron, Math. Zeitschrift 46 (1939) 127-141. 

Die Lösnngsverhältnisse der Gl hängen von der Anzahl m der Null- 
stellen (jede mit ihrer Vielfachheit gezählt) der ganzen transzendenten 
Funktion 

F(^) = (U)" + 

V=ü 

ab. Werden nur solche Lösungen betrachtet, die mit ihren n — 1 ersten 
Ableitungen für |a;| ->oo höchstens wie eine Potenz von |a;| wachsen, 
so hat die Gl für m =-- 0 genau eine Lösung dieser Art ; für m > 0 lassen 
sich m linear unabhängige Lösungen <pf(x), . . so angeben, daß 

die Gesamtheit der Lösungen gerade 

~ ^ 1 9^1 H (L'„ beliebige Konstante) 

ist. Für p = 0 erhält man die (p^, indem man für jede Nnllstelle A von F 
die Funktionen 


bildet, wobei s die Vielfachheit der betrachteten Nullstelle ist. Nach 
E. Schmiäd gilt das auch noch für einen allgemeineren Typ von DGrlen. 

Für die speziellere Gl 

+ «h y"“” (* + f) H + a„ y (.r + » f) = 0 

hat Bruwier Lösungen der Gestalt 


(I) 


OO 


y{x\ = ^A,- 

i-O 


v! 


ntersucht, wo die den Gien 

+ • • • + «n = 0 (^ - 0, 1, 2, . . .) 

genügen. Die unendliche Reihe (i) konvergiert in der ganzen komplexen 
af-Ebene, wenn 



ist; vgl. hierzu auch Perron, a. a. 0. 

Bei B, Baelie, Bulletin math. Soc. Boumaine 30 (1927) 106—109 findet man 
Bemerkungen über Randwertaufgaben und deren Beziehung zu Integralgleichungen. 


I<hII 
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C. 10 . Funktional-Diffetentialgleichungen. 


1012 


1013 


10-14 

10-15 


2* 

p-0 f-O 

Vgl. die Literatur zu io»ii und E. Hilh, Math. Annalen 78 (1918) 137 
bis 170. 


»<"> (ar) +JJa^ (* + ^ + S,) = F (*) 

p.i j-i 

L. Bruwier, Bulletin Li^ge 4 (1936) 336-342, 6 (1936) 14-17. 


^ P ,( x ) »‘"'(a?- 5,) = ff (*) 8 . 10-4. 

1-0 

ff<">(«) +2'/,(») »'''(*) +9(®) y (“» (®)) =0, 

v-0 

f„g,o) sind gegebene Funktionen von x, die in dem Intervall a<x^h 
stetig sind. 

Lit.: PclosBUchin, Über eine besondere Klasse von funktionalen Differential- 
gleichungen, Diss. Zürich 1910. W, B. Fite^ Transactions Americ. Math. Soc. 22 
(1921) 311-319. 

Durch die 61 sind Werte von y an der Stelle x mit Werten an der Stelle 
o)(x) gekoppelt. Ist a<|<A, a<a>(x)^6 und |tt>(a;) — f|< |a: — f|, 
so gibt es für beliebiges ®ine Lösung der 61 mit den 

Anfangswerten y{S) ==^«_i‘ Der Beweis kann durch 

das Iterationsveifahren (vgl. io*6) geführt werden. Durch dieses kann 
die Lösung auch näheningsweise gefunden werden. 



Nachträge zu Teil A. 

2*7 (e). Allgemeiner gilt folgendes: Ist y(z) für a^xdb stetig und 
nach rechts differenzierbar und ist für zwei in diesem Intervall stetige 
Funktionen /(*) ^ 0 , g{x) > 0 die UnGl 

|y+(*)|^/(a;) ly(a;)|+fl'(a;) 

erfüllt, so ist für je zwei ZaWen a; des obigen Intervalls 

* l\ * 

y(f)l+ f F(a:) = exp f J(x)dx 

18*7, S. 88 , Fußnote 1 . Die charakteristische Gl für die in der Fuß- 
note genannte DGl lautet 

~7/(*)d* 

+ ^(^) == ^ Tf(ö>)=e ° 

Vgl. auch Calamai, Bolletino ünione Mat. Italiana (2) 3 (1941) 370 — 372; 
Atti Accad. Italia (7) 3 (1942) 183—193. 

22*8, S. 107, Zeile 7. Hat P(s) insbes. lauter verschiedene Nullstellen 

• • •> ^n> daher ( 3 ) das Integral 

y = IJ //(*) e“'” * • 

26*2 (d). Für die DGl 

y"+g(^)y==o (g>0) 

kann auch die Transformation 

Q {x) sin '9{x) = y ]/ g(x) y q (x) cos &{x) = y' 
von Nutzen sein; man erhält für d die DGl 

^'= [/gi-|-iLsin 2 i?. 

Vgl. dazu E, Makai, Compos. math. 6 (1939) 368 — 374; Annali Pisa (2) 10 
(1941) 123—126. 

Nachträge zu Teil B. 

3 , S. 220. Hierzu ist hinzuweisen auf L, ColUitz, Eigenwertprobleme 
und ihre numerische Behandlung. Leipzig 1944, 

8 *8. Es sei folgendes Ergebnis erwähnt, bei dem die Lösung einer 
Randwertaufgabe zweiter Ordnung zu der Lösung einer Anfangswertäufgabe 
erster Ordnung in Beziehung gebracht wird: Es 8eif(x) für 
stetig differenzierbar und y(r,A) die für jedes A >0 existierende Lösung 
der Randwertaufgabe 

y" -My' + y)== ^f (^) » yW == y (i) = 0 , 
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Nachträge zu Teil C. 


Dann ist 

lim = für 0^a:<l, 

A-+CX) 

wo r){x) die Lösung der Änfangswertaufgabe 

rj' + t}=—f{x), j/(0) = 0 

ist. E, Bothe, Iowa College, Journal of Science 13 (1939) 369 — 372. 

Nachträgfe zu Teil C. 

i-i30a 2 xy^s:^+ 4 :ixy—l 

y= ~\z!^tWy 2=Zyli“derfunktion 

mit übereinstimmenden willkürlichen Konstanten bei Zq und 
L. SchwarZy Zeilsohr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 125. 

1-360 a |eo8* Y + oj 1^' s=y |cos* j— tf -i-a 4- 1 j tg y . 

Für ^ — — ~2 entsteht die lineare DGl 

^ X 

(af+1) rj’ + ri = S 

mit der Lösung 

V=^+C{a^+l)~- 

K. Schmrzschildf Untersuchungen zur geometrischen Optik II, S. 22 f. 
[Abhandlungen Göttingen, Neue Folge 4 (1906)]. 

i-SÖga + a4=0, 6 + 0. 

Löst man die Gl nach ?/' auf, so erhält man zwei DGlen mit getrennten 
Veränderlichen. Aus diesen erhält man die Lösungen 
a = a2, b^oL^ß^: y=ß SinoL{x + C) , 
a = a2, 6 = — y = ß(lo\Qii{x + C) , 
a = — b=:(x?ß^: y = /Jcosa (x + G) . 

E. GourscUy Nouvelles Annales Math. (4) 20 (1920) 387—391. 

1-458 a [(a a* + 6)2 + o2) + o2 c2 = 0 

Für y(x) = ncf^i^rj(^), 

c 

' entsteht 

(f® + 1) )/* + 2 1 7j' + = 1 

Auflösung nach f) ergibt die d’Alembertsche DGl 

r] = -Sv'±H-v'^- 
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Diese hat z. B. die trivialen Lösungen Aus diesen erhält tnfl.n 

für die gegebene Gl die beiden Lösungen 

y—±n^|(ax^\-hf■\-c^. 

(»*— ft) + 2 (xy— c) + *2— o = 0 

Durch eine Drehung des Koordinatensystems läßt sich c = 0 erreichen. 
Es wird daher weiterhin 

(I) — a=0 

behandelt. 

Man erhält für a = 0, 6>0 die Kreise (y ± = . 

Für a > 0 , 6 = 0 vertauschen x und y ihre Rollen, man erhält also 
die Kreise (a; ± (/ a)^ + . 

Für a:=b = c^ erhält man die Kreisevolventen 

x = c[coat-]-{t — tQ) sin^], y=c[sint-~(t — ooat ] . 

Für a > 0 , 6 > 0 ergeben sich die Ellipsenevolventen 

a;== l/a|co8t + ^ Jseftj, |sin t J 

mit 3 ^ a siv? t b coa^ t , 

und gleichen Integrationskonstanten bei beiden Integralen. Ferner für 
a > 0 , 6 < 0 die Hyperbelevolventen 

x—± |^a|(Eo| ^ — ^ f 3 dtj, y— |sin^— ^ 

mit 5^ = a Sin^ t — 6 dopt . 

Für a< 0, 6> 0 tauschen hierin wieder x und y ihre Rollen. Die Evolventen 
lassen sich mit einer Tafel der elliptischen Integrale punktweise berechnen. 
W. Heybey, Zeitschr, f. angew. Math. Meoh. 23 (1943) 123f. 

/(»')=»»'+® 

Fttr ein Lösungsverfahren s. W. Heybey, Zeitsohr. f. angew. Math. Mech. 
23 (1943) 124. 

Für stetig differenzierbares f{u) und zweimal stetig differenzierbares 
y{x) folgt durch Differentiation nach x 
(I) [/'(w)~2!/y']w'(a;)=:0 mit u(x)=:yy' + x. 

Ist in (i) der erste Faktor an einer Stelle =t=0, so ist das auch in 
einer Umgebung dieser Stelle der Fall, also dort der zweite Faktor = 0, also 
M=o, d. h. 2yy'=-2x + 2a, also y* = -(a:-a)*+6; 


i'492 a 


1-570 a 

1-573 a 
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Naohtr&ge zu Teil C. 


Einsetzen in die gegebene DGl ergibt, daß dieses eine Lösung für 6 = f{a) 
ist. Man erhält also die Lösungen 

y® =/(»)- (»-»)*• 

Ist =1= 0 an einer Stelle, so ist in einer Umgebung dieser Stelle der 
erste Faktor von (i) Null, also 1/2 = J f{u)dx. Aus/'(w) = 2yy' = 2 (tt— x) 
folgt weiter (/" — 2) ti' = — - 2 . Daher ist 

= j /'M [i - 1 /"{«)] = /(«) - j/'* W + 

Bei Einträgen dieser Funktion in die DGl ergibt sich 0 = 0, Man erhält 
damit für diese Lösungen die Parameterdarstellung 

/(«) — !-/'*(«), X = u — ~f'{u) für /"(m)4=2. 

Maria di Bello, Rendiconti Napoli (4) 10 (1940) 111 — 114. 

i-575a 'P(/* +/y9', /-*(/* +4»')) = 0. f = 

Für f = y erhält man die Clairautsche DGl, für / = a;2 + j)Q\ 
1*573 a. Um im allgemeinen Fall Lösungen zu erhalten, differenziere man 
nach X, Sind 0^, 0^ die Ableitungen von 0{u, v), so erhält man 

Setzt man den ersten Faktor = 0, so erhält man Lösungen aus der Gl 
f(x,y) = Ax-\- B mit 0(A, B) = 0 , 

Es bleibt noch zu untersuchen, ob die DGl 

0„(. .)-x 0,{. .) = 0 

Lösungen hat und welche von diesen der gegebenen DGl genügen. 

Maria di BeUo, Rendiconti Napoli (4) 10 (1940) 281--287. 

2 iia i,"_(a!*+3) j; = 0 

y = xe^’^{c, + C,j^e-^dx). (G)^) 

2*20 a j/" = («2 + a (2 ö + 1 ) y; Sonderfall von 2*29. 

y = £|( 7 i + (72^1^1 mit £ = exp (oe* + 6a:) . 

H, Görtier, Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 233. 

^) Die mit (G) bezeichneten Lösungen sind dem Manuskript Golducheider ent- 
nommen; vgl. dazu das Vorwort. 
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y" =: |a6i^2a; + ? *7^ cos2^a! + ( 26 c— «)sina! + (2ac+b) cos® 2-230 

t/= iJ |Ci + ^2 ^ ~ (ö^ sin X— 6 cos x + cx ) . 

H, QörtUr^ Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 233. 


9 " +oä^' + (öe'^ + c)i/ = 0 2*37a 

y = e Zy |2 6e“| mit v — ^ 4c, = Zj’linderfunktion. 

H, Qörtler, Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 233. 

1/" +o^' +6e-®^i/=:0 2-37b 

Für y = f = e“^ entsteht die DGl 2*9 

L. Conte, Publications math. Beigrade 6—7 (1937—1938) 119—125. 


y" +®j;' + (ft®2 + o)i; = 0 
Für 6 = 4 ist 

4 

I -i/r -*'^“1 f- -i-i 

I e * ^CiC -f Cae | für a4=-2 , 

y ^ \ a;* 

le“(Ci + Ca:r) füro = |. (G) 


2-41 a 


y" + (o6^ +6) 1 ^' + (i4e“^ +ße® + C) 1^ = 0 2 - 63 a 

Für .4 = -a(a + a), G = -i3(6 + i8), J5 = - (a/? + 6a + 2ai8 + a) 
ist 

y = exp (ac* + )8a;){C'i + (^g Jexp[— (a + 2a)e'^ — (6 + 2ß)x]dx ] . 

Der Fall .4 = 0 tritt offenbar sowohl für a = 0 als auch für a = — a ein. 

H. Görtier, Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 233. 


y" +jf' tga? +ajcos2aj = 0 2*66a 

Für y(x) = f = sin x entsteht die DGl 2*9 

fj" + ari — 0. 

Durch die Transformation y = u(x) x wird aus der DGl ,die 270 
fglgende: 

w'' — (a + 2) w' tg a; + (6 — a — 1) m = 0 . 
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Für eine natürliche Zahl n hat die DGl 

(1) 3^"~-2ny'tga; + 6y = 0 
die Lösungen 

/I d\n 
^ ”” (cosajdz) 

wenn v(x) die Lösungen von 
durchläuft; die DGl 

(2) 2/" + 2wy'tga; + 62 / = 0 


hat für dieselben Funktionen v die Lösungen 

y=z cos^”"*’^ X ^ 


1 d \n+l 
Bxdxj 


Das Letzte folgt aus dem Kesultat für die DGl (l) mit Hilfe der voran- 
gehenden Transformation. 

Für ungerade ganze Zahlen n benutze man die am Anfang angegebene 
Transformation auf die Legendresche Differentialgleichung. 

Für einige weitere Fälle der ursprünglichen DGl sind von Goldscheider 
die folgenden Lösungen angegeben: 

6 = a + 1: y — cos“"^^ x(Ci + C^2 / cos“®“^ xda;); 

6=1 — a: y = Ci8mx + C 2 [cos®“^ x + (a — 1) sin x J cos®*”^ xdx] ; 

6 = 2 a + 4 : y = C^sin xcos“'^’ x 

+ Gg - — (a + 3 ) sin x cos®“^^ x f cos~®“^ xdxj ; 

6 = 4 — 2 a: ^ = {(a — 2 ) sin^ x + 1 } + Gg {(a — 1) sin x cos®“® x 

+ (a — 3 ) [(a — 2 ) sin^ x + 1 ] J cos®“'* x dx} ; 

■1 2 Ä + 1 tt + 1 

5 = y = Gj (1 + sin x) 2 ^ C 2{1 — sin x) 2 . 


271a y" +at/' ctgca; +öijr = 0 

Für y{x) = ?y(f), I = cx + ^entsteht die DGl 270 
t}''-±rj'tgS+~r] = 0. 


Speziell ist nach Ooldscheider für c = 2 und 

q 2 

6 = 1 — y = sin’' X + Cg cos** x mit v = 1 — ; 

a = 2 , 6 = — 1 : für y (x) = ?;(|), | = sin x entsteht die DGl 2‘3I7 mit 
statt X, y\ 

a = 2, 6 = — -|-: für y(x) cos y = f = tg y entsteht die DGl 2*317 
mit f , rj statt x, y. 
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U"— 2 y'ctg 2 x+ayt^xss(i 271b 

Für y(x) = i^{^), f = cos a: entsteht die DGl 2'l87 
i^ri"-Sri' + ari = 0 . ( 6 ) 

»"+/»'— (o(« + l)/* + o/')j; = 0, f = f(x). 2*76a 

y = e"^ (C^ + C2 / dx) mit F = J f{x)dx . 

H. Görtier, Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 233. 

»" + (/ + ») 9 ' +(/'+/?) 9=0, /=/(«), g = g(x). 277a 

y = e~^{Ci + G2je^~^dx) mit F = jf{x)dx, Q = jg{x)dx. 

H. Görüer, Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 233. 

»"+2/9' + |/2+/'+^—^—Oäf2|jf=:0, /=/(*), g = g(x), a^O. 278a 
Lösungen sind 

« = J_ p-'fif±Vö^9)dx 

Yg 

Die Gesamtheit der Lösungen erhält man hieraus nach A 24*2. 

Weitere Transformationen der DGl: ‘ 2*105 

Für u(x) = x^y' entsteht xw" — a%' + 6xw = 0 , 

für u(x) = ~y' entsteht xu" + (« + 2) = 0 , 

für u(;x) = x^~^y entsteht xu'* + (2 — a) %' + hxu = 0 . 

F. A. Lebesgue, Journal de Math. 11 (1846) 338f. 

Für a = 1 — 2 a, 6 = — Ä’(a — 1)^ ist 2*lo6 

y = Ci exp [l/kx^"^) + exp (— J/^ . 

Nach Ooldscheider sind Lösungen für 2*107 

x(^y" + y') ± y = 0 : y = xe~^y x je nach dem Vorzeichen; 
i*?y" + (^ + l)y' + y = 0: y = er^\ 

xy'' + (x+ 2)yf cy = 0 : y = — für c = 1 und y=e * für c = 2. 

S. 428 oben füge man hinzu; 2*113 

Es ist 

F(a, a, x) = e^ , 

und zwar soll das per definitionem auch für ganze Zahlen ci ^ 0 gelten. 
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Ferner ist 


m j s Je 

(~ l)*(ifc) 6 (5 + 1)... (6 + 

(m — 1) ist. Für 


wenn m eine ganze Zahl ^ 0 und 6 4 = 0, — 1, . . 
a = 6 = — m = ganze Zahl < 0 ist auch 


< = a;)- 


jn+1 


(m+l)! 


F{l,m+2,x) 


i-O 

eine Lösung der DGL 

Ist 6 == n eine natürliche Zahl, so sind die Lösungen für n ^ 2, a 4 = 0 

rn-2 


y = C,F{a,n,x)+C,i^S (- 1 )"-'' (»-!)!(«-*- 2 ) ij“ 


f 4“ D • * * 4- — 1) ri 


und für = 1, a 4= 0 

y = Cj^F(a,l,x) -\-C^(a, l,x)\ogx 


ia 4- k— sx/^ 


/ L_. 

1 

1 ' 

\a + v 

n -fr 

i+», 

tyU 

1 


fc! A 1 

»r»0 ' 

a-f r 

l + v|J 


{Kienast, a. a. 0.). Man erhält diese Lösungen nach beiden Methoden 
A i 8’2 und A 257 . Der Fall h = — n läßt sich durch Übergang zu 
^^^F{a — 04 -lj 2 — ö,a:) auf den vorigen zurückführen. 


2-ii5a a?y" + (3 aJ— 1) 1^' — (4 « + 6 a + 4) y = 0 

Für y{x) = e^r}(^), ^ — — bx entsteht die DGl 2*113 
f — (f 4- 1) 4- (a 4- 1) ^ = 0 . 

Aufgabe aus Nouvelles Annales Math. (6) 2 (1927) 27. 

2 *ii 5 b flcy" + (aa; +2) a; ” ap— a| y = 0 

f/ = -i exp |6c*— xj {Ci 4 - Ü2 / exp {x — 26 e*) dx ] . 
H, Oörtler, Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 234. 

2 -II 5 C xy" +2(aaj + l) j/' +(öaje'"(l — öe^) +o2a? + 2ö) y = 0 

2/ = *^ exp(-~aa; — öe*) {014-02 J exp(26e^)dj} . 

H, Görtier, Zeitschr. f. angew. Math. Mech, 23 (1943) 234. 
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ff" + (2 a a? + 6) y' + (c « + a 6) y = 0 , Sonderfall von 2*162 (17). 

I36 , 

y=zx ^ ^ c^d!^ mit v = — g— , 

a?ff" + (ofic +6) ff'— [(a H-c) a? +5] cff = 0 

Eine Lösung ist y = c®*, die andern Lösungen erhält man aus dieser 
nach A 24*2 (b). 

a 

— — X 

Für y = e ^ u{x) erhält man 

xu'" + 6ii' + |^|c — a; + d — yj = 0 . 

Für c = y ist das die DGl 2*104 für d = ~ die DGl 2*105 . 

®ff" + (ax+b) ff' + (— c^aj^ +oca 5 + (ö + 1 ) c) a^ffsrO 

Eine Lösung ist y = exp ; die andern Lösungen erhält man 

aus dieser nach A 24*2 (b). 

ajff" + («2 + 1) y' +2a;ff = 0 

j, = e‘^(üi + C?2|ie^(ix). (ö) 

a? ff" + (a *f 2 ) ff' + 6 a?^ ff = 0 ; Typus 2*i25b. 

Für xy(x) = u(x) entsteht die DGl 2*55 

v!' + axv! + {hx^ — a)u — 0 ; 
für a = 1 , 6 = ! hat diese die Lösungen (G) 



a?ff" + (oa?2 +6) j/' +/(a?) ff = 0 

lil 

Für y =z X ^ e ^ u(x) entsteht die DGl 

X*tt" + Xm' + (x/ — ^ X* — X* — M = 0. 

Ist 

+ ^ + oder f = + + 

SO ist die neue DGl von dem Typus 2*162 (i). 


2*1196 


2*120 


2*I20a 


2*I20b 


2*125 a 


2*1256 
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2‘i25c *jf'' + (oaf* +bx + c)y' + (Aa^ +Bx + C) yssO 

(a) ^ = a(6 4-ji:), B=2a~bk—P, C = 6(c— 1) + fc(c— 2): 

y = jJ-« exp |— ^ + **1 1^1 + Cj / exp — (6 + 24) atjdxj . 

(b) il = o(6 + 4), B = o(c + l) — 4(6 + 4), C — — ck: 

y = exp |— ^ + 4xJ jCj + CiJ x~‘ exp — (6 + 24) xjrfxj . 

(c) A = — ak, B = o(c—l) — 4(6 + 4), C = 6(c— 1) + 4(c— 2); 

y = X*“* e** |Ci + Cj / x^'^exp j^— ^ — (6 + 24) xjdxj . 

(d) A = — ak, B = — 4 (6 + 4), C = — ck: 

+ x~'expj^— ^ — (6 + 24)xjdx|. 

H, GöxtUfi Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 234. 

2*i26b xy" + o) jf' +6af*‘''''^y=0, a + — 1 . 

y = für 6+ ~, 

wo Z = ist und a^, Oj die beiden verschiedenen Lösungen von 

a* + « + 6 = 0 sind. Für 6 = ~ ist 

y = e'^(Ci + (7jX*+*) . (ö) 

2*i27a xy" — 2 (xtgx + 1) y' +39 tgac=0 

y^Ci(igx — x)-\-Gi(xtgx-\-l). (Q) 

2‘I38 a 4xy"+4(x-i-a)y'-t-xys:0, Sonderfall von 2'i62 (16). 

y = X * e 2 Zi_, (V— 2 ox). (ff) 

2‘i45a (ax + b)y" + 8 (cx4><l) y' — s* [(o + c) x + 6 +1I] y = 0 

Eine Lösung ist y = e'^, die übrigen Lösungen erhält man aus dieser 
nach A 24*2. 

H. OSrÜer, Zeitschr. f. angew. Math. Meoh. 23 (1943) 234. 

2*i87a x*y" + 2 oxy' + [(6* e®'*— v^) x* + o (o— 1)] y s 0 s. 2'l62 (23). 
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Für 6 = 1, c = a — 2 hat die ursprüngliche DGl die Lösungen 
y = ^ (cj + Cj./ e" * rfx) . 

+ (aa? 4*6) yf + (coj® +<la; 4-e) {( = 0 

-1 * 

Für y = x ^ (vgl. A 16*3) erhält man die DGl 

insbes. also für 6 = 0: 

+ l^ca:^ + da; + c + 1 |l — ||j w = 0 . 

Für das obere Vorzeichen, a = 0, 6 = — 2 ist 

S = c.(l-|)+c,(l + |).-. (0) 

3^y" +a!*y' + (aa;^ +b) j^ = 0 

Sonderfall von 2‘l62 (lö) mit den dortigen Zahlen a=—b = ^ 
c = ß = l, a* = a — j, r* = i — 6. 

a^y" +x{x+ a) y" + 9 = 0 

l-g 

Für y = X ^ u{x) entsteht die DGl 2'I07 

Xu" + (x + 1) tt' + M = 0 . 

x?y[' + ( 20 ® +6) xy' + (o*®* + c® +d) 9=0 
Sonderfall von 2-l62 (i6) mit c = 1, jS =-^. 

®2j" + (o®+6)®9' 

+ (A(a-A) ®* + (oß +bA-2AB) x +B{b-B-l)) y= 

y = (G^ + Cj x^^-'’e(^^-‘‘>^dx) . 

H. Oörtlery Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 234. 


2*i88 


2*l88a 


2*190 


2*191 a 


2*205 a 


2*2o6a 


2*207 a 


t/'— (ap 2 + 1 ) y = 0 ; Sonderfall von 2*162 (17). . 2*209a 
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2-2i2a + (aa? 2 + 5 a? + c)ajjf' + (ilap® +Bap2 + Ca? +D) y = 0 

(a) k — ar^ B = a« + öf — r®, C = Ö5 + cr— 2ffi, D = ä(c — 5— 1): 

y = a;"*e~'’^|c'i + C'2ja:^*'"®expj^(2r — 5 )aj — 

(b) -4 = a(6 — r), J 5 = a(c — 5 + 1) +^(6 — r), (7 = 2 r 5 , 

D — 8 {c — 8 — 1): 

y = a:"*exp |— ^ — »"«l + <^2 / + (2»‘— • 

Oörtler, Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 ( 1943 ) 234 . 

2*2i6a 2ap2j^' tgap +aj^ = 0 

Für u(x) = y cos x entsteht die DGl 2*153 

x^u” + (a ;2 + a) w = 0 . (G) 

2*2i6b x^y” +2ap2|/'ctgap + ay = 0 

Für u(x) = y sin X erhält man dieselbe DGl wie bei 2 *216 (a). 

2*2 i 6 c (2a?tgap— 1) »^'--(aptgap + a) i^ = 0 

Für u(x) = y cos x entsteht die DGl 2*162 

x^u” + xu' + — a) w = 0 . 

2*2i6d ap2 + (2 ap ctg ap + 1) ap + (ap ctg ap — a) y = 0 

Für w(a;) = ^sin x entsteht dieselbe DGl wie bei 2*2l6c. 

2 218a +xfy' + {xf + (a— 1) / + o (1 — a)) y = 0, f = f{x ) . 

y == x^ e~^(Ci + C2j x^“^^ dx) mit F= J^^dx. 

H. Görtier j Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 ( 1943 ) 234 . 

2218b ap2|/"+a?{/ + 2a)jf' + [(a+ 6 ap)/— 523.2 f==f)x). 

y==x~'^ 1^1 + ^2/ exp| 26 a; — 

H, Görtier j Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 ( 1943 ) 234 . 

2225a (ap2 + 1) 1^" — a;i^' — 24 = 0 

Für y(x) = ri(i), i = ix erhält man den zweiten Sonderfall von 2*231 a 
mit f , rj statt x, y, 

2*231 a (ap 2 — 1 ) y” — xy' •^ayssO; Sonderfall von 2*247a. 

a=- 3 ; = Ci( 2 *:»- 3 *) + C2 1 * 2 - 11 ^; 

a=:~- 24 *. y = Gi( 64 a:®— 120 a^+ 60 a: 2 ~- 5 ) + G2a;(8a;^— 3 ) |a: 2 — 1 | 2 . ( 0 ) 
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(*2_1)j,"+o9'-69=0 

Eine Lösung ist 

i+— 1— - 

y = |a: + l| ^\x — l\ *( 4 a: — a); 

die übrigen Lösungen erhält man aus dieser nach A 24*2 (b), ( 0 ). 

(x2_l)j^"^2a!9'+29 = 0 

y^C^x + C^ix^+l) , 

(a?2— 1) y" -hZxy' +ay =:0 

Für u{x) = y(x) f\x^ — 1 1 erhält man die DGl 2*235 
{x^— l)u'' + xu' + (a — 1) w = 0 . 

(«2—1) y" = 0 

Im Intervall |a;|<l erhält man für y(a;) = »y (f), x = sin f die 
DGl 270 

^;" + (l-a)^^'tgf-~6?j = 0 

und in den Intervallen a; > 1 bzw. x < — 1 für y (a:) = 7 ;(f), a; = ± dof f 
die DGl 2*65 

?y" + (a—l)rj'(Ltq^ + brj = 0 , 

Ferner geht die ursprüngliche DGl für ^ = |a;2-~ 1 1 ^ u(x) über in 

{a:2~ 1 ) + (4 — a) xu^ + (2 — a + b)u = 0 . 

Die an erster Stelle genannten Transformationen sind vorteilhaft, wenn 
a eine ganze ungerade Zahl ist. 

« («— 1 ) I/" + a 9' + 5 j/ = 0 ; Sonderfall von 2*260. 

Einzelne Lösungen sind für 

6 = — 6: y— ja;— 1 |^”®(4a; — a— 2); 

a = 2, 6 = — 6: y = ^; 

a = — 2, 6 = — 6: t/ = (a;— 1)®; 
a = ~, b = -j: ^ = 1 * 1 ^ 

Die andern Lösungen lassen sich aus den angegebenen nach A 24*2 (b) be- 
rechnen. (ß). 


2*232 a 


2*240a 


2*241 a 


2*247 a 


2 - 255 » 



650 


STachträge za Teil C. 


2-258 (a) b = c=-a: y=(x-l) (Cj+Ca j 


. f 1 o 3 11 ^*^ 

(b) b=-^-a, c = -^-p y=\xY 

(c) 6 = 4, c = — 3(0+2): 


, = |. - 1|— > [(« + 6)— 4] {c,+c. / ; 

(d) a=2i--l, 6 = ~2t— 1, c = l--2i:eineLö8uiigi8t y= 5 a: + 4 i— 3 . 
(Goldscheider). Vgl. auch 2*268, 2*268a, 2*269. 


2*267a 2x(x— 1) + (»— 1) j(' — 9 = 0 

(+(x— l)log 


2^=C'i(x— l) + (72(2y |x| 


1^-1 
1^+1 
2 (a:--l)atctgy|«] 


für x> 0, 
füra;<0. ( 0 ) 


2*268a 2 «(«— 1) j/" — (2 aj— 1) }(' + ay = 0 

Für y{x)=^rj(i), a; = 8in^^ ent8teht die DGl2*7ia 

V'~2^;'ctg|-|^ = 0. 

I8t speziell a = 2, so ist ^ = 2 x — 1 eine Lösung. (G) 


2*28ia + 4 a? 3 y' + (2ap2— 3 )ff = 0 

y=j^(c'i + Ca«"T (G) 

2-282a 435*9" + («* + 0*2+6) j = 0 

Sonderfall von 2-162 (16); die dortigen Konstanten haben die Werte 
a = -|, b = —j, c=2, ß = l, a = ^Ko— 2, r = i ^ 1 - 6. Ist in 
der obigen Gl speziell o = 2 , so ist 

y = + Ca x"* , 

und für a = 6 = 1 ist 

j* 

9=^X6 * (Ci + Calog x) . (G) 


2-285a 4«(«— 1)9" +4(2 «—1)9' +9 = 0 

Für y(x) = X = f ^ entsteht die DGl 2*317 mit f , rj statt x, y. (G) 

2285b 4 »(ap— l)sf" +4(a5— 1)9' — 9 = 0 

Für 9(x) = rj(^)f z = ^ entsteht die DGl 2*316 mit Tj statt x, y. ( 0 ) 
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4(**- 1) r + 4(2 «- 1) ^ 0 




aro sin x 

flt dof X 


für |x[<l, 
für jxj > 1. 


a!^y" + (aa;+b);fsO 

Man dividiere die Gl durch x; man erhält dann den Typus 2-I55 mit 

1 : = — 1 . 


**9" +xy' +ay =0 

a = — l: y=x(Gi + Cje*); 
a=-2: y = e^(ci + C2/e"*dx). (G) 

05 ® j" +aor®y' + (bx+c) y= 0 ; Sonderfall von 2-162 (i). 

^y" + (o® +6) xy' ■+■ (c® 4-d) yasO 

Für y= x^u(x) mit k= — ^erhält man die DGl 2-l88 
x*tt" + [(a + 21:) X + 6] «' + [i:(a + 1: — l)4-c]w=0. 

Ist c = 0, d = b{a — 2 ), so ist y = c* eine Lösung der gegebenen DGl; 
die übrigen Lösungen erhält man aus dieser nach A 24-2 (b). 

®(®® + 1) y"-2(®® + 1) y" + 2 ® y =0 

y = Ci(x® + 1 ) + C2 [(x® + 1 ) arctg x — x] . (G) 

®(®® + 1) y" - (®® + 1) y' +®ys=0 

Für y(x) = xjjd), I = j entsteht die DGl 2-316 mit rj statt x, y. 

® (05® — 1 ) y" + ( 05 ® 1 ) y' — ® y = 0 ; Sonderfall von 2.318. 

Für — 1< X < + 1 ist 

y = CiE*{x) + C^[E(x)-K(x)y, 
zu den Bezeichnungen s. 2-316. 

®(*®— l)y"— 2 ( 05 ®— l)y'+ 2 ®y = 0 

»=(«*-i){c.+c.(i”8|lTr|-Ä))- 


2*286a 

2-303a 

2-304a 

2-305 a 
2*3ioa 


2*311 a 

2*311 b 

2*3i5a 


2*3i6a 
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2*318 x{a^--l)y" •¥exy =:0 

(a) c = — (a + 6) (b + 1) ; eine Lösung ist y = ; 

(b) 6 = 0, c = 1 — 1| : eine Lösung ist y = (a; ± 1) ® ; 

(c) c = — 2(a + 1) : eine Lösung ist y = a;^ + • 

Die andern Lösungen erhält man in diesen drei Fällen nach A 24*2 (b). 

(d) 6 = 1 — a: Im Bereich a;* < 1 entsteht für y(a;) = a; = sin | 
die DGl 271a 

V' + (a — 1) V ctg f — c?/ = 0 , 

und im Bereich a;^ > 1 für y(a;) = x = ±^(Lo\ ^ die DGl 2-64 
rj” + (a — 1) 2g 1 + c?j = 0 . 

(e) a = ---2(v — 1), 6 = 2v, c = v(v — 1): Sonderfall von 2*240 (18), 
wobei die dortigen Größen a = v, ft=l, c=— 1 sind. 

(f) 0 = 3, 6 = — 1, c = |: Für y(x) yi + a; = 9;(|), f = ent- 

steht die DGl 2*317 mit rj statt x, y. ( 0 ) 

(g) Für y(x)=rj(^)y f = ]/^l -~a;2 entsteht die DGl 

{(f* — 1) + (af2 _ a — 6 + 1) ?y' + c f ?? = 0 . 

Für fl = — 2(v — 1), 6 = — 1, c = v(v — l) ist das die DGl (e) mit f , rj 
statt x^y, 

2*320a 052(05+1)»"— (x~l)ajy' + (2 aj + l)y = 0 

Für y = e^^°^^u{x) erhält man die hypergeometrische DGl 
a;(a; + 1) + [(2i — 1) a; + 2t + 1] + (1 — 2t) tt = 0. 

Man sieht immittelbar, daß tt = (2t — l)a; + 2t + 1 eine Lösung ist. 
Trägt man diese in y ein und trennt man Real- und Imaginärteil, so erhält 
man die Lösungen 

y = Ci[(a; — l)coslogx + 2(x+ l)sinlogx] 

+ C2 [ 2 {x + 1) cos log X — (x — 1) sin log x] . 

2*322a 052(05—1) »" + 05 (05 + 1) »' — » = 0; Sonderfall von 2*200 (19). 

» = *^(C'i + C'2loga:). 

F, Pirez y Gonzales, Revista matematica Hispano-Americana 1942. 

2-325a 1) y" + (o« +6) xy' + (c» +cl) yssO 

Man bestimme k so, daß F — (6 -f 1) i: = d ist. Dann entsteht für 
y = a:*M(!r) die DGl 2-26o 

x{x— 1)«" + [(a-f 2i) x + ö— 2/fc]«' + [c + Ä:(a + ife — 1)]« = 0. 
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Für komplexes fc == a + ijS ist die Transformation ebenfalls anwendbar; 
es ist dann 

0^=0;** = jr* [cos {ß log o:) + i sin (ß log x)] 

zu setzen. 

Sonderfälle nach Goldscheider : 

(a) 6 = — 2, c = 0, d = 6: mit k = — B erhält man die DGl 2*258 (c) 

x{x^ 1 ) u" + [(a — 6) a: + i]u' — 3 (a — 4 ) u = 0 , 

(b) c = 0, rf = (a + 6) (a — 1),. eine Lösung ist y= die andern 
Lösungen erhält man nach A 24*2 (b). 

(c) a = — - 2, 6 = 4 , c = 2, d = — 6: mit k =2 erhält man die DGl 

(a:-l)«" + 2M' = 0, « = 

(d) a = ö = — 1 , c= 2 , d = — 1: mit = i erhält mandie DGl 2*258 (d), 
also 

y z=z C^l{bx— 3 ) cos log a; “ 4 sin log x] 

+ Gg [( 5 a; — 3 ) sin log a; + 4 cos log x], ^ 

gc^y” = (2 + 1 ) y; Sonderfall von 2*155 ^ — 2. 2*342a 

"" A -L 

y = C^{x^—x)e^+ C2{x^ + x)e ^ für das obere Vorzeichen, 

2/ = Ci \x^ cos i + a; sin-j + Gg sin^ — a; cos für das untere 
Vorzeichen. {G) 

^ y" + — 1) a; I/' — (ap 2 — 1 ) = 0 2*349a 

Eine Lösung ist offenbar x. Damit erhält man 
j/ = x|Ci + C'2exp(-i|j. (G) 

ap^i/" +aap®i/' + (ba;^ + ca?’'*) = 0 2*354a 

Sonderfall von 2*162 (l); man dividiere durch x?. 

x^y'" + (aac +2ö) x^y' + {cx^ -^dx^ -^ex +f)y :=:0 2354b 

Man dividiere durch x^. Die DGl ist dann ein Sonderfall von 2*162 (16), 
falls mindestens zwei der drei Gien c = 0 ,e = (a — 2 ) 6 ,/= 6 ^ erfüllt sind. 

«2 (a;2 1) + (3 ay 2 — 1 ) ac + 1/ = 0 ; Sonderfall von 2*363 a. 2*362 a 

Für xy = u(x) entsteht die DGl 2*315 a mit u statt y, (G) 
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2*362b aj2(ap2— 1) y'" +3(a^— 1) — y = 0; Sonderfall von 2-363a. 

Für u(x)=:xy entsteht die DGl 2*316 mit u statt y, (G) 

2*363a a52(aj2— 1) 1^" + (aac^ +ö) ajy' +cy = 0 

Ist c = (a + 6) (a — 1), so ist y—x^~^ eine Lösung; die andern Lö- 
sungen erhält man nach A 24*2 (b). 

Für y = x'^uix), wo r eine Lösung der Gl — (6 + 1) r = c ist, ent- 
steht die DGl 2*318 

x{x^— 1 ) u" + [(a + ^r) x^ h — 2r}u' + r {a + r — 1) u — ^ . 

2 378a x { x ^ l ){ x + 1)2 ' + 2 + 1) (aj- 3 ) j/' - 2 1) 1/ = 0 

Für u{x) = (x + Ify entsteht die DGl 

x{x — l) u'* — 2 xu' + 2 u — ^ 

mit den Lösungen 

u = CyX + G2(1— + 2a:loga:). {G) 

2 383 « a? 2 (a;- 1 ) (2 ac- 1) y" + 2 (a?-- 2) (2 a?~ 1) a? y' - 2 (a? - 1) y = 0 

Für u(x) = x^y entsteht die DGl 

(a: - 1) (2a: - 1) - 2 (2 a: - 1) u' + 0, 

die für w(a:) = f = 2x — 1 in die h3rpergeometrische DGl 2*260 über- 
geht und die Lösungen hat: 

w = Cj (2a: - 1) + ^2 [2^^- 1 — (2a: - 1) log (2a: 1)]. (G) 

2-383^ 2 a:(a?- 1) (a? + 1)2 tf + 2 (2 ac- 1) (a? + 1)2 2^' + = 0 

Für ^(a;) = ?y(|), | = |/jq7~ entsteht die DGl 2*317 mit f , t} statt 
a:, y. (G) 

2*385a 4 (ac2— 1)2 1(" + (a?2 + 2) y = 0 

)/ 1 — a:2 (Ci + Cg Are sin x) für |a:|<l, 

I / a:2 — 1 (Gl + Cg flr dof x) für | a: | > 1 . (G) 

2*410 a y" €0(2 a (ac — Xq) ^' szhy 

Für y (») = >? (f), a(a:-Xo)= log ( 0 <|<l) 
durchläuft x alle reellen Zahlen, und aus der DGl vird 
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Für 46 = ist dieses die DGl 2'3I7. — Durch die Transfonnation 
j/(x)=»j{f), o(a;— a:o) = log]/-j^ (0 <f<l) 
wird aus der ursprünglichen DGl die hypergeometrische DGl 

Besgue, Journal de Math. 11 (1846) 96. J. Liouville, ebenda 14 (1849) 235f. 

y" 0in® o(»— a;,) =: 6 y 

Für y(x)=?j(f), a(a;-a:o) = ±log— = (f>0) 

1 

durchläuft x alle reellen Zahlen g Xq, und aus der DGl wird 

a^y” log® +y=:0 

y = Cihgx + C^^x-logxJ^y {G) 

y" sin®— y' +oysln® tg*-§-=;0 

Für y{x) = rjd), | = cos^ entsteht die DGl 2'l6o 
^ri" + ^r]' + iarj = Q. (G) 

iy" sin ® + 4 y' -h sin ® = 0 

Für y(x) = rj{^), ^ = cos^ entsteht die DGl 2'3I5a mit f, tj statt 
x,y. (ö) 


y” cos*® +oi/'sln 2 ® + 69 = 0 

(&) b=2a: y = cos*"x(Ci + Cg Jcos“*“*^*); 

(b)o=2, 6 = |; y= ir[cÖ8xj|CiSm|- + C2COs|-|; 

(d)o = -|-, h = -24: y = ^{GiSinx(5sin*x+3) 

+ Cg (sin® a: — 15 sin^ x — 45 sin^ x — 5) . (G) 


y” cos^ 05— sin o? cos 05 + (a cos^ a?— 1) = 0 
Für u(x) = ycosx entsteht die DGl 2*66a 

u” igx + au cos^ x = 0. (ö) 


2*4iob 


2*412 a 


2*415 a 


2*4i7a 


2*420a 


2*420b 



656 


Nachtrftge zu Teil C. 


2 - 420 C jf" COS* a? + 6 COS* a? ctg 2 OE?— 24 y = 0 

Für u{x)=^ y cos® x entsteht eine DGl, in der u selbst nicht vorkommt, 
die also u. a. die Lösung u —1 hat. Damit hat man auch eine Lösung der 
gegebenen DGl und kann sie mm nach A 24*2 (b) vollständig lösen. 

2 430 a jf" sin* a? + y' (cos a? + 2) sin a? + a y = 0 

Für y{x) =rj(i), f = tg^ entsteht die DGl 

+ + {G) 

2 - 43 ob t/" cos a? sin aj— j/' (3 cos » + 2) cos a?— 2 1 / (cos a; 4 - 1) sin a; = 0 

y = ( 7 j cos a; + Gg [sin*x + 2 cos a; log (cos a:)] . (G) 

2 430 c ff" COS ar sin X 4- (a sin* a? 4- ö) ff' 4 - c ff cos a? sin « = 0 

(a) c = (6 — 1) (a + 6 — 1) : ff = sin^’"*'^; 

(b) c = (6 + l)(a + 6 + 1): ff = cos“‘^^'^^a;; 

(c) c = 2(a + 2): ff = sin^“*' a;cos®'^*'’^’ ar; 

(d) a = 6=l, c=2: ff=l + cos* a;; 

(e) a = 2 , c = 24 : ff = sin^“** x cos*'"^® x (8 sin* x + 6 — 3 ) . 

Die übrigen Lösungen erhält man in diesen Fällen nach A 24*2 (b). 

(f) a= 2 v— 1, 6 = 1, c = —‘V{v— 1): für ff(a:) = r}(^), f = cosa; 
entsteht die DGl 2-240 (18) (mit a = v, 6=1, c = — -1) 

Kl® - 1 )V" - [ 2 (v-- 1 ) f*- 2 v]rj' + v(v^l)^rj = 0 . (G) 

2 436a ff" cos X sin* flc 4 - ff' sin* « 4 - a ff cos* » = 0 

Für y{x) =r}(^), f = sin a: entsteht die DGl 2-187 (8) 
f*?;" + a 7 ; = 0 . (G) 

2 - 436 b ff" cosa?sin*aj— ff'sin*»— i?(i? 4-1) ff cosa; = 0 

Für ff(a:) = 9j(f), f = sin a: entsteht die DGl 2-240 (8). 

2 -437 a ff" cos* X sin X 4- ff ' (a sin* a; 4 - 5) cos x 4 - c ff sin a; =: 0 

(a) c = a(6 + 1) : ff = cos“«; 

(b) c = (a+2)(6— 1): y = tg^-*x; 

(c) c = 2 (o + 6 — 1) : y = 8m^~''x 

(A)b (a + 3 ), c = - 24 : y =ü^[(a- 2)co8*x + 8] , (G) 

Die übrigen Lösungen erhält man aus den angegebenen nach A 24-2 (b). 
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y” cos^apsina? +i/'(o sin^a?— 1) cosap +&i(8in^ap=:0 

Für y{x) = rjd), i = cos x entsteht die DGl 2-187 
+ (l — a) iij' + brj== 0 . 

/r + (f-/') 2/'+afj/ = 0,/ = /(:r) 

Für y — e*^' u(x) mit F = f J{^)dx erhält man eine DGl, in der das 
Glied mit u verschwindet, falls + a + a = 0 ist, die also für dieses a die 
Lösung 1 hat. Damit wird 

WO a^, a2 die beiden Lösungen von + a + a = 0 für a sind. {G) 


/»" + (/sr +/'+!) j;'+sr»=0, /=/(.r), g = g(x). 

y = e-^\^y + C^jjex^{F-lgdx)dx^ mit F = 

H. GörthTf Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 234. 

y(”^=:aap2t(' +5a!;i(' +ct/ 

Lösung mittels der Integraltransformation 

00 00 + n 

y~ j j ^ ^ ^ du dv 

0 0 V=1 

(a > — 1 , ß> — 1 , A” = a) bei aS'. Spitzer, Math. Annalen 3 ( 1871 ) 453 
bis 455 . 


»"+/(»,»)»'®==0 

Wird y als unabhängige Veränderliche gewählt, so erhält man für 
X = x(y) die DGl x” = f(x, y). 


Die Randwertaufgabe 

!/" + + 1)^ = 0. y(— o) = y(+a) = 0, y{x)>Q für la:|<o 

hat genau eine Lösung für jedes A, das die UnGlen 


^2 

a- 






. ds 


0 ' 0 

erfüllt; die IKurve verläuft symmetrisch zur y- Achse, der Maximalwert rj 
der Lösung erfüllt die UnGl 2 a k(n— y) ?; < tt* . 


R. Gaccioppoli, Portugaliae Mathematica 3 (1942) 79—86, 


2 - 437 b 


2 - 443 » 


2-4445 


5 - 4 » 


6-545 


6-65 



' 658 


Nachträge zu Teil G. 


6*162 Tür y = entsteht die D 61 6-209 


Die Methode von 6-224 ergibt die DGl mit getrennten Veränderlichen 
y'^ -\r = A\y\i , 

ans der man 

^ + B=f- 

erhält. Für die Auswertung des Integrals setze man y=±u'^^. Für 
a 4= 0 erhält man 

und für a = 0: y = (C^x + . 

Mit anderer Methode und Druckfehlern bei E. Makat, Zeitschr. f. angew. 
Math. Mech. 22 (1942) 167. 


6*i93a (»2 + j^) + (y'2 + 1) (» 9' — 9) = 0 

Wie bei 6*194 erhält man 

arctgy' + arctg| = q oder y' + Irrll-y'ljCi. 

Das ist eine homogene DGl. Für y = xn(x) wird aus ihr die DGl mit ge- 
trennten Veränderlichen 

x(CiU + 1) it' + ~ Gl = 0 . 

Aus dieser erhält man 

X? (01^2 4. 2w — Gl) = Gg, also + C^{y^ — x^) — , 

Für den Zusammenhang der DGl mit einer Variationsaufgabe s. F, Paulus, 
Mathem. Zeitschrift 26 (1926) 358. 


6-246 a /(»"+») = »"2 +»'2 

Durch Differentiation entsteht 

[/'(y" + y)~2j;'](y'" + y') = 0. 

Aus y'" + y' = 0 gewinnt man die Lösungen 

y=Ä 8 m(x+ B) + G mit A 2 =/(G). 

Setzt man die eckige Klammer gleich Null, so erhält man durch Ein- 
führung von y'' + y=u die singidären Lösungen in der Parameter- 
darstellung 

E, Ooursat, Nouvelles Annales Math. (4) 20 (1920) 385f. 
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y y"' + ay'y''+ f{y) y'-o 77a 

Nach Mtiltiplikation mit ist die DGl exakt, man erhält also 
y‘‘y" + / y^~^f(y)dy = Ci. 

MultipKziert man diese Gl mit 2y' so kann man nochmals integrieren 
und bekommt die DGl erster Ordnung 

y’^ = C, + 2 f r" [ 0 , - / m dy] dy . 

K. Wieghardt, Zeitschr. f. angew. Math. Mech. 23 (1943) 125. 


If^y"' +Zyy"sy"^l 6 ^y" +l s. 712a. 


77b 


^{9>i3ß)y^')-Hy)Hf{y)y")i /+o- 

Da X selbst in der DGl nicht vorkommt, kann man nach A 15*3 (a) die 
Ordnung der DGl erniedrigen. Vorteilhafter ist nach Liouvüle folgendes 
Verfahren: Man löst die DGl 


(I) u'(t)=F(u) 

und setzt v(y) = J f{y) dy; 

durch die letzte Gl ist auch y als Funktion von v bestimmt •.y=Y(v). Mit 
dieser Funktion bildet man für v = v{t) die BGl 

«MO 


(2) 


v"{t) 


V(Y{«))f{Y{v))' 

Für eine Lösung v(() dieser DGl setze man 

dt 

/(YVm 

und berechne hieraus t = t{x) als Funktion von x. Dann ist 




y{x) = Y{v(t{x))) 
ein Integral der gegebenen DGl. 

Die DGl 77b ergibt sich für 

<piy) = f> /(y) = -^> F(«)=«yi6M + i. 

In diesem Fall lautet (i) 

u'(t) = u + 1. 

Man erhält hieraus 

i-Sin'^4 »d j|- — topLz«.. 


Die Gl (2) lautet daher 

16 »"Sin®^ + p = 0 bzw. 16 »" 4 op‘-^-v = 0. • 

Das sind die beiden DGlen 2*4ioa und b. 

J, Liouvilk, Journal de Math. 14 (1849) 226—241. C. 0, Jacobi, ebenda 181—200. 


7*12 a 
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10*6 a y'{x) = y 1*^1 ; Sonderfall von 10*7. 

j/ (x) = C )/ä cos log a: — 1^) . 

X. Silberstein, Philos. Magazine (7) 30 (1940) I85f.; Berichtigung ini Jahrbucli 
FdM. 66 (1940) 405. 

io-6b 2 y{x) y' (a?) = y{ 2 x) 

y = x, Gsin—, Cexp^. 

Dieses sind die einzigen Lösungen, die im Punkt x = 0 regulär sind. 

X. BeJce, Matematikai es Fizikai Lapok 48 (1941) 387 — 392. 
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4, 38 

Schrödingers Wellengleichung 276 
schwach singulär 57, 79 
Schwarzsche Abgeleitete 120 

— Differential-Invariante 120 
Schwingungsamplituden 267 
Schwingungsgleichung 169, 412, 413, 

616 

— bei gedämpften Schwingungen 651 ff. 
Seilpolygonverfahren 164 
selbstadjungierte DGl 76 

~ Eigenwertaufgabe 200, 236ff., 261, 
259ff. 

— Randwertaufgabe 187, 266 
selbstadjungierter Differentialausdruck 

76 

selbstadjungiertes System von DGlen 
54 

semihomogene Randwertaufgabe 183 
Simpsonsche Regel 6, 147 
singuläre Integralkurve 14 
singulärer Punkt 43, 67, 78 
singuläres Linienelement 14 
singularity, regulär — 57, 79; irregulär 
- 67, 79 

Solution principale 66 
Southwell, Aufspaltungsformel von — 
231 

Spektrum 193 

— einer Integralgleichung 206 
Stabilität einer Losung 36, 410 
Stammfunktion 1, 9, 28 
Stammgleichung 1 

stark singulär 67, 79 
stationärer Punkt 42 
Stelle der Bestimmtheit 67, 79 

— — Unbestimmtheit 67, 79 
Störungsfunktion 47, 66, 69 
Störungsrechnung 228 
Strahlkurve 166 
Strudelpunkt 44, 607 
Struves Funktion 443 
Sturms Oszillationssatz 260 

Vergleichssätze 126ff. 

Sturmsohe Eigenwertaufgabe 260 
~ Randbedingungen 197, 256, 260, 
265 


sukzessiven Approximation, Verfahren 
der 4, 38 

Temple, EinschlieBungssatz von — 231 
Temple-Bickley, Schranke von — für 
Eigenwerte 232 
Thomas-Fermi- Gleichung 668 
Thomäsche Xormalreihe 86, 133 
Tissots DGl 112 
Tractrix 310, 379 
Trapezformel 6 
Trapez verfahren 164 
Trefftz-Newing, Schranke von — für 
Eigenwerte 233 

Treff tz-Willers, Schranke von — für 
Eigenwerte 233 
Trennungssatz 124 
triviale Lösung 50, 72, 183 
Tschebyscheffsche Polynome 464, 462 

Ultraspherical polynomials 462 
Unbestimmtheitsstelle 67, 79 
uneigentliche Lösung 60, 72, 183 
Unterfunktion 11 

Valeur caracteristique 193 

— critique 193 

— singuliäre 193 
valore eccesionale 193 
Variation der Konstanten 73, 118 
Variationsrechnung und Eigenwertauf- 

gaben 214, 239f., 267 
verallgemeinerte Fourier-Koeffizienten 
199 

— Greensche Funktion 191 
Verfahren der schrittweisen Näherung 

4, 38 

— sukzessiven Approximation 4, 38 
Vergleichssätze von Sturm 126ff. 
verkürzte lineare DGlen 47, 69 
Verzerrungsfaktor 413 
Vianello-Engedber-Verfahren 224 
Vielfachheit der Lösbarkeit einer Ramd- 
wertau^abe 184, 247 

— eines Eigenwerts 193, 206, 237, 260 
voUständiges Biorthogonalsystem /196 

— Orthogonalsystem 200, 202, 206, 2S9^ 
262 

Volterrasche Integrslgjhdohimg 210 
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Waesersohloßproblem 178 
WBK-Methode 138. 276 
Webersche DGI 414, 421 
WeGhselstromgleicbung 294 
Weinstein, Einschließungssatz von — 
232 

Wellengleichung von Schrödinger 276, 
— radiale 435 
Wendepunktskurve 3 
wesentliche Randbedingungen 217 
Whittakersche DGI 473 


Whittakersche Funktionen 474f. 
Wirbelpunkt 44, 607 
Wronskische Determinante 72 

Zentralkraft 627 

zerfallende DGI 13 

zonal harmonics 467 

zugeordnete Legendresche Funktion 460 

— Mathieusche Funktionen 407 

zulässige Funktion 214, 238, 242 

Zylinderfunktionen 438 




DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
REELLER FUNKTIONEN 

By E. KAMKE 

The special importance of Kamke*s famous 
Work on ordinary and partial differential equa- 
tions lies in its unusually thorough treatment of 
the foundations; the existence and uniqueness of 
Solutions, their behavior and their topological 
structure are studied exhaustively. This includes 
recent work by Perron, Müller and Kamke, which 
appears here for the first time in book form. 

A full one hundred pages of the text are de- 
voted to the study of Systems of equations. The 
Nagumo uniqueness theorem, the general theorem. 
Oll dependence of Solutions on initial and other 
conditions, the differentiability of Solutions with 
respect to parameters and the Knopp-Schmidt 
proof of the fundamental theorem on functional 
determinants are among the many topics whose 
proofs are available elsewhere only in the original 
memoirs. 

. . ontstanding for predsely f ormulated 
concepts, and remarkable for the care giv«Di 
to the systematic development of the entire 
presentation.” — Zeitschrift für den Mathema- 
tischen und Naturwissenschaftlichen Unterricht, 

1930 450 pages 5^ x 8^ inches 

Originally published at $12.80 

$ 4.50 


CHELSEA PUBLISHING COMPANY. 231 W. 29th STREET, NEW YORK 




THE CALCÜLUS OF 
FINITE DIFFERENCES 

By CHARLES JORDAN 

‘S . . destined to remain the classic treat* 
ment of the subject . . . for many years to 
come. 


“Although an inspection of the table of con- 
tents reveals a coverage so extensive that the work 
of more than 600 pages might lead one at hrst 
to regard this book as an encyclopedia on the 
subject, yet a reading of any chapter of the text 
will impress the reader as a friendly lecture re- 
vealing an unusual appreciation of both rigor 
and the computing technique so important to the 
statistician. 

*‘In a Word, Professor Jordan’s work is a 
most readable and detailed record of lec* 
tures on the Calculus of Finite Differences 
which will certainly appeal tremendously to 
the statistician and which could have been 
written only by one possessing a deep appre* 
ciation of mathematical statistics .” — Harry 
C, Carver, Founder and formerly Editor of the 
Annals of Mathematical Statistics. 


PARTIAL CONTENTS: Operations. Gamma, 
Digamma and Trigamma functions. Inverse oper- 
ations. Stirling’s numbers. Bernoulli and Euler 
polynomials. Expansion of functions. Interpola- 
tion. Construction of Tables. Approximation. 
Graduation. Numerical solution of equations. 
Numerical integration. Functions of several inde- 
pendent variables. Difference equations. Lap- 
• lace’s^ Andres and other methods. Partial differ- 
ence equations. Methods of Boole, Fourier, La- 
grange and Ellis. 


1947, Second edition xxi+652 pages 
Originally puhlished at $8.00 


51/2 X 8I/4 

$5.50 


CHELSU PUBLISHIN6 COMPANY, 231 W. 29tli STREET, NEW YORK 


FORMULAS AND THEOREMS FOR THE 
SPEOAL FUNCTIONS OF 
MATHEMAUCAL PHYSICS 

By W. MAGNUS 

Gathered into a compact, handy and well- 
arranged reference work are thousands of re- 
sults on the many important functions needed by 
the physicist, engineer and applied mathema- 
tician« 

The Work is a translation of the fifty-second 
volume (1943) in the famous series Die 
Grundlehren der Mathematischen Wissenschaft 
ten. 

The Contents of the paragraph on Laguerre polynomials 
(Chap. 5, §4), one of the shorter paragraphs, illustrates, 
as well as any, the kind of material covered : 

Definitions of the Laguerre polynomials, special cases, 
differential equation satisfied, recursion formulas, type of 
roots, representation by hypergeometric series, represen- 
tation by generating function, relationships between 
Laguerre and Hermite polynomials, summation formulas, 
addition formulas, orthogonality relationships, relation- 
ships with Sonine polynomials and references to further 
material in Chapter VI, §4, 

PARTIAL CONTENTS (Chapter Headings only) : I. 
Gamma Function. II. Hypergeometric Function. III. 
The Cylinder Functions (Bessel, Struve, Lommel, 
Mathieu, etc.). IV. Spherical Harmonics. V. Orthogonal 
Pol 3 momials. VI. The Confluent Hypergeometric Function 
and the Special Cases thereof. VII. Theta Functions, 
EUiptic Functions and Integrals. VIII. Integral Trans- 
forms (Fourier, LaPlace, Hankel, and Mellin Trans- 
forms). IX. Transformations of Coordinates. 

1943-1948 182 pages 6x9 inches 

German edition was published at $5.25 

October, 1948 $3.50 


CNELSEA PÜBLISHINB COMPANY. 231 W. 29th STREET, NEW YORK 




EIGENWERTPROBLEME 

UND IHRE NUMERISCHE BEHANDLUNG 
By L. COLLATZ 


“Part I p resents an interesting and valuable coUection 
of PRACTICAL APPIlCATIONSy drawn mostly from 
the ficld of engineering, which lead to bonndary value 
Problems for ordinary and partial differential equations. 
A tabular j^st of about one hundred such problems with 
the associated differential equation and boundary condi- 
tions is fumished for reference and comparison. Typical 
of the Problems in the list are transverse oscillations 
of Strings, beams, membranes and plates, deflection 
of beams and plates, buckling of loadcd beams and 
plates, oscillations of rotating shafts, etc» 

“Part II deals with the MATHEMATICAL THEORY 
of boundary value problems. Here the existence, reality 
and distribution of characteristic numbers are investi- 
gated; the orthogonality or biorthogonality of the charac- 
teristic functions is developed; many illustrative 
examples are worked. The Creen’s function is then 
defined and its properties and use explained. A reference 
list of Greenes functions for various differential 
Systems makes the subject unusually Incid* 

“The relation between a differential equation with 
boundary conditions and the corresponding integral 
equation is next considered, together with some properties 
of integral equations and an investigation of the asympto- 
tic distribution of the characteristic numbers. The mini- 
mizing properties of the characteristic numbers are de- 
veloped, comparison theorems for the approximate 
location of characteristic numbers are established and 
the Fourier expansion of arbitrary functions in series of 
characteristic functions is treated in considerable detail. 
An extensive list of boundary value problems that 
can be solved explicitly adds materially to the value 
of the book« 

“Part III takes up various methods of NUMERICAL 
SOLUTION of boundary value problems. These include 
Step by Step approximations, graphical Integration, the 
Rayleigh-Ritz method and methods depending on finite 
differences. Here, as throughout the book, the theory 
is kept in dose touch with practice by numerous 
specific examples /’ — Mathematical Reviews 


1945 350 pages 5^ x 8^ inches 

Originally published at $8.80 ^ 


CHELSEA PUBLISHING COMPANY, 231 W. 29tli STREET, NEW YORK 



VORLESUNGEN UBER 
FOURIERSCHE INTEGRALE 
By S. BOCHNER 

This famous work fills the gap between books 
on analysis, which usually stop just short of the 
Fourier integral, and the specialized treatises, 
which usually plunge immediately into appli- 
cations. 

Bochner begins with a thorough discussion of 
the basic properties of trigonometric Integrals, 
treats with completeness the Fourier integral 
theorem and related topics and proceeds to the 
advanced theory and to important applications, 
which make the Fourier integral one of the most 
powerful tools of the modern analyst and the 
mathematical physicist. 

‘‘a readable account of those parts of the 
subject useful for applications to problems 
of mathematical pbysics or pure analysis. 

*‘The author has given in detail such of the 
results of the theory of functions required as are 
not included in the Standard treatises. He has also 

4 

preferred simple, useful forms of theorems to 
complicated Statements . . . applications to vari- 
ous types of linear equations . . . numerous other 
applications, for example to almost periodic 
functions, to Bessel functions, and to harmonic 
functions.” — Bulletin of the American Mathe^ 
matical Society 

1932 237 pages 5^ x 8^ inches 

Originally published at $6.40 

$ 3.95 


CHELSEA PUBLISHING COMPANY. 231 W. 29th STREET, NEW YORK 




LEHRBUCH DER 
FUNKTIONENTHEORIE 
By L. BIEBERBACH 


One of the salient features of Prof. Bieber* 
bach’s book is its completeness ; despite the ele- 
mentary character of the work every important 
function-theoretic concept and method receives 
its due share of attention. Not only have the 
Cauchy and Weierstrass viewpoints been ex- 
pounded, but that of Riemann — usually neg* 
lected because of its difficulty — has been ex* 
pounded also, and all three bave been incorpo* 
rated into a unified exposition. This has been 
made possible by Bieberbach’s original and eie- 
mentary treatment of uniformization. 

“One of the best introductions to the theory 
of functions of a complex variable. 

“. . . scores of new problems, methods and 
results. 

^^Indispensable for anyone interested in 
modern developments”*— > 

Bulletin of the American Mathematical Society. 

**Serious students of physics, engineering 
and related fields . . . will profit by a thoiv 
ougb study of these volumes.’* — Journal of 
Applied Physics. 

Vol. 1. Fourth (latest) edition. xiv + 322 pages. 
Vol. 2. Second (latest) edition. vi + 370 pages. 
5^x8%. 

Original price $14.80 

TVo vol. set $7^0 


CHELSEA PUBLISHINB COMPANY, 231 W. 29th STREET, NEW YORK 


LE CALCUL DES RESIDUS 

By E. UNDELÖF 

The calculus of residues has important appli* 
CQtions in a striking diversity of mathematical 
fields: statistics, number theory, the theory of 
Fourier series, the calculus of finite differences, 
mathematical physics and advanced calculus as 
well ^s function theory itself. 

LindelöFs Standard treatise is from the famous 
series of books on function theory, the Collection 
Borei. Long out of print, this work will find a wel- 
come place in the libraries of statisticians, mathe- 
maticians and mathematical physicists. 

PARTIAL CONTENTS 

Function-theoretic principles and fundamen- 
tal theorems. 

Applications to meromorphic functions, Ber- 
noulli numbers and definite integrals. 

Summation formulas (including tlie bearing 
of Summation formulas on the convergence of 
Fourier Series) . 

Gamma, Zeta and other special functions. 

Applications to analytic continuation and to the 
asymptotic study of functions defined by Taylor 
series. 

Cloth 151 pages 5^ x 8^ inches 

$2.95 


CHELSEA PUBLISHING COMPANY, 231 W. 29th STREET. NEW YORK 



ERGODENTHEORIE 

E. HOPF 


Ergodentheorie is from the series Ergebnisse 
der Mathematik. 

‘*The theory of motions of mechanical 
Systems, ue., of the Solutions of Systems of 
differential equations in the large . . . has 
received several new Impulses in the last 
ten years through the introduction of 
measure-theoretic points of view. We 
welcome most heartily this first systematic 
exposition of the new results^ whi<^ are due 
mainly to G. D. Birkhoff, Carleman, Koop> 
man, von Neumann, and the author. 

“The first chapter assembles the necessary 
tools from the theory of measure and Integration. 
Measure-theoretic viewpoints are preferred over 
topological ones throughout because, as the 
author says, ergodic theory is statistics and sta- 
tistics is measure theory. The second chapter con- 
tains a beautiful exposition of the material needed 
from the spectral analysis of functions and from 
the theory of unitary operators in Hilbert space. 

. . chapter on statistics of mappings and 
fluxes . . . interesting examples worked out . . . 
‘individual’ ergodic theory, the basis of which 
is Birkhoff’s theorem . . . applications to the 
Law of Large Numbers, Wiener’s theorem 
on the Spectrum of ‘random functions,’ . . . in- 
vestigations of the author on geodetic flow . . 

— Bela V. Sz. Nagy, Acta Szeged. 

1937 89 pages 5V^ x 8^ inches 

S2.7S 
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DETERMINANTENTHEORIE 

EINSCHLIESSLICH DER 
FREDHOLMSCHEN DETERMINANTEN 

By G. KOWALEWSKI 

This third edition (1942) of Kowalewski’s 
classic treatise on determinants and matrices 
differs from the second notably by the addition 
of a seventeenth chapter on elementary divisor 
theory. It has been reprinted from what we be- 
lieve is the only copy in the United States. 

From the reviews of earlier editions: 

classic in its field . . . excellent treatise 
. . . remarkably elegant and lucid. . . . Open 
the book where you ivill and you find your- 
self in the midst of a live question having 
vital Connections with other live branches 
of matbematics. . . . The choice of subjects 
. . . has been guided by a true sense of values, 
not by a mere love of formal developments. 

. . . The detailed exposition of the proof is 
always good and freqnently a model of 
clearness and conciseness; it is evident that 
we have to deal with a writer whose exposi- 
tory powers are of the first order.” 

— Bulletin of the American Mathematical Society 

PARTIAL CONTENTS: Definition and Simple Prop- 
erties . . . Systems of Linear Equations . . . Symmetrie, 
Skew-symmetric, Orthogonal Determinants . . . Resultants 
and Discriminants . . . Linear and Quadratic Forms . . . 
Functional, Wronskian, Gramian determinants . . . Geo- 
metrical applications . . . Linear Integral Equations . . . 
Theor)’ of Elementary Divisors. 

Third edition, 1942 328 pages 5^ x 8 

Originally published at $6.00 

$4.25 

GHELSEA PUBLISHING COMPANY, 231 W. 29tl] STREET. NEW YORK 



VORLESUNGEN ÜBER 
REELLE FUNKTIONEN 

Bjr C CARATHEODORY 

This great classic owes its popularity ‘ to a 
depth of scholarship that has produced what is 
at once truly a book for the beginner, a reference 
Work for the advanced scholar and a source of 
Inspiration for the research worker. 

. a rieh storehouse of neiv and 
original material. Many of the concepts 
and results introduced here are without 
question permanent enrichments of mathe* 
matical knowledge. Carath^odory has pre- 
sented us, in this deeply thought out work, 
with a truly Superlative gift .” — Jahrbuch 
Über die Fortschritte der Mathematik. 

PARTIAL CONTENTS: Introduction (Axioms), I. Point 
Sets (simplest topological concepts, covering theorems, 
etc.). 11 . The Limit Concept (infinite series, . . .). IIL 
Functions (Umit functions, semi-continidty, monotone, 
bounded Variation, etc.), IV. Distance and Connected- 
ness. V. Content and Measurability. VL Linear Manifolds. 
(vector spaces, orthogonaüty, linear transformations, 
non-measurable sets, continuous measurahle mappings. A 
critique of the theory of measure). VII. Measurable lunc* 
tions (Baire cUtsses). VIU. The Definite (Lebesgue) In* 
tegral (measurability and summability, Darboux sums, 
the Riemann integral). IX. The Indefinite Integral (addi- 
tive totally continuous set functions, generaUzed deriva- 
tive). X. Functions of One Variable (lambda Variation, 
measurable mappings, nowhere differentiable functions). 
XL Functions of Several Variables. (FubinPs theorem, 
partial derivatives, differential equations). Literature. 
List of examples. 

2nd., latest complete, edn. 728 pp. 5^^ x 8^ 

Originally published at $11.60 


$ 6.95 
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THE THEORY OF GROUPS 


By H. ZASSENHAUS 

Zassenhaus’ famous book on group theory is 
now available as an English text. 

The tremendous development of algebra in the 
last 25 years had made long overdue a fresh 
Präsentation of group theory which would make 
use of modern methods and concepts. Zassen* 
haus* recent treatise meets that requirement ad* 
mirably. Proofs have been brought up to date, 
and simplicity as well as conciseness have re- 
sulted from the modemisation. 

‘^The technique of the proofs is . . . 
simpler . . . and more direct than the old. 
. . . A considerable amount of quite recent 
material is induded . . . 

*^hroughout the book there are short 
sets of approachable exercises. 

**The treatment here presented ttchieves 
a cerUnn unity which the chutictd preaenta- 
Hon lacked ... Thia method of approach ia 
ükely to appear more coherent than the 
former to atudenta approaching groupa in 
detdU for the ftrat time,** 

— Bulletin of the American Mathematical Society 

About 1^ pages 6x9 inches Cloth 

November, 1948 $2.95 


CHELSEA PUBLISHING COMPANY. 231 W. 29th STREET, NEW YORK 



GRUNDLAGEN DER ANALYSIS 
Bj E. LANDAU 

*‘Certainly no clearer treatment of the founda- 
tions of the number System can be offered . . . 
Starting with Peano’s five axioms . . . Landau 
develops, with the utmost elegance, precision and 
completeness, the theories of the natural numbers, 
fractions, real numbers and complex numbers. 
Never before has this subject been treated with 
such explicitness. 

“One can only be thankful to the author for 
this fundamental piece of exposition which is 
alive with his vitality and genius.” — J. F. Ritt, 
American Mathematical Monthly. 

The Student who wishes to learn mathematical 
German will find this book ideal ly suited to his 
needs. Less tJum fifty German words will enable 
him to read the entire book with only an occa- 
sional glance at the vocabulary!* 

Only three hundred German words are used 
throughout the book, and are repeated sufficiently 
often to make them permanent in the vocabulary 
of the attentive reader. 

1930 159 pages 5^ x 8 


‘ * A complete German-English vocabulary has 
been added. 

Originally published at $4.00 

$ 2.75 
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THE THEORY OF MATRICES 

By C C HacDUFFEE 

Tlus important work presents a clear and com* 
prehensive picture of present day matrix theory. 
The author covers the entire field of matrix 
theory, correlating and integrating the enormous 
mass of results that have been obtained in the 
subject. A wealth of new material is incorporated 
in the text and the relationship of the various 
topics to the field as a whole is carefully deline- 
ated. 

The Theory of Matrices is from the famous 
series Ergebnisse der Mathematik und Ihrer 
Grenzgebiete. 

**No mathematical library can afford to be 
without this book, 

. . elegant proofs. . . . 

**The great value of this book . . , lies in the 
fact that . . . one can understand the relationship 
of the work of various authors to the field as a 
whole and become acquainted with this work 
with a minimum of labor. Much of the material 
is nowhere eise available except in the original 
memoirs and thus for the first time really takes 
its place in the body of mathematics.” 

— Bulletin of the American Mathematical Society. 

Second edition. 116 pages 6x9 inches 
Published originally at $5.20 


$ 2.75 


CNELSEA PUBLISHINB COMPANY. 231 W. 29th STREET, NEW YORK 










